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Prefacio 


Esta edigao difere da original de Calculo, setima cdicao, em varios aspectos. 

As unidades utilizadas em quase todos os exemplos e exercfcios foram alteradas de unida- 
des habituais dos EUA para unidades metricas. Ha um pequeno niimero de excegoes: em algu- 
mas aplicacdes de engenharia (principalmente na Segao 8.3) pode ser util alguns engenheiros 
familiarizarem-se com unidades norte-americanas. E eu quis manter alguns exercfcios (por exem- 
plo, aqueles envolvendo beisebol) nos quais seria inapropriado o uso de unidades metricas. 

Alterei os exemplos e exercfcios envolvendo dados reais para que eles passassem a ter 
abrangencia intemacional, de modo que a grande maioria agora vem de outros pafses alem dos 
Estados Unidos. Por exemplo, agora ha exercfcios e exemplos referentes a tarifas postais em 
Hong Kong; dfvida publica canadense; indices de desemprego na Australia; horas de luz do 
dia em Ancara, na Turquia; isotermas na China; porcentagem da populagao na zona rural da 
Argentina; populaches da Malasia, Indonesia, Mexico e India; consumo de energia em Onta¬ 
rio, entre muitos outros. 

Alem de modificar os exercfcios para que as unidades sejam metricas e os dados tenham 
abrangencia intemacional, uma serie de outros tambem foi modificada, o que resulta em cerca 
de 10% dos exercfcios diferentes daqueles da versao original. 

Filosofia do Livro 

A arte de ensinar, disse Mark Van Doren, e a arte de auxiliar a descoberta. Eu tentei escrever 
um livro que auxilie os estudantes a descobrirem o calculo - tanto seu poder pratico quanto 
sua surpreendente beleza. Nesta cdicao, assim como nas seis primeiras, minha intengao e trans- 
mitir ao estudante uma nocao da utilidade do calculo e desenvolver a competencia tecnica, mas 
tambem me esforgo para propiciar certo aprego pela beleza intrfnseca do tema. Newton indu- 
bitavelmente experimentou uma sensacao de triunfo quando fez suas grandes descobertas. 
Quero que os estudantes compartilhem um pouco desse entusiasmo. 

A enfase concentra-se na compreensao dos conceitos. Acredito que quase todos concor¬ 
dant que este deve ser o principal objetivo do ensino do calculo. De fato, o fmpeto para o mo- 
vimento atual de reforma do calculo veio da Conferencia de Tulane, em 1986, que formulou 
como primeira recomendagao: 

Concentrar-se na compreensao de conceitos. 

Tentei atingir esse objetivo por meio da Regra dos Tres: “Os topicos devem ser apresentados 
geometrica, numerica e algebricamente”. A visualizagao, a expcrimentacao numerica e gra- 
fica e outras abordagens mudaram o modo como ensinamos o raciocfnio conceitual de maneiras 
fundamentais. A Regra dos Tres foi expandida para tornar-se a Regra dos Quatro, enfatizando 
tambem o ponto de vista verbal ou descritivo. 

Ao escrever esta setima edigao, parti da premissa de que e possfvel alcangar a compreen¬ 
sao conceitual e ainda manter as melhores tradigoes do calculo tradicional. O livro content ele- 
mentos da reforma, porem, dentro do contexto de uma grade curricular tradicional. 

0 que ha de novo na 7 a edigao? 

As alteragoes sao resultantes de conversas que tive com meus colegas e alunos da University 
of Toronto, da leitura de periodicos, bem como de sugestoes de leitores e examinadores. Aqui 
estao algumas das muitas melhorias que incorporei a esta edigao: 











■ Alguns materials foram reescritos para maior clareza ou melhor motivacao. Consulte, por 
exemplo, a introdugao a Valores Maximo e Mfnimo no Capftulo 4, a Introdugao a Series 
no Capftulo Ilea Motivacao Para o Produto Vetorial no Capftulo 12. 

■ Novos exemplos foram adicionados (consulte o Exemplo 4 da Segao 15.7) e as solugoes 
para alguns dos exemplos existentes foram ampliadas. Adicionei detalhes a resolucao do 
Exemplo 2.3.11, pois, quando ensinei a Segao 2.3 usando a sexta edicao, percebi que os 
alunos precisavam de uma maior orientacao ao estabelecerem desigualdades para o Teo- 
rema do Confronto. 

■ O projeto grafico foi renovado: novas figuras foram incorporadas e uma porcentagem subs- 
tancial das existentes foi redesenhada. 

■ Os dados dos exemplos e exercfcios foram atualizados para serem mais oportunos. 

■ Tres novos projetos foram adicionados: O Indice de Gini (Capftulo 6) explora como me- 
dir a distribuicao de renda entre os habitantes de um dado pals e e uma boa aplicagao de 
areas entre curvas. (Agradego a Klaus Volpert por sugerir esse projeto.) 

■ Familias de Curvas Implicit as (Capftulo 16) investiga as formas mutantes de curvas defi- 
nidas implicitamente conforme os parametros em uma famflia variam. Familias de Cur¬ 
vas Polares (Capftulo 10) exibe as fascinantes formas de curvas polares e como elas evo- 
luem dentro de uma famflia. 

■ A segao sobre a area de superffcie do grafico de uma fungao de duas variaveis passou a 
ser a Segao 15.6, para a conveniencia de professores que gostam de ensinar esse topico 
depois de integrals duplas, embora todo o tratamento da area de superffcie permanega no 
Capftulo 16. 

■ Continuo buscando exemplos de como o calculo se aplica a tantos aspectos do mundo real. 
Na Segao 14.3, voce vera belas imagens da forga do campo magnetico da Terra e sua segunda 
derivada vertical calculada a partir da equagao de Laplace. Agradego a Roger Watson por des- 
pertar minha atengao para como isso e usado na geoffsica e na exploragao mineral. 

■ Mais de 25% dos exercfcios de cada capftulo sao novos. Eis alguns dos meus favoritos: 

I. 6.58, 2.6.51, 2.8.13-14, 3.3.56, 3.4.67, 3.5.69-72, 3.7.22, 4.3.86, 5.2.51-53, 6.4.30, 

II. 2.49-50, 11.10.71-72, 12.1.44, 12.4.43-44. 


Aprimoramentos tecnologicos 

■ A mfdia e a tecnologia de apoio ao texto foram aprimoradas para conceder aos professo¬ 
res maior controle sobre seu curso, oferecer uma ajuda extra para lidar com os diferentes 
nfveis de preparagao dos estudantes para o curso de calculo e apoiar a compreensao de con- 
ceitos. 

Novos recursos - Enhanced WebAssign incluindo um Cengage YouBook personaliza- 
vel, revisao Just in Time, Show Your Work, Answer Evaluator, Personalized Study Plan, 
Master Its, videos de resolugao, videoclipes de aulas (com perguntas associadas) e Visua¬ 
lizing Calculus (animagoes TEC com perguntas associadas) - foram desenvolvidos para 
facilitar a aprendizagem por parte dos estudantes e propiciar um ensino mais flexfvel na 
sala de aula. 

Para mais informagoes sobre como adquirir o cartao de acesso ao Enhanced WebAssign, 
contate vendas.cengage@cengage.com. Esta ferramenta esta disponfvel em ingles. 

■ Tools for Enriching Calculus (TEC) foram completamente reformuladas e estao disponf- 
veis no Enhanced WebAssign. Auxflios visuais e modulos selecionados estao disponfveis 
no site do autor. Acesse www.stewartcalculus.com. Na pagina inicial, clique em Calculus 
7E - Early Transcendentals. Voce tera acesso a varios recursos: Topicos adicionais, 
weblinks e Homework Hints, recurso especial que vai ajuda-lo a resolver exercfcios sele¬ 
cionados. 


Recursos 


EXERCICIOS CONCEITUAIS A maneira mais importante de promover a compreensao de con- 
ceitos e por meio de situagoes-problema. Para esse fim, concebi diversos tipos de problemas. 
Alguns conjuntos de exercfcios comegam com solicitagoes para explicar os significados dos 
conceitos basicos da segao. (Consulte, por exemplo, os primeiros exercfcios das Segoes 2.2, 
2.5, 11.2, 14.2 e 14.3.) Da mesma forma, todas as segoes de revisao comegam com uma Ve- 
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rificagao de Conceitos e um Teste de Verdadeiro ou Falso. Outros exercfcios testam a com- 
preensao de conceitos atraves de graficos ou tabelas (consulte os Exercfcios 2.7.17, 2.8.35- 
40, 2.8.43-46, 9.1.11-13, 10.1.24-27, 11.10.2, 13.2.1-2, 13.3.33-39, 14.1.1-2, 14.1.32-42, 
14.3.3-10, 14.6.1-2, 14.7.3-4, 15.1.5-10, 16.1.11-18, 16.2.17-18 e 16.3.1-2). 

Outro tipo de exercfcio utiliza a descncao verbal para testar a compreensao de conceitos 
(consulte os Exercfcios 2.5.10, 2.8.58, 4.3.63-64 e 7.8.67). Eu particularmente valorizo pro- 
blemas que combinam e comparam abordagens graficas, numericas e algebricas (consulte os 
Exercfcios 2.6.39-40, 3.7.27 e 9.4.2). 

EXERCICIOS COM DIFICULDADE PROGRESSIVA Cada grupo de exercfcios e cuidadosamente clas- 
sificado, progredindo de exercfcios conceituais basicos e problemas que visam ao desenvolvi- 
mento de habilidades, ate problemas mais desafiadores, envolvendo demonstrates e aplicacbes. 

DADOS REAIS Eu e minha equipe nos empenhamos em pesquisar dados do mundo real embi- 
bliotecas, empresas, orgaos governamentais e na Internet que pudessem apresentar, motivar e 
ilustrar os conceitos de calculo. Por esse motivo, muitos exercfcios e exemplos lidam com fun- 
goes defmidas por tais dados numericos ou graficos. Eles podem ser vistos, por exemplo, na 
Figura 1 da Segao 1.1 (os sismogramas do terremoto de Northridge), ou no Exercfcio 2.8.36 
(porcentagem da populacao acima dos 60 anos), Exercfcio 5.1.16 (velocidade do onibus es- 
pacial Endeavour) ou na Figura 4 da .Secao 5.4 (consumo de energia eletrica em Sao Francisco). 
Funcbes de duas variaveis sao ilustradas por uma tabela de valores do fndice de sensagao ter- 
mica como uma fungao da temperatura do ar e da velocidade do vento (Exemplo 2 da Secao 
14.1). Derivadas parciais sao introduzidas na Secao 14.3, examinando uma coluna em uma ta¬ 
bela de valores do fndice de conforto termico (temperatura percebida do ar) como uma fun¬ 
gao da temperatura real e da umidade relativa. Este exemplo e aprofundado em conexao com 
aproximagoes lineares (Exemplo 3 da Segao 14.4). Derivadas direcionais sao introduzidas na 
Segao 14.6 por meio de um mapa de contorno da temperatura para estimar a taxa de mudanga 
da temperatura num trajeto para o leste a partir de Chongqing. Integrals duplas sao usadas para 
estimar a precipitagao de neve media no Colorado em 20-21 de dezembro de 2006 (Exemplo 
4 da Segao 15.1). Campos vetoriais sao introduzidos na Segao 16.1 por representagoes de cam- 
pos vetoriais de velocidade real mostrando os padroes do vento da Bafa de Sao Francisco. 

PR0JET0S Uma maneira de despertar o interesse dos alunos - e facilitar a aprendizagem - e 
fazer com que trabalhem (as vezes em grupos) em projetos mais aprofundados, que transmi- 
tam um verdadeiro sentimento de realizagao quando completados. Incluf quatro tipos de pro¬ 
jetos: os Projetos Aplicados visam despertar a imaginagao dos estudantes. O projeto apos a 
Segao 9.3 pergunta se uma bola arremessada para cima demora mais para atingir sua altura ma¬ 
xima ou para cair de volta a sua altura original (a resposta pode surpreende-lo). O projeto apos 
a Segao 14.8 utiliza os multiplicadores de Lagrange para determinar as massas dos tres esta- 
gios de um foguete de modo a minimizar a massa total ao mesmo tempo permitindo que o fo- 
guete atinja a velocidade desejada. Os Projetos de Laboratorio envolvem tecnologia. O pro¬ 
jeto subsequente a Segao 10.2 mostra como usar as curvas de Bezier para desenhar formas que 
representem letras para uma impressora a laser. Os Projetos Escritos exigem que os estudan¬ 
tes comparem os metodos atuais aqueles desenvolvidos pelos fundadores do calculo - por 
exemplo, o metodo criado por Fermat para encontrar as tangentes. Algumas referencias sao 
dadas sobre o assunto. Os Projetos de Descoberta antecipam resultados a serem discutidos pos- 
teriormente ou incentivam a descoberta por meio do reconhecimento de padroes (consulte o 
projeto apos a Segao 7.6). Outros exploram os aspectos da geometria: tetraedros (apos a Se¬ 
gao 12.4), hiperesferas (apos a Segao 15.7) e intersegoes de tres cilindros (apos a Segao 15.8). 
Projetos adicionais podem ser encontrados no Manual do Professor (consulte, por exemplo, 
o Exercfcio em Grupo 5.1: Posigao de Amostras). O Manual do Professor esta disponfvel, em 
ingles, na Trilha. 

RESOLUQAO DE PROBLEMAS Os estudantes normalmente tem mais dificuldades naqueles pro¬ 
blemas em que nao ha um unico procedimento para se chegar a solugao. Acredito que nao ocor- 
reram muitos avangos na area de resolugao de problemas apos a estrategia em quatro estagios 
proposta por George Polya. Inseri, portanto, uma versao dessa estrategia apos o Capftulo 1. 
Esse metodo e utilizado explfcita e implicitamente em todo o livro. Depois dos demais capf- 
tulos, incluf segoes denominadas Problemas Quentes, apresentando exemplos de como lidar 
com problemas de calculo mais desafiadores. Ao selecionar os diversos problemas nessas se¬ 
goes, tentei seguir o conselho dado por David Hilbert: “Um problema matematico deve ser di- 
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ffcil a ponto de nos desafiar, mas nao inacessivel a ponto de zombar de nossos esforgos”. Ao 
propor problemas dificeis em tarefas e provas, costumo corrigi-los de forma diferenciada. Ne- 
les, procure valorizar principalmente as ideias que levam a resposta e o reconhecimento dos 
princfpios de resolugao mais relevantes para a solugao do problema. 

TECNOLOGIA A disponibilidade de tecnologia nao diminui - pelo contrario, aumenta - a im¬ 
portance de se entender com clareza os conceitos por tras das imagens na tela. Quando utili- 
zados apropriadamente, computadores e calculadoras graficas sao ferramentas uteis na des- 
coberta e compreensao de tais conceitos. Este livro pode ser utilizado com ou sem o emprego 
de ferramentas tecnologicas - dois sfmbolos especiais sao usados para indicar precisamente 
quando um tipo especial de aparelho e necessario. O sfmbolo 03 indica um exercfcio que de- 
finitivamente requer o uso dessas tecnologias (o que nao quer dizer que seu uso nos demais 
exercfcios seja proibido). O sfmbolo sca aparece em problemas nos quais sao empregados to- 
dos os recursos de um sistema de computagao algebrica (como o Derive, Maple, Mathema- 
tica ou o TI-89/92). Mas a tecnologia nao torna lapis e papel obsoletos. Frequentemente, sao 
preferfveis os calculos e esbogos feitos a mao, para ilustrar e reforgar alguns conceitos. Tanto 
professores quanto estudantes precisam aprender a discernir quando e mais adequado o uso 
das maquinas ou o calculo a mao. 

TOOLS FOR ENRICHING™ CALCULUS As TEC sao um complemento ao livro e destinam-se a en- 
riquecer e complementar seu conteudo. (Este recurso deve ser acessado pelo Enhanced Web- 
Assign. Desenvolvidas por Harvey Keynes, Dan Clegg, Hubert Hohn e por mim, as TEC uti- 
lizam uma abordagem exploradora e de descoberta. Nas segoes do livro onde a tecnologia e 
particularmente apropriada, fcones direcionam os estudantes aos modulos das TEC que ofe- 
recem um ambiente laboratorial no qual eles podem explorar o topico de maneiras diferentes 
e em diferentes nfveis. Os auxflios visuais sao animagoes de figuras no texto; modulos sao ati- 
vidades mais elaboradas e incluem exercfcios. Os professores podem optar por se envolver em 
nfveis diferentes, indo desde simplesmente encorajar os estudantes a usar os auxflios visuais 
e modulos para a exploragao independente, ate atribuir exercfcios especfficos a partir daque- 
les inclufdos em cada modulo, ou criar exercfcios adicionais, laboratories e projetos que fa- 
gam uso dos auxflios visuais e dos modulos. 

H 0 M EWO RK HI NTS Sao dicas para os exercfcios apresentados na forma de perguntas que tentam 
imitar um efetivo assistente de ensino; funcionam como um tutor silencioso. Dicas para exercf¬ 
cios selecionados (normalmente de numero fmpar) sao inclufdas em cada segao do livro, indi- 
cadas pelo numero do exercfcio em vermelho. Elas foram elaboradas de modo a nao revelarem 
mais do que e minimamente necessario para se fazer progresso. Estao disponfveis aos estudan¬ 
tes em www.stewartcalculus.com e no Enhanced WebAssign. Recurso em ingles. 

ENHANCED WEBASSIGN A tecnologia esta impactando sobre a forma como a ligao de casa e 
passada aos estudantes, particularmente em classes grandes. O uso da ligao de casa on-line esta 
crescendo e sua atratividade depende da facilidade de uso, precisao na corregao e confiabili- 
dade. Com esta edigao, trabalhamos com a comunidade de calculo e o WebAssign a fim de de- 
senvolver um sistema de ligao de casa on-line mais vigoroso. Ate 70% dos exercfcios em cada 
segao podem ser passados como ligao de casa on-line, incluindo exercfcios de resposta livre, 
multipla escolha e formatos de partes multiplas. 

O sistema tambem inclui Active Examples, nos quais os estudantes sao guiados em tutoriais 
passo a passo atraves de exemplos do livro, com links para o livro e resolugoes em video. Novas 
melhorias ao sistema incluem um eBook personalizado, um recurso Show Your Work , revisao Just 
in Time de pre-requisitos pre-calculo, um Assignment Editor aperfeigoado e um Answer Evalua¬ 
tor que aceita mais respostas matematicamente equivalentes e permite a corregao da ligao de casa 
de forma bem semelhante aquela feita por um instrutor. Para mais informagoes sobre como 
adquirir o cartao de acesso a esta ferramenta, contate: vendas.cengage@cengage.com. Recurso 
em ingles. 

Nota da Editora: 

Ate o fechamento desta edigao, todos os 
sites contidos neste livro estavam com o 
funcionamento normal. A Cengage Learning 
nao se responsabiliza pela suspensao dos 
mesmos. 


www.stewartcalculus.com O site do autor inclui: 

■ Homework Hints 

■ Historia da Matematica, com links para os melhores sites historicos 

■ Topicos adicionais (completos, com conjuntos de exercfcios): serie de Fourier, formulas 
para o resto na serie de Taylor, rotagao dos eixos 

■ Links, para topicos especfficos, para outros recursos da web 
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Todo o material disponfvel no site do autor esta em ingles. 

Na Trilha 

■ Problemas de Desafio (para caprtulos selecionados, com solugoes e respostas) 

■ Problemas Arquivados para todos os caprtulos, com solugoes e respostas 

■ Slides de Power Point® 

■ Revisao de Algebra (em ingles) 

■ Revisao de Geometria Analitica (em ingles) 

■ Suplemento: Mentiras que minha calculadora e computador me contaram com exercrcios 
e solugoes 

■ Manual do professor (material em ingles, para professores que adotam a obra) 

Acesso pelo site http://cursosonline.cengage.com.br. 


Conteudo 


Testes de Vei ificagao O livro comega com quatro testes de verificagao: Algebra Basica, Geo¬ 
metria Analitica, Fungoes e Trigonometria. 

Uma Apresentacao do Calculo Temos aqui um panorama da materia, incluindo uma serie de 
questoes para nortear o estudo do calculo. 

VOLUME I 

1 Fungoes e Modelos Desde o princr'pio, a multiplicidade de rcpresentacdes das tun goes e va- 
lorizada: verbal, numerica, visual e algebrica. A discussao dos modelos matematicos conduz 
a uma revisao das fungoes gerais, incluindo as fungoes exponenciais e logaritmicas, por meio 
desses quatro pontos de vista. 

2 Limites e Derivadas O material sobre limites decorre da discussao previa sobre os problemas 
da tangente e da velocidade. Os limites sao tratados dos pontos de vista descritivo, grafico, nu- 
merico e algebrico. A Segao 2.4, sobre a definigao precisa de limite por meio de epsilons e del¬ 
tas, e opcional. As Segoes 2.7 e 2.8 tratam das derivadas (principalmente com fungoes defi- 
nidas grafica e numericamente) antes da introdugao das regras de derivagao (que serao 
discutidas no Caprtulo 3). Aqui, os exemplos e exercicios exploram o significado das deriva¬ 
das em diversos contextos. As derivadas de ordem superior sao apresentadas na Segao 2.8. 

3 Regras de Derivagao Todas as fungoes basicas, incluindo as exponenciais, logaritmicas e tri¬ 
gonometric as inversas sao derivadas aqui. Quando as derivadas sao calculadas em situagoes 
aplicadas, e solicitado que o aluno explique seu significado. Nesta edigao, o crescimento e de- 
caimento exponencial sao tratados neste capitulo. 

4 Aplicagoes de Derivagao Os fatos basicos referentes aos valores extremos e formas de cur- 
vas sao deduzidos do Teorema do Valor Medio. O uso de tecnologias graficas ressalta a inte- 
ragao entre o calculo e as calculadoras e a analise de familias de curvas. Sao apresentados al- 
guns problemas de otimizagao, incluindo uma explicagao de por que precisamos elevar nossa 
cabega a 42° para ver o topo de um arco-iris. 

5 Integrals Problemas de area e distancia servem para apresentar a integral definida, intro- 
duzindo a notagao de somatoria (ou notagao sigma) quando necessaria (esta notagao e estu- 
dada de forma mais completa no Apendice E). Da-se enfase a explicagao do significado das 
integrals em diversos contextos e a obtengao de estimativas para seus valores a partir de ta- 
belas e graficos. 

6 Aplicagoes de Integragao Aqui, sao apresentadas algumas aplicagoes de integragao - area, 
volume, trabalho, valor medio - que podem ser feitas sem o uso de tecnicas avangadas. Da- 
-se enfase aos metodos gerais. O objetivo e que os alunos consigam dividir uma dada quanti- 
dade em partes menores, estimar usando somas de Riemann e que sejam capazes de reconhecer 
o limite como uma integral. 

7 Tecnicas de Integragao Todos os metodos tradicionais sao mencionados, mas e claro que o 
verdadeiro desafio e perceber qual tecnica e mais adequada a cada situagao. Por esse motivo, 
na Segao 7.5 apresentamos estrategias para calcular integrals. O uso de sistemas de compu- 
tagao algebrica e discutido na Segao 7.6. 
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8 Mais Aplicagoes de Integragao Aqui estao as aplicagoes de integragao para as quais e util 
dispor de todas as tecnicas de integragao - area de superficie e comprimento do arco - bem 
como outras aplicagoes a biologia, a economia e a ffsica (forga hidrostatica e centros de massa). 
Tambem foi inclufda uma segao tratando de probabilidades. Ha mais aplicagoes do que se pode 
estudar em qualquer curso, assim, o professor deve selecionar aquelas que julgue mais inte- 
ressantes ou adequadas a seus alunos. 

VOLUME II 

9 Equagoes Diferenciais Modelageme o temaque unificaesse tratamento introdutorio de equa¬ 
goes diferenciais. Campos direcionais e o metodo de Euler sao estudados antes de as equagoes 
separaveis e lineares serem solucionadas explicitamente, de modo que abordagens qualitati- 
vas, numericas e analfticas recebem a mesma consideragao. Esses metodos sao aplicados aos 
modelos exponenciais, logfsticos dentre outros para o crescimento populacional. As quatro ou 
cinco primeiras segoes deste capftulo servem como uma boa introdugao a equagoes diferen¬ 
ciais de primeira ordem. Uma segao final opcional utiliza os modelos presa-predador para ilus- 
trar sistemas de equagoes diferenciais. 

10 Equagoes Parametricas e Coordenadas Polares Este capftulo introduz curvas parametricas 
e polares e aplica os metodos de calculo a elas. As curvas parametricas sao adequadas a pro- 
jetos laboratoriais; as apresentadas aqui envolvem famflias de curvas e curvas de Bezier. Um 
breve tratamento de segoes conicas em coordenadas polares prepara o caminho para as Leis 
de Kepler, no Capftulo 13. 

11 Sequences e Series Infinitas Os testes de convergencia possuem justificativas intuitivas, 
bem como demonstragoes formais. Estimativas numericas de somas de series baseiam-se em 
qual teste foi usado para demonstrar a convergencia. A enfase e dada a serie de Taylor e aos 
polinomios e suas aplicagoes a ffsica. Estimativas de erro incluem aquelas de dispositivos gra- 
ficos. 

12 Vetores e a Geometria do Espago O material sobre geometria analftica tridimensional e ve- 
tores esta dividido em dois capftulos. O Capftulo 12 trata de vetores, produtos escalar e veto- 
rial, retas, pianos e superficies. 

13 Fungoes Vetoriais Aqui, sao estudadas as fungoes a valores vetoriais, suas derivadas e in¬ 
tegrals, o comprimento e curvatura de curvas espaciais e a velocidade e aceleragao ao longo 
dessas curvas, finalizando com as Leis de Kepler. 

14 Derivadas Parciais As fungoes de duas ou mais variaveis sao estudadas do ponto de vista 
verbal, numerico, visual e algebrico. As derivadas parciais sao introduzidas mediante a ana- 
lise de uma coluna particular de uma tabela com indices de conforto termico (temperatura apa- 
rente do ar), como fungao da temperatura medida e da umidade relativa. 

15 Integrais Multiplas Para calcular as medias de temperatura e precipitagao de neve em da- 
das regioes, utilizamos mapas de contorno e a Regra do Ponto Medio. Sao usadas integrais du- 
plas e triplas no calculo de probabilidades, area de superficie e, em projetos, do volume de hi- 
peresferas e da intersegao de tres cilindros. As coordenadas esfericas e cilfndricas sao 
introduzidas no contexto de calculo de integrais triplas. 

16 Calculo Vetorial A apresentagao de campos vetoriais e feita por meio de figuras dos cam- 
pos de velocidade do vento na Bafa de Sao Francisco. Exploramos tambem as semelhangas 
entre o Teorema Fundamental para integrais de linha, o Teorema de Green, o Teorema de Sto¬ 
kes e o Teorema do Divergente. 

17 Equagoes Diferenciais de Segunda Ordem Como as equagoes diferenciais de primeira ordem 
foram tratadas no Capftulo 9, este ultimo capftulo trata das equagoes diferenciais lineares de 
segunda ordem, sua aplicagao em molas vibrantes e circuitos eletricos, e solugoes em series. 
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Ao Aluno 



A leitura de um livro didatico de calculo difere da leitura de 
um jornal ou de um romance, ou mesmo de um livro de ffsica. 
Nao desanime se precisar ler o mesmo trecho muitas vezes 
antes de entende-lo. E, durante a leitura, voce deve sempre ter 
lapis, papel e calculadora a mao, para fazer contas e desenhar 
diagramas. 

Alguns estudantes preferem partir diretamente para os 
exercfcios passados como dever de casa, consultando o texto 
somente ao topar com alguma dificuldade. Acredito que ler e 
compreender toda a secao antes de lidar com os exercfcios e 
muito mais interessante. Voce deve prestar especial atengao as 
defmi£oes e compreender o significado exato dos termos. E, 
antes de ler cada exemplo, sugiro que voce cubra a solucao e 
tente resolve-lo sozinho. Assim, sera muito mais proveitoso 
quando voce observar a resolugao. 

Parte do objetivo deste curso e treina-lo a pensar logica- 
mente. Procure escrever os estagios da resolugao de forma ar- 
ticulada, passo a passo, com frases explicativas - e nao somente 
uma serie de equa£oes e formulas desconexas. 

As respostas da maioria dos exercfcios fmpares sao dadas 
ao final do livro, no Apendice I. Alguns exercfcios pedem ex¬ 
plicates, interpretacoes ou describes por extenso. Em tais ca- 
sos, nao ha uma forma unica de escrever a resposta, entao nao 
se preocupe se a sua ficou muito diferente. Da mesma forma, 
tambem ha mais de uma maneira de expressar uma resposta al- 
gebrica ou numerica. Assim, se a sua resposta diferir daquela 
que consta no livro, nao suponha imediatamente que a sua esta 
errada. Por exemplo, se voce chegou em y/2 —lea resposta 
impressa e 1/(1 + >/2), voce esta certo, e a racionaliza^ao do 
denominador mostrara que ambas sao equivalentes. 

O sfmbolo 3 indica que o exercfcio definitivamente exige 
o uso de uma calculadora grafica ou um computador com 
software adequado (na Secao 1.4 discutimos o uso desses dis- 
positivos e algumas das armadilhas que voce pode encontrar). 
Mas isso nao significa que voce nao pode utilizar esses equi- 
pamentos para verificar seus resultados nos demais exercfcios. 


O sfmbolo aparece em problemas nos quais sao emprega- 
dos todos os recursos de um sistema de computagao algebrica 
(como o Derive, Maple, Mathematica ou o TI-89/92). 

Outro sfmbolo com o qual voce vai deparar e o que o 
alerta para um erro comum. O sfmbolo registra as situacbes em 
que percebi que uma boa parte dos alunos tende a cometer o 
mesmo erro. 

Tools for Enriching Calculus, que sao um material de 
apoio deste livro, sao indicadas por meio do sfmbolo irea e 
podem ser acessadas pelo Enhanced WebAssign (em ingles). 

As Homework Hints para exercfcios representatives sao in¬ 
dicadas pelo numero do exercfcio em vermelho: 5. Essas dicas 
podem ser encontradas no site stewartcalculus.com, bem como 
no Enhanced WebAssign (em ingles). As dicas para licbes de 
casa fazem perguntas que lhe permitem avancar em dirccao a 
resolucao sem lhe dar a resposta. Voce precisa seguir cada dica 
de maneira ativa, com lapis e papel na mao, a fim de elaborar 
os detalhes. Se determinada dica nao permitir que solucione o 
problema, voce pode clicar para revelar a proxima dica. 

Recomendo que guarde este livro para fins de referenda 
apos o termino do curso. Como voce provavelmente esquecera 
alguns detalhes especfficos do calculo, o livro servira como um 
lembrete util quando precisar usa-lo em cursos subsequentes. 
E, como este livro contem uma maior quantidade de material 
que pode ser abordada em qualquer curso, ele tambem pode 
servir como um recurso valioso para um cientista ou enge- 
nheiro em atuacao. 

O calculo e uma materia fascinante e, com justiga, e con- 
siderada uma das maiores realizacbes da inteligencia humana. 
Espero que voce descubra nao apenas o quanto esta disciplina 
e util, mas tambem o quao intrinsecamente bela ela e. 




Teste de Verificacao 



0 sucesso no calculo depende em grande parte do conhecimento da matematica 
que precede o calculo: algebra, geometria analftica, fungoes e trigonometria. 

Os testes a seguir tern a intengao de diagnosticar falhas que voce possa ter 
nessas areas. Depois de fazer cada teste, e possfvel conferir suas respostas com 
as respostas dadas e, se necessario, refrescar sua memoria consultando o 
material de revisao fornecido. 


Testes de Verificagao: Algebra 


Avalie cada expressao sem usar uma calculadora. 
(a) (—3) 4 (b) — 3 4 (c) 3- 4 


(d)^T 


<e»lf 


(f) 16 


-3/4 


2. Simplifique cada expressao. Escreva sua resposta sem expoentes negativos. 

(a) V200 - n /32 

(b) (3aV)(4ab 2 ) 2 
(3x }/ y\ 2 

(C) 

3. Expanda e simplifique. 

(a) 3 (y + 6) + 4(2y - 5) 

(c) (y/a + y/b){y/a ~ y/b) 

(e) (x + 2) 3 

4. Fatore cada expressao. 

(a) 4 jc 2 - 25 
(c) x 3 - 3x 2 - 4x + 12 
(e) 3x y2 - 9x m + 6x~ 1/2 

5. Simplifique as expressoes racionais. 


(b) (x + 3)(4x - 5) 
(d) (2x + 3) 2 


(b) 2 .y 2 + 5x - 12 
(d) y 4 + 27x 
(f) x 3 y - 4xy 


(a) 


(c) 


y 2 + 3y + 2 


Y 2 — Y — 2 


Y + 1 


y 2 — 4 Y + 2 


(b) 


(d) 


2y‘ — y — 1 y + 3 


Y 2 - 9 

Z _ A 

x y 


2x + 1 


6 . 


7 . 


Racionalize a expressao e simplifique. 

y/lO 


(a) 


V5 - 2 


(b) 


yj4 + h - 2 


Reescreva, completando o quadrado. 

(a) y 2 + y + 1 


(b) 2 y 2 - 12y + 11 
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8. Resolva a equa£ao. (Encontre apenas as solugoes reais.) 


( a ) x + 5 = 14 — \x 

(c) x 2 — x — 12 = 0 

(e) * 4 - 3x 2 + 2 = 0 

(g) 2 * (4 - *)~ 1/2 - 3 a /4 - x = 0 


(b) 


2x 

x + 1 


2x - 1 


x 


(d) 2x 2 + 4x + 1=0 
(f) 3\x - 4 | = 10 


9. 


Resolva cada desigualdade. Escreva sua resposta usando a notacao de intervalos. 
(a) —4 <5 — 3 jc 17 (b) x 2 < 2* + 8 

(c) x{x — 1)(* + 2) > 0 (d) | x — 4 | < 3 


(e) 


2x - 3 

-' 1 

x + 1 


10 . 


Diga se cada equacao e verdadeira ou falsa. 

(a) (p + q) 2 = p 2 + q 2 (b )Jab = -Ja *Jb 


(c) y/a 1 + b 2 = a + b 


(e) 



1 

x 


1 

y 


, 1 + TC 

(d)-T— = 1 + T 


(f) 


c 

1/x 


a/x — b/x a — b 


Respostas dos Testes de Verificagao A: Algebra 


1. (a) 

81 

(b) 

-81 

(c) 

1 

8l 

(d) 

25 

(e) 

9 

4 

(f) 

1 

8 

2. (a) 

6V2 

(b) 

48 a s b 7 

(c) 

X 

9/ 

3. (a) 

11* - 2 

(b) 

4* 2 + 7* - 

15 

(O 

a — b 

(d) 

4* 2 + 12* + 9 


(e) 

x 3 + 6x 2 + 

12* + 8 





6. (a) 

5V2 

+ 2/10 

(b) 

V 4 

1 

+ h + 2 

7. (a) 

(* + 

W + l 

(b) 

2(* 

1 

<N 

ro 

1 

8. (a) 

6 


(b) 

1 

(c) -3,4 

(d) 

-1 7 

-\J2 

(e) 

±1, 

±V2 (f) |,f 

(g) 

12 

5 






4. (a) (2x - 5)(2x + 5) 

(c) (x — 3)(x — 2)(x + 2) 
(e) 3x~ lll {x — l)(ar — 2) 


(b) (2x - 3)(.y + 4) 

(d) x(x + 3)(x 2 — 3x + 9) 
(f) xy(x — 2)(x + 2) 


S. (a) 


(c) 


x + 2 
x — 2 
1 

x — 2 


x — 1 

(b) -- 

x — 3 

(d) ~(x + y) 


9. (a) [-4, 3) (b) (-2, 4) 

(c) (-2,0) U (l,oo) (d) (1,7) 
(e) (-1,4] 


10. (a) Falso 
(d) Falso 


(b) Verdadeiro 
(e) Falso 


(c) Falso 
(f) Verdadeiro 


Se voce tiver dificuldade com estes problemas, consulte a Revisao de 
Algebra, “Review of Algebra” no site www.stewartcalculus.com. 
Material em ingles. 

















TESTE DE VERIFICACAO XXIII 




Testes de Verificacao: Geometria Analitica 


I. Encontre uma equagao para a reta que passa pelo ponto (2, — 5) e 

(a) tem inclinacao —3 

(b) e paralela ao eixo x 

(c) e paralela ao eixo y 

(d) e paralela a linha 2x — 4y = 3 


2. Encontre uma equacao para o cfrculo que tem centra (— 1, 4) e passa pelo ponto (3, —2). 

3. Encontre o centra e o raio do cfrculo com equacao x 2 + y 1 — 6x 4 - 1 Oy + 9 = 0. 

4. Sejam A(— 7,4) e B( 5, —12) pontos no piano: 

(a) Encontre a inclinacao da reta que content A e B. 

(b) Encontre uma equagao da reta que passa por A e B. Quais sao as intersecdes com 
os eixos? 

(c) Encontre o ponto medio do segmento AB. 

(d) Encontre o comprimento do segmento AB. 

(e) Encontre uma equagao para a mediatriz de AB. 

(f) Encontre uma equagao para o cfrculo para o qual AB e um diametro. 

5. Esboce as regioes do piano xy definidas pelas equagoes ou inequagoes. 

(a) -1 «y«3 (b) |x| <4e|y| <2 

(c) y < 1 “ U (d) y^x 2 - 1 

(e) x 2 + y 2 <4 (f) 9x 2 + \dy 2 = 144 


Respostas dos Testes de Verificagao B: Geometria Analitica 


1. (a) y = —3x + 1 (b) y = —5 

(c) x = 2 (d) y = \x~ 6 

2. (x + l) 2 + (y - 4) 2 = 52 

3. Centro (3, —5), raio 5 

4. (a) -I 

(b) 4x + 3y + 16 = 0; intersegao com o eixo x, —■ 4; inter- 
16 

segao com o eixo y, — y 
(C) (-1,-4) 

(d) 20 

(e) 3 jc - 4y = 13 

(f) (x + l) 2 + (y + 4) 2 = 100 


5. 

(a) 




Se voce tiver dificuldade com estes problemas, consulte a Revisao de 
Geometria Analitica, nos Apendices B e C. 
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Testes de Verificagao: Fungoes 



FIGURA PARA 0 PROBLEMA I 


2 . 

3. 


O grafico de uma funcao/e dado a esquerda. 

(a) Diga o valor de/(— 1). 

(b) Estime o valor de/(2). 

(c) Para quais valores de x vale que/(x) = 2? 

(d) Estime os valores de x tais que/(x) = 0. 

(e) Diga qual e o domrnio e a imagem de/. 


Se/(x) = x 3 , calcule o quociente da diferenqa 
Encontre o dominio da funcao. 


/(2 + h) -/(.2) 


e simplifique sua resposta. 


(a) f{x) = ■ 


2x + 1 


(b) g(x) = 


(c) h(x) = -v/4 — X + y/x 2 — 1 


4. 


5. 


Como os graficos das funcoes sao obtidos a partir do grafico de/? 

(a) y = -fix) (b) y = 2fix) - 1 (c) y = fix - 3) + 2 

Sem usar uma calculadora, fa£a um esboco grosseiro do grafico. 

(a )y = x 3 (b) y = (x + l) 3 (c) y = (x — 2) 3 + 3 

(e) y = Vx (f) y = 2Vx 

(h) y = 1 + x” 1 


(d) y = 4 — x 2 


(g) y = -2* 

6 . Seja/(x) = 


1 -x 2 
2x + 1 


se x ^ 0 
se x > 0 


(a) Calcule/(—2) e/(l). 


(b)Esboce o grafico de/ 


7. 


Se f{x) = x 2 + 2x 
(a) f° g 


1 e g(x) = 2x — 3, encontre cada uma das seguintes funcoes. 
(b) g°f (c) g ° g 0 g 



Respostas dos Testes de Verificagao C: Fungoes 


1. (a) -2 (b) 2,8 

(c) -3, 1 (d) -2,5, 0,3 

(e) [-3, 3], [-2, 3] 

2. 12 + 6 h + h 2 

3 . (a) (-oo, -2) U (-2, 1) U (1, oo) 

(b) (-«>,”) 

(c) (-oo, -1] U [1,4] 

4 . (a) Refletindo em torno do eixo x. 

(b) Expandindo verticalmente por um fator 2, a seguir transla- 
dando 1 unidade para baixo. 

(c) Transladando 3 unidades para a direita e 2 unidades para 
cima. 




6. (a) -3,3 7. 



(a) if° g)(x) = 4x 2 - 8x + 2 

(b) (g °/)(x) = 2x 2 + 4x - 5 

(c) (g°g° g)(x) = 8x - 21 


Se voce tiver dificuldade com estes problemas, consulte 
as seqbes 1.1 a 1.3 deste livro. 
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Testes de Verificacao: Trigonometria 

1. Converta de graus para radianos. 

(a) 300° (b) —18° 

2. Converta de graus para radianos. 

(a) 5 tt/ 6 (b) 2 

3. Encontre o comprimento de um arco de um circulo de raio 12 cm, cujo angulo central e 30°. 

4. Encontre os valores exatos. 

fa) tg(7r/3) (b) sen(7-7r/6) (c) sec(57r/3) 

5. Expresse os comprimentos a eb na figura em termos de 9. 

6. Se sen x = j e sec y = onde x ey estao entre 0 e tr/ 2, avalie sen (x + y ). 

7. Demonstre as identidades. 

(a) tg 9 sen 9 + cos 9 = sec 9 

2 tg x 

(b) -5— = sen 2x 

1 + tg x 

8. Encontre todos os valores de x tais que sen 2x = sen x e 0 =£ x =£ 2-77 

9. Esboce o grafico da fu ncao y = 1 4- sen 2x sem usar uma calculadora. 



FIGURA PARA 0 PROBLEMA 5 


Respostas dos Testes de Verificagao D: Trigonometria 


'■ 

(a) 5 tt/3 

fb ) - 77 /10 

6. 

2. 

fa) 150° 

(b) 360/ir ~ 114,6° 

7. 

3. 

2n cm 


8. 

4. 

fa)V3 

(b) -I (c) 2 

9. 

5. 

(a) 24 sen 9 

fb) 24 cos 9 



£(4 + 6V2) 

No caso de uma demonstra^ao, todo o raciocmio e a resposta; 
o mvel esta correto com o de pre-calculo. 

0, 7r/3, tt, 5tt/3, 2tt 





Se voce tiver dificuldade com estes problemas, consulte 
o Apendice D deste livro. 










Uma Apresentagao 
do Calculo 



Quando terminar este curso, voce sera capaz de estimar o niimero 
de trabalhadores necessarios para construir uma piramide, explicar 
a formagao e localizagao de arcos-fris, projetar uma montanha- 
-russa para que ela trafegue suavemente e calcular a forga sobre 
um dique. 


i of oto/S h u tte rstoc k 


O calculo e fundamentalmente diferente da matematica que voce ja estudou. Ele e menos estatico 
e mais dinamico. Trata de variaigao e de movimento, bem como de quantidades que tendem a 
outras quantidades. Por essa razao, pode ser litil ter uma visao geral do assunto antes de come§ar 
um estudo mais aprofundado. Vamos dar aqui uma olhada em algumas das principals ideias do 
calculo, mostrando como surgem os limites quando tentamos resolver diversos problemas. 
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FIGURA I 


0 Problema da Area 

As origens do calculo remontam a Grecia antiga, pelo menos 2.500 anos atras, quando foram 
encontradas areas usando o chamado “metodo da exaustao”. Naquela epoca, os gregos ja sa- 
biam encontrar a area A de qualquer polfgono dividindo-o em triangulos, como na Figura 1 e, 
em seguida, somando as areas obtidas. 

E muito mais dificil achar a area de uma figura curva. O metodo da exaustao dos antigos 
gregos consistia em inscrever e circunscrever a figura com polfgonos e, entao, aumentar o nu- 
mero de lados deles. A Figura 2 ilustra esse procedimento no caso especial de um cfrculo, com 
polfgonos regulares inscritos. 


FIGURA 




Seja A„ a area do polfgono inscrito com n lados. A medida que aumentamos /?, fica evidente 
que A„ ficara cada vez mais proxima da area do cfrculo. Dizemos, entao, que a area do cfrculo 
e o lunite das areas dos polfgonos inscritos e escrevemos 


EQ3 Na Pre-Visualizagao, voce pode ver 
como areas de polfgonos inscritos e 
circunscritos aproximam-se da area de um 
cfrculo. 


A = lim A„ 

n —>°o 

Os gregos, porem, nao usaram explicitamente limites. Todavia, por um raciocfnio indireto, 
Eudoxo (seculo V a.C.) usa o metodo da exaustao para demonstrar a conhecida formula da area 
do cfrculo: A = irr 2 . 

Usaremos uma ideia semelhante no Capftulo 5 para encontrar a area de regioes do tipo mos- 
trado na Figura 3. Vamos aproximar a area desejada A por areas de retangulos (como na Fi¬ 
gura 4), fazer decrescer a largura dos retangulos e, entao, calcular A como o limite dessas so- 
mas de areas de retangulos. 





O problema da area e central no ramo do calculo chamado calculo integral. As tecnicas 
que desenvolveremos no Capftulo 5 para encontrar areas tambem possibilitarao o calculo do 
volume de um solido, o comprimento de um arco, a forqa da agua sobre um dique, a massa e 
o centra de gravidade de uma barra e o trabalho realizado ao se bombear a agua para fora de 
um tanque. 

0 Problema da Tangente 

Considere o problema de tentar determinar a reta tangente t a uma curva com equacao y = f(x), 
em um dado ponto P. (Daremos uma dcfmicao precisa de reta tangente no Capftulo 2. Por ora, 
voce pode pensa-la como a reta que toca a curva em P, como na Figura 5.) Uma vez que sa- 
bemos ser P um ponto sobre a reta tangente, podemos encontrar a equacao de t se conhecer- 
mos sua inclinagao m. O problema esta no fato de que, para calcular a inclinacao, e necessa- 
rio conhecer dois pontos e, sobre t, temos somente o ponto P. Para contornar esse problema, 
determinamos primeiro uma aproximaqao para m, tomando sobre a curva um ponto proximo 
Q e calculando a inclinagao m PQ da reta secante PQ. Da Figura 6, vemos que 











































UMA APRESENTACAO DO CALCULO 


XXIX 


m /W -f(a) 

LLI m P Q = - 

x — a 

Imagine agora o ponto Q movendo-se ao longo da curva em diregao a P, como na Figura 
7. Voce pode ver que a reta secante gira e aproxima-se da reta tangente como sua posigao-li- 
mite. Isso significa que a inclinagao m P Q da reta secante fica cada vez mais proxima da incli¬ 
nagao m da reta tangente. Isso e denotado por 

m = lim m P0 

Q >P 

e dizemos que me o limite de >ii P q quando Q tende ao ponto P ao longo da curva. Uma vez 
que x tende a a quando Q tende a P, tambem podemos usar a Equagao 1 para escrever 


2 


m = lim 

x—>a 


fix) - /(a) 

x — a 


Exemplos especfficos desse procedimento serao dados no Capftulo 2. 

O problema da tangente deu origem ao ramo do calculo chamado calculo diferencial, que 
so foi inventado mais de 2 mil anos apos o calculo integral. As principals ideias por tras do 
calculo diferencial devem-se ao matematico frances Pierre Fermat (1601-1665) e foram de- 
senvolvidas pelos matematicos ingleses John Wallis (1616-1703), Isaac Barrow (1630-1677) 
e Isaac Newton (1642-1727) e pelo matematico alemao Gottfried Leibniz (1646-1716). 

Os dois ramos do calculo e seus problemas principals, o da area e o da tangente, apesar de 
parecerem completamente diferentes, tem uma estreita conexao. Os problemas da area e da tan¬ 
gente sao problemas inversos, em um sentido que sera explicado no Capftulo 5. 

Velocidade 

Quando olhamos no velocfmetro de um carro e vemos que ele esta a 48 km/h, o que essa in¬ 
form acao indica? Sabemos que, se a velocidade permanecer constante, apos uma hora o carro 
tera percorrido 48 km. Porem, se a velocidade do carro variar, qual o significado de a veloci¬ 
dade ser, em um dado momento, 48 km/h? 

Para analisar essa questao, vamos examinar o movimento de um carro percorrendo uma 
estrada reta e supodo que possamos medir a distancia percorrida por ele (em metros) em in- 
tervalos de 1 segundo, como na tabela a seguir: 


t = Tempo decorrido (s) 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

d = Distancia (m) 

0 

2 

10 

25 

43 

78 


Como primeiro passo para encontrar a velocidade apos 4 segundos de movimento, calcu- 
laremos qual a velocidade media no intervalo de tempo 4 =£ t =S 8: 

distancia percorrida 

velocidade media =- 

tempo decorrido 

_ 43 - 10 
“ 8-4 

= 8,25 m/s 

Analogamente, a velocidade media no intervalo 4 =£ t 6 e 


velocidade media = 


25 - 10 
6-4 


7,5 m/s 


Nossa intuigao e de que a velocidade no instante t = 4 nao pode ser muito diferente da ve¬ 
locidade media durante um pequeno intervalo de tempo que comega em t = 4. Assim, imagi- 
naremos que a distancia percorrida foi medida em intervalos de 0,2 segundo, como na tabela 
a seguir: 



FIGURA 5 

A reta tangente em P 



0 ax x 


FIGURA 6 

A reta secante PQ 



FIGURA 7 

Retas secantes aproximando-se 
da reta tangente 
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t 

4,0 

4,2 

4,4 

4,6 

4,8 

5,0 

cl 

10,00 

11,02 

12,16 

13,45 

14,96 

16,80 


Entao, podemos calcular, por exemplo, a velocidade media no intervalo de tempo [4, 5]: 

, 16,80 - 10,00 

velocidade media =-= 6,8 m/s 

5-4 

Os resultados desses calculos estao mostrados na tabela: 


Intervalo de tempo 

[4, 6] 

[4,5] 

[4, 4,8] 

[4, 4,6] 

[4. 4,4] 

[4. 4,2] 

Velocidade media (m/s) 

7,5 

6,8 

6,2 

5,75 

5,4 

5,1 



As velocidades medias em intervalos cada vez menores parecem ficar cada vez mais pro- 
ximas de 5; dessa forma, esperamos que exatamente em t = 4 a velocidade seja cerca de 5 m/s. 
No Capltulo 2 definiremos a velocidade instantanea de um objeto em movimento como o li- 
mite das velocidades medias em intervalos de tempo cada vez menores. 

Na Figura 8, mostramos uma representa^ao grafica do movimento de um carro tragando a 
distancia percorrida como uma fungao do tempo. Se escrevermos d = fit), entao/(f) e o numero 
de metros percorridos apos t segundos. A velocidade media no intervalo de tempo [4, f] e 


distancia percorrida 

velocidade media =- 

tempo decorrido 


fit) ~ /(4) 
t - 4 


que e a mesma coisa que a inclinagao da reta secante PQ da Figura 8. A velocidade v quando 
t = 4 e o valor-limite da velocidade media quando t aproxima-se de 4; isto e. 


v = lim 

t—>4 


fit) -/(4) 
t - 4 


e, da Equagao 2, vemos que isso e igual a inclinagao da reta tangente a curva em P. 

Dessa forma, ao resolver o problema da tangente em calculo diferencial, tambem estamos 
resolvendo problemas relativos a velocidade. A mesma tecnica se aplica a problemas relati¬ 
ves a taxa de variacao nas ciencias naturais e sociais. 


0 Limite de uma Sequencia 

No seculo V a.C., o filosofo grego Zenao propos quatro problemas, hoje conhecidos como Pa- 
radoxos de Zenao, com o intento de desafiar algumas das ideias correntes em sua epoca so- 
bre espaco e tempo. O segundo paradoxo de Zenao diz respeito a uma corrida entre o heroi 
grego Aquiles e uma tartaruga para a qual foi dada uma vantagem inicial. Zenao argumentava 
que Aquiles jamais ultrapassaria a tartaruga: se ele comegasse em uma posicao a i e a tartaruga 
em ti (veja a Figura 9), quando ele atingisse o ponto ui = ti, a tartaruga estaria adiante, em uma 
posicao h. No momento em que Aquiles atingisse ai = ti, a tartaruga estaria em h. Esse pro- 
cesso continuaria indefinidamente e, dessa forma, aparentemente a tartaruga estaria sempre a 
frente! Todavia, isso desafia o senso comum. 


a i «2 a 3 <34 as 

Aquiles - 

Tartaruga - 

FIGURA 9 1 1 t2 ?4 


Uma forma de explicar esse paradoxo usa a ideia de sequencia. As posigoes sucessivas de 
Aquiles e da tartaruga sao respectivamente (a\, ai, ai, . . .) e (1\, h, h, . . .), conhecidas como 
sequencias. 

Em geral, uma sequencia { a„} 6 um conjunto de numeros escritos em uma ordem definida. 
Por exemplo, a sequencia 
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X i 
> 2 » 3 ’ 


1 l 
4 ’ 5 ’ 




pode ser descrita pela seguinte formula para o n-esimo termo: 

1 

Cl n 

n 


Podemos visualizar essa sequencia marcando seus termos sobre uma reta real, como na Fi- 
gura 10(a), ou desenhando seu grafico, como na Figure 10(b). Observe em ambas as figures 
que os termos da sequencia a„ = 1 In tornam-se cada vez mais proximos de 0 a medida que n 
cresce. De fato, podemos encontrar termos tao pequenos quanto desejarmos, bastando para isso 
tomarmos n suficientemente grande. Dizemos, entao, que o limite da sequencia e 0 e indica- 
mos isso por 


<34 «3 <32 


(a) 


Em geral, a notagao 


lim a„ 


(b) 


FIGURA 10 


a i 

—i— 

1 



1 

■ • 


1 




lim — = 0 


• 


n-> 00 n 


•. 




1 2 3 4 5 6 7 8 

n 


sera usada se os termos a„ tendem a um numero L quando n torna-se grande. Isso significa que 
podemos tornar os numeros a„ tao proximos de L quanto quisermos escolhendo um n sufi¬ 
cientemente grande. 

O conceito de limite de uma sequencia ocorre sempre que usamos a representagao deci¬ 
mal de um numero real. Por exemplo, se 


Cl i — 

3,1 

Cl 2 = 

3,14 

Cl 3 = 

3,141 

Cl 4 = 

3,1415 

Cl $ = 

3,14159 

a 6 = 

3,141592 

Cl 2 — 

3,1415926 


entao. 


lim a„ = 7r. 

n —»co 


Os termos nessa sequencia sao aproximagoes racionais de n t. 

Vamos voltar ao paradoxo de Zenao. As posigoes sucessivas de Aquiles e da tartaruga for- 
mam as sequencias {a,,} e {/„}, onde a„ < t„ para todo n. Podemos mostrar que ambas as se- 
quencias tem o mesmo limite: 


lim a„ = p = lim t„. 

E precisamente nesse ponto p que Aquiles ultrapassa a tartaruga. 

A Soma de uma Serie 

Outro paradoxo de Zenao, conforme nos foi passado por Aristoteles, e o seguinte: “Uma pes- 
soa em certo ponto de uma sala nao pode caminhar diretamente ate a parede. Para fazer isso 
ela deveria percorrer metade da distancia, depois a metade da distancia restante e, entao, no- 
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FIGURA I I 


vamente a metade da distancia que restou e assim por diante, de forma que o processo pode 
ser sempre continuado e nao tera um fim”. (Veja a Figura 11.) 



1 1 A J_ 

2 4 8 16 

Como naturalmente sabemos que de fato a pessoa pode chegar ate a parede, isso sugere 
que a distancia total possa ser expressa como a soma de infmitas distancias cada vez meno- 
res, como a seguir: 


3 



1 1 

+ - + - 

8 16 



+ • • ■ 


Zenao argumentava que nao fazia sentido somar um numero infinito de numeros. Porem, ha 
situagoes em que fazemos implicitamente somas infmitas. Por exemplo, na notagao decimal, 
o sfmbolo, 0,3 = 0,3333 ... significa 

_3_ JL 3 3 

To + Too + iooo + io.ooo + ’ 

dessa forma, em algum sentido, deve ser verdade que 

A A_ 3 3 _J_ 

10 100 1000 10,000 ' ” ~~ 3 

Mais geralmente, se d n denotar o n-esimo algarismo na representagao decimal de um numero, 
entao, 


d i 6^2 d?, 

0, d\did-idn ... — -1- ~r .—h —5—h 

10 10 2 10 3 



+ • ■ ■ 


Portanto, algumas somas infinitas, ou, como sao chamadas, series infmitas, tern um significado. 
Todavia, e necessario definir cuidadosamente o que e a soma de uma serie. 

Retornando a serie da Equagao 3, denotamos por ,v„ a soma dos n primeiros termos da se¬ 
rie. Assim, 


si = \ = 0,5 

S 2 = l = 0,75 

s 3 = 1 + \ + I = 0,875 

S4 = 1 + J + j + re = 0,9375 

s 5 = 1 + 4 + 1 + ^ + ^ = 0,96875 

S6 = | + i + s + B + s + a = 0,984375 

«7 = i + l + i + is + s + s + n8 = 0,9921875 

sio = | + l + ■ ■ ■ + A » 0,99902344 
s,6 = { + ^+ -- -+ ^- 0,99998474. 















UMA APRESENTACAO DO CALCULO 


XXXIII 


Observe que a medida que somamos mais e mais termos, as somas parciais ficam cada vez mais 
proximas de 1. De fato, pode-se mostrar que tomando um n suficientemente grande (isto e, adi- 
cionando um numero suficientemente grande de termos da serie), podemos tornar a soma par- 
cial s„ tao proxima de 1 quanto quisermos. Parece, entao, razoavel dizer que a soma da serie 
infinita e 1 e escrever 


111 1 

— + — + — + ■ • ■ -t~ — + • • • — 1 
2 4 8 2" 


Em outras palavras, a razao de a soma da serie ser 1 e que 

lim s n = 1 


No Capltulo 11, Volume II, discutiremos mais sobre essas n cedes. Usaremos, entao, a ideia 
de Newton de combinar series infinitas com calculo diferencial e integral. 


Resumo 


Vimos que o conceito de limite surge de problemas tais como encontrar a area de uma regiao, 
a tangente a uma curva, a velocidade de um carro ou a soma de uma serie infinita. Em cada 
um dos casos, o tema comum e o calculo de uma quantidade como o limite de outras quanti- 
dades mais facilmente calculaveis. E essa ideia basica que coloca o calculo a parte de outras 
areas da matematica. Na realidade, poderfamos definir o calculo como o ramo da matematica 
que trata de limites. 

Depois de inventar sua versao de calculo, Sir Isaac Newton usou-a para explicar o movi- 
mento dos planetas em torno do Sol. Hoje, o calculo e usado na determ inagao de orbitas de 
satelites e naves espaciais, na predicao do tamanho de uma populagao, na estimativa de quao 
rapido os pieces do petroleo subem ou caem, na previsao do tempo, na medida do fluxo san- 
gurneo que sai do coragao, no calculo dos premios dos seguros de vida e em uma grande va- 
riedade de outras areas. Neste livro vamos explorar algumas dessas aplicaeoes do calculo. 

Para transmitir uma nogao da potencia dessa materia, fmalizaremos esta apresentagao com 
uma lista de perguntas que voce podera responder usando o calculo: 

1. Como voce explicaria o fato, ilustrado na Figura 12, de que o angulo de elevagao de um 
observador ate o ponto mais alto em um arco-fris e 42°? 

2. Como voce poderia explicar as formas das latas nas prateleiras de um supermercado? 

3. Qual o melhor lugar para se sentar em um cinema? 

4. Como podemos projetar uma montanha-russacom um percurso suave? 

5. A qual distancia de um aeroporto um piloto deve comegar a descida para o pouso? 

6. Como podemos juntar curvas para desenhar formas que representam letras em uma im- 
pressora a laser ? 

7. Como podemos estimar o numero de trabalhadores que foram necessarios para a cons- 
trugao da Grande Piramide de Queops, no antigo Egito? 

8. Onde um jogador deveria se posicionar para apanhar uma bola de beisebol langada por 
outro jogador e manda-la para a home pi at el 

9. Uma bola langada para cima leva mais tempo para atingir sua altura maxima ou para cair 
de volta a sua altura original? 

10. Como voce pode explicar o fato de planetas e satelites se moverem em orbitas elfpticas? 

11. Como voce pode distribuir o escoamento de agua entre as turbinas de uma usina hidre- 
letrica de modo a maximizar a energia total produzida? 

12. Se uma bola de gude, uma bola de squash, uma barra de ago e um cano de ferro rola- 
rem por uma encosta, qual deles atingira o fundo primeiro? 


raio a partir do sol 



FIGURA 12 




Equagdes Diferenciais 





A relagao entre as populagoes de predadores e presas (tubaroes 

e peixes, joaninhas e pulgoes, lobos e coelhos) e explorada 

pelo uso de pares de equagoes diferenciais na ultima segao deste capitulo. 


Talvez a aplicagao mais importante do calculo sejam as equagoes diferenciais. Quando cien- 
tistas ffsicos ou cientistas sociais usam calculo, muitas vezes o fazem para analisar uma 
equagao diferencial que tenha surgido no processo de modelagem de algum fenomeno que 
eles estejam estudando. Embora seja quase impossi'vel encontrar uma formula explicita para 
a solugao de uma equagao diferencial, veremos que as abordagens graficas e numericas for- 
necem a informagao necessaria. 
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Modelagem com Equagoes Diferenciais 


Agora e lima boa hora para ler (ou reler) a 
discussao de modelagem matematica no 
Capftulo 1, Volume I. 


Na descrigao do processo de modelagem na Segao 1.2, no Volume I, falamos a respeito da 
formulacao de um modelo matematico de um problema real por meio de racioclnio intuitivo 
sobre o fenomeno ou por meio de uma lei ffsica fundamentada em evidencia experimental. 
O modelo matematico frequentemente tern a forma de uma equagao diferencial, isto e, uma 
equagao que contem uma fungao desconhecida e algumas de suas derivadas. Isso nao sur- 
preende, porque em um problema real normalmente notamos que mudancas ocorrem e que- 
remos predizer o comportamento futuro com base na maneira como os valores presentes 
variam. Vamos comecar examinando varios exemplos de como as equagoes diferenciais apa- 
recem quando modelamos um fenomeno ffsico. 


Modelos para o Crescimento Populacional 

Um dos modelos para o crescimento de uma populagao baseia-se na hipotese de que uma 
populagao cresce a uma taxa proporcional ao seu tamanho. Essa hipotese e razoavel para 
uma populagao de bacterias ou animais em condigoes ideais (meio ambiente ilimitado, nutri- 
gao adequada, ausencia de predadores, imunidade a doengas). 

Vamos identificar e dar nomes as variaveis nesse modelo: 


t = tempo (a variavel independente) 

P = numero de indivfduos da populagao (a variavel dependente) 

A taxa de crescimento da populagao e a derivada dP/dt. Assim, nossa hipotese de que a taxa de 
crescimento da populagao e proporcional ao tamanho da populagao e escrita como a equagao 


m 




FIGURA 1 

A famflia de solugoes de dP/dt = kP 



FIGURA 2 

A famflia de solugoes P(t) = Ce kt 
com C > 0 e t 3= 0 


onde lea constante de proporcionalidade. A Equagao 1 e nosso primeiro modelo para o cres¬ 
cimento populacional; e uma equagao diferencial porque contem uma fungao desconhecida 
P e sua derivada dP/dt. 

Tendo formulado um modelo, vamos olhar para suas consequencias. Se desconsiderar- 
mos uma populagao nula, entao P(t) > 0 para todo t. Portanto, se k > 0, entao a Equagao 1 
mostra que P'(t) > 0 para todo t. Isso significa que a populagao esta sempre aumentando. De 
fato, quando P(t) aumenta, a Equagao 1 mostra que dP/dt torna-se maior. Em outras palavras, 
a taxa de crescimento aumenta quando a populagao cresce. 

Nao e diffcil pensar em uma solugao para a Equagao 1. Esta equagao nos pede para 
encontrar uma fungao cuja derivada seja uma constante multiplicada por ela propria. Sabe- 
mos do Capftulo 3, no Volume 1, que as fungoes exponenciais tern esta propriedade. De fato, 
se fizermos P(t) = Ce kl , entao 


P'(t) = C(ke k ') = k(Ce kl ) = kP(t) 

Portanto, qualquer fungao exponencial da forma P(t) = Ce k ‘ e uma solugao da Equagao 1. 
Quando estudarmos essa equagao em detalhes na Segao 9.4, veremos que nao existe outra 
solugao. 

Se fizermos C variar em todos os numeros reais, obtemos a famflia de solugoes 
P(t ) = Ce h cujos graficos sao mostrados na Figura 1. Mas as populagoes tern apenas valores 
positivos e, assim, estamos interessados somente nas solugoes com C > 0. E estamos prova- 
velmente preocupados apenas com valores de t maiores que o instante inicial t = 0. A Figu¬ 
ra 2 mostra as solugoes com significado ffsico. Fazendo t = 0, temos P( 0) = Ce m = C, de 
modo que a constante C acaba sendo a populagao inicial, P( 0). 

A Equagao 1 e apropriada para a modelagem do crescimento populacional sob condigoes 
ideais, mas devemos reconhecer que um modelo mais realista deveria refletir o fato de que 
um dado ambiente tem recursos limitados. Muitas populagoes comegam crescendo expo- 
nencialmente, porem o nfvel da populagao se estabiliza quando ela se aproxima de sua capa- 
cidade de suporte M (ou diminui em diregao a M se ela excede o valor de M). Para um 
modelo considerar ambos os casos, fazemos duas hipoteses: 
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dP 

-~ kP se P for pequeno (inicialmente a taxa de crescimento e proporcional a P). 

dt 

dP 

-< 0 se P > M (P diminui se exceder M). 

dt 

Uma expressao simples que incorpora ambas as hipoteses e dada pela equagao 


dP P 

-= kP\ 1- 

dt \ K 


Observe que, se P e pequeno quando comparado com M, entao P/M esta proximo de 0 e, por- 
tanto, dP/dt ~ kP. Se P > M, entao 1 — P/M e negativo e, assim, dP/dt < 0. 

A Equagao 2 e chamada equagao diferencial logi'stica e foi proposta pelo matematico e 
biologo holandes Pierre-Frangois Verhulst na decada de 1840 como um modelo para o cres¬ 
cimento populacional mundial. Desenvolveremos tecnicas que nos permitam encontrar solu¬ 
goes explfcitas da equagao logfstica na Segao 9.4, mas, enquanto isso, podemos deduzir as 
caracteristicas qualitativas das solugoes diretamente da Equagao 2. Primeiro, observamos 
que as fungoes constantes P(t) = 0 e Pit) = M sao solugoes, porque, em qualquer um dos 
casos, um dos fatores do lado direito da Equagao 2 e zero. (Isso certamente tern um signifi- 
cado ffsico: se a populagao sempre for 0 ou estiver na capacidade de suporte, ela fica desse 
jeito.) Essas duas solugoes constantes sao chamadas solugoes de equiltbrio. 

Se a populagao inicial P( 0) estiver entre OeM, entao o lado direito da Equagao 2 e posi- 
tivo; assim, dP/dt > 0 e a populagao aumenta. Mas se a populagao exceder a capacidade de 
suporte (P > M), entao 1 — P/M e negativo, portanto dP/dt < 0 e a populagao diminui. 
Observe que, em qualquer um dos casos, se a populagao se aproxima da capacidade de 
suporte (P M), entao dP/dt 0, o que significa que a populagao se estabiliza. Dessa 
forma, esperamos que as solugoes da equagao diferencial logfstica tenham graficos que se 
paregam com aqueles da Figura 3. Observe que os graficos se distanciam da solugao de equi- 
lfbrio P = 0 e se aproximam da solugao de equiltbrio P = M. 



FIGURA 3 

Solugoes da equagao logfstica 


Modelo para o Movimento de uma Mola 

Vamos olhar agora para um modelo ffsico. Consideremos o movimento de um objeto com 
massa m na extremidade de uma mola vertical (como na Figura 4). Na Segao 6.4, no Volu¬ 
me I, discutimos a Lei de Hooke, que diz que, se uma mola for esticada (ou comprimida) x 
unidades a partir de seu tamanho natural, entao ela exerce uma forga que e proporcional a x: 

forga elastica = —kx 

onde k e uma constante positiva (chamada constante da mola). Se ignorarmos qualquer forga 
externa de resistencia (por causa da resistencia do ar ou do atrito), entao, pela segunda Lei 
de Newton (forga e igual a massa vezes a aceleragao), temos 


3 


d 2 x 

111 - r- = — kx 

dt 2 



FIGURA 











Esse e um exemplo do que chamamos equagao diferencial de segunda ordem, porque envol- 
ve derivadas segundas. Vamos ver o que podemos deduzir da solugao diretamente da equa- 
gao. Podemos reescrever a Equagao 3 na forma 



que diz que a derivada segunda de x e proporcional a x, mas tern o sinal oposto. Conhecemos 
duas fungoes com essa propriedade, as fungoes seno e cosseno. De fato, todas as solugoes da 
Equagao 3 podem ser escritas como combinagoes de certas fungoes seno e cosseno (veja o 
Exercfcio 4). Isso nao e surpreendente; esperamos que a mola oscile em torno de sua posigao 
de equilfbrio e, assim, e natural pensar que fungoes trigonometricas estejam envolvidas. 

Equagoes Diferenciais Gerais 

Em geral, uma equagao diferencial e aquela que contem uma fungao desconhecida e uma 
ou mais de suas derivadas. A ordem de uma equagao diferencial e a ordem da derivada mais 
alta que ocorre na equagao. Dessa maneira, as Equagoes 1 e 2 sao de primeira ordem e a 
Equagao 3 e de segunda ordem. Em todas as tres equagoes, a variavel independente e cha- 
mada t e representa o tempo, mas, em geral, a variavel independente nao precisa representar 
o tempo. Por exemplo, quando consideramos a equagao diferencial 

|~4~| y' = xy 

entendemos que y seja uma fungao desconhecida de x. 

Uma fungao/e denominada solugao de uma equagao diferencial se a equagao e satisfei- 
ta quando y = f (x) e suas derivadas sao substitufdas na equagao. Assim ,/e uma solugao da 
Equagao 4 se 


f'(x) = xf(x) 

para todos os valores de x em algum intervalo. 

Quando nos pedem para resolver uma equagao diferencial, espera-se que encontremos 
todas as solugoes possfveis da equagao. Ja resolvemos algumas equagoes diferenciais parti- 
cularmente simples; a saber, aquelas da forma 

y' = fix) 

Por exemplo, sabemos que a solugao geral da equagao diferencial 

y' = x 3 

e dada por 


onde C e uma constante qualquer. 

Mas, em geral, resolver uma equagao diferencial nao e uma tarefa facil. Nao existe uma 
tecnica sistematica que nos permita resolver todas as equagoes diferenciais. Na Segao 9.2, 
contudo, veremos como esbogar os graficos das solugoes mesmo quando nao temos uma for¬ 
mula explicita. Tambem aprenderemos como achar aproximagoes numericas para as solugoes. 


EXEMPLO 1 


Mostre que todo membro da famflia de fungoes 


y = 


1 + ce l 
1 — ce l 


e uma solugao da equagao diferencial v' = , (y 1 ~ 1). 

SOLUQAO Usamos a Regra do Quociente para derivar a expressao em relagao a v: 
, _ (1 — ce')(ce') — (1 + ce')(—ce’) 

}1 ~ (1 - ce') 2 
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ce' - c 2 e 2 ' + ce' + c 2 e 21 
(1 - ce') 2 


2ce' 

(1 - ce') 2 


O lado direito da equagao diferencial torna-se 


1 

/ 1 + ce' 

H 

i 

1 

+ 

to 

1 

1 

_1 

2 

Lv 1 

2 

1 

1 

1_ 


1 4 ce‘ 2c e' 

2 (1 - ce') 2 = (1 - ce') 2 


Portanto, para todo valor de c, a fungao dada e solugao da equagao diferencial. 

Quando aplicamos as equagoes diferenciais, geralmente nao estamos tao interessados em 
encontrar uma famflia de solugoes (a solugao geral ) quanto em encontrar uma solugao que 
satisfaga algumas condigoes adicionais. Em muitos problemas ffsicos precisamos encontrar 
uma solugao particular que satisfaga uma condigao do tipo v(f n ) = y 0 . Esta e chamada con¬ 
digao inicial, e o problema de achar uma solugao da equagao diferencial que satisfaga a con¬ 
digao inicial e denominado problema de valor inicial. 

Geometricamente, quando impomos uma condigao inicial, olhamos para uma famflia de 
curvas solugao e escolhemos uma que passe pelo ponto (to, Vo). Fisicamente, isso correspon- 
de a medir o estado de um sistema no instante to e usar a solugao do problema de valor ini¬ 
cial para prever o comportamento future do sistema. 


A Figura 5 ilustra os graficos de sete membros 
da famflia do Exemplo 1. A equagao diferencial 
mostra quey » ±1, entaoy' = 0. Isso e 
visualizado pelo achatamento dos graficos 
proximo de y = 1 ey = —1. 



-5 


FIGURA 5 


EXEMPLO 2 


Encontre uma solugao da equagao diferencial y' = \ (y 1 — 1) que satisfaga ; 
condigao inicial y(0) = 2. 


S0LUQA0 Substituindo os valores f = 0ey = 2na formula 

1 + ce‘ 


do Exemplo 1, obtemos 


1 + ce° 1 + c 
1 — ce° 1 ~ c 


Resolvendo essa equagao para c, temos 2 — 2c = 1 + c, o que fornece c = Assim, a solu¬ 
gao do problema de valor inicial e 

1 + \e’ 3 + e' 


1 - 


i 


3 - e' 


Exercicios 

1. Mostre que y = x — x -1 e uma solugao da equagao diferencial 
xy' + y = 2x. 

2. Verifique se y = sen x cos x — cos x e uma solugao do problema 
de valor inicial 

y' + (tg.r)y = cos 2 .r y(0) = —1 
no intervalo — tt/2 < x < tt/2. 

3. (a) Para quais valores de r a fungao y = e rx satisfaz a equagao di¬ 

ferencial 2y" + y' — y = 0? 


(b) Se r\ e r 2 sao os valores que voce encontrou no item (a), mos¬ 
tre que todo membro da famflia de fungoes y = ae r,x + be™ 
tambem e uma solugao. 

4. (a) Para quais valores de k a fungao y = cos kt satisfaz a equagao 

diferencial 4y" = —25 y? 

(b) Para estes valores de k, verifique se todo membro da famflia 
de fungoes y = A sen kt + B cos kt tambem e uma solugao. 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao dispom'veis em www.stewartcalculus.com 
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5. Quais das seguintes fungoes sao solugoes da equagao diferencial 
y" + y — sen xl 

(a) y = sen x (b) y = cos x 

(c) y ~ 5 x sen x (d) y = — \ x cos x 

6. (a) Mostre que cada membro da famflia de fungoes 

v = (In x + C)/x e uma solugao da equagao diferencial 
xry' + xy — 1. 

(b) Ilustre a parte (a) tragando varios membros da famflia de so¬ 
lugoes na mesma tela. 

(c) Encontre a solugao da equagao diferencial que satisfaga a 
condigao inicial ;y(l) = 2. 

(d) Encontre a solugao da equagao diferencial que satisfaga a con¬ 
digao inicial v(2) = 1. 

7. (a) O que voce pode dizer da solugao da equagao y' = — y 2 ape- 

nas olhando a equagao diferencial? 

(b) Verifique se todos os membros da famflia y = l/(x + C) sao 
solugoes da equagao no item (a). 

(c) Voce pode pensar em uma solugao da equagao diferencial 
y' = — yr que nao seja membro da famflia no item (b)? 

(d) Encontre uma solugao para o problema de valor inicial 

y' = -y 1 y(0) = 0,5 

8 . (a) O que voce pode dizer sobre o grafico de uma solugao da 

equagao y' = xy 3 quando x esta proximo de 0? E se i for 
grande? 

(b) Verifique se todos os membros da famflia y = (c — x 2 y m sao 
solugoes da equagao diferencial y' = xy 2 . 

(c) Trace varios membros da famflia de solugoes na mesma tela. 
Os graficos confirmam o que voce predisse no item (a)? 

(d) Encontre uma solugao para o problema de valor inicial 

y' = xy 3 >'(0) = 2 

9. Uma populagao e modelada pela equagao diferencial 

dP ( P 

dt V 4 200 


(a) Para quais valores de P a populagao esta aumentando? 

(b) Para quais valores de P a populagao esta diminuindo? 

(c) Quais sao as solugoes de equilfbrio? 


10. A fungao y(t) satisfaz a equagao diferencial 



6y 3 + 5y 2 


(a) Quais sao as solugoes constantes da equagao? 

(b) Para quais valores de y a fungao esta aumentando? 

(c) Para quais valores de y a fungao esta diminuindo? 


11. Explique por que as fungoes cujos graficos sao dados a seguir nao 
podem ser solugoes da equagao diferencial 


dy 

dt 


e'(y 


l ) 2 


(a) y 



(b) y. 



1 

- ^ 


t 




1 

t 

/ 

1 

t 


12. A fungao, cujo grafico e dado a seguir, e uma solugao de uma das 
seguintes equagoes diferenciais. Decida qual e a equagao correta 
e justifique sua resposta. 



2 ry 


13. Combine as equagoes diferenciais com os graficos de solugao ro- 
tulados de I-IV. De razoes para suas escolhas. 


(a) y' = 1 + x 2 + y 2 

(b) y’ = xe~ x ~ y 

,+^-y 

(d) y' = sen(xyj cos {xy) 



14. Suponha que voce tenha acabado de servir uma xicara de cafe re- 
cem-coado com uma temperatura de 95 °C em uma sala onde a 
temperatura e de 20 °C. 

(a) Quando voce acha que o cafe esfria mais rapidamente? O que 
acontece com a taxa de resfriamento com o passar do tempo? 
Explique. 

(b) A Lei de Resfriamento de Newton afirma que a taxa de res¬ 
friamento de um objeto e proporcional a diferenga de tempe¬ 
ratura entre o objeto e sua vizinhanga, desde que essa dife¬ 
renga nao seja muito grande. Escreva uma equagao diferencial 
para expressar a Lei de Resfriamento de Newton nessa situa- 
gao particular. Qual a condigao inicial? Tendo em vista sua res¬ 
posta no item (a), voce acha que essa equagao diferencial e um 
modelo apropriado para o resfriamento? 

(c) Faga um esbogo para o grafico da solugao do problema de va¬ 
lor inicial no item (b). 

15. Os psicologos interessados em teoria do aprendizado estudam as 
curvas de aprendizado. Seja P(t) o nivel de desempenho de al- 
guem aprendendo uma habilidade corno uma fungao do tempo de 
treinamento t. A derivada dP/dt representa a taxa em que o de¬ 
sempenho melhora. 

(a) Quando voce acha que P aumenta mais rapidamente? O que 
acontece a dP/dt quando t aumenta? Explique. 
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(b) SeMeo mvel maximo de desempenho do qual o aprendiz e e um modelo razoavel para o aprendizado. 

capaz, explique a razao pela qual a equagao diferencial (c) Faga um esbogo de uma possfvel solugao da equagao dife- 

c jp rencial. 

-= k(M — P ) k uma constante positiva, 

dt 



Campos de Diregoes e Metodo de Euler 


Infelizmente e impossfvel resolver a maioria das equagoes diferenciais de forma a obter uma 
formula explfcita para a solugao. Nesta segao, mostraremos que, mesmo sem uma solugao 
explfcita, podemos ainda aprender muito sobre a solugao por meio de uma abordagem grafi- 
ca (campos de diregoes) ou de uma abordagem numerica (metodo de Euler). 


Campos de Diregoes 

Suponha que nos pegam para esbogar o grafico da solugao do problema de valor inicial 

y' = x + y y(0) = 1 

Nao conhecemos uma formula para a solugao, entao como e possfvel que esbocemos seus 
graficos? Vamos pensar sobre o que uma equagao diferencial significa. A equagao 
y' = x + y nos diz que a inclinagao em qualquer ponto ( x, y) no grafico (chamado curva solu¬ 
gao) e igual a soma das coordenadas x e y no ponto (veja a Figura 1). Em particular, como a 
curva passa pelo ponto (0, 1), sua inclinagao ali deve ser 0 + 1 = 1. Assim, uma pequena 
porgao da curva solugao proxima ao ponto (0, 1) parece um segmento de reta curto que passa 
por (0, 1) com inclinagao 1 (veja a Figura 2). 



y 


(0,1)/ 


o 


A inclinagao em 
( 0 , 1 ) 6 
0 + 1 = 1 . 


x 


FIGURA 1 FIGURA 2 

Uma solugao de y' = x + y Infcio da curva solugao que passa por (0,1) 

Como um guia para esbogar o restante da curva, vamos desenhar pequenos segmentos de reta 
em diversos pontos (x, y ) com inclinagao x + y. O resultado, denominado campo de dire¬ 
goes, e mostrado na Figura 3. Por exemplo, o segmento de reta no ponto (1,2) tem inclina¬ 
gao 1 + 2 = 3. O campo de diregoes nos permite visualizar o formato geral das curvas 
solugao pela indicagao da diregao na qual as curvas prosseguem em cada ponto. 
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FIGURA 3 

Campo de diregoes para y' = x + y 


FIGURA 4 

A curva solugao que passa por (0, 1) 
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Agora, podemos esboqar a curva soluqao pelo ponto (0, 1), seguindo o campo de direqoes 
como na Figura 4. Observe que desenhamos a curva de modo a torna-la paralela aos seg- 
mentos de reta proximos. 

Em geral, suponha que tenhamos uma equacao diferencial de primeira ordem do tipo 

y' = F(X, y ) 

onde Fix, y ) e alguma expressao em x e y. A equaqao diferencial diz que a inclinaqao da curva 
soluqao no ponto (x, y) na curva e F(x, y). Se desenharmos pequenos segmentos de reta com 
inclinaqao F(x, y ) em varios pontos (x, v), o resultado sera chamado campo de direqoes (ou 
campo de inclinaqSes). Esses segmentos de reta indicam a direqao na qual uma curva solu¬ 
qao esta seguindo, de modo que o campo de direqoes nos ajuda a visualizar o formato geral 
dessas curvas. 


Ill/ 
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I / -^ 
I 


S S 
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/III 
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FIGURA 5 
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FIGURA 6 


U1H 0 Module 9.2A mostra os campos 
de diregoes e as curvas solugao para varias 
equagoes diferenciais. 


R 



interruptor 


EXEMPLO 1 


(a) Esboce o campo de direqoes para a equacao diferencial y' = x 2 + y 2 — 1. 

(b) Use a parte (a) para esboqar a curva soluqao que passa pela origem. 

SOLUgAO 

(a) Podemos comeqar calculando a inclinaqao em varios pontos na seguinte tabela: 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

-2 

-1 

0 

1 

2 


y 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 


II 

+ 

1 

3 

0 

-1 

0 

3 

4 

1 

0 

1 

4 



Agora, podemos desenhar pequenos segmentos de reta com essas inclinaqoes nesses pontos. 
O resultado e o campo de direqoes mostrado na Figura 5. 

(b) Podemos comeqar na origem e nos mover para a direita na direqao do segmento de reta 
(que tern inclinacao —1). Continuamos a desenhar a curva soluqao de maneira que ela se 
mova paralela aos segmentos de reta proximos. A curva soluqao resultante e exposta na 
Figura 6. Voltando para a origem, desenhamos a curva soluqao para a esquerda da mesma 
maneira. 

Quanto mais segmentos desenharmos no campo de direqoes, mais clara se tornara a figura. 
E claro que e tedioso calcular as inclinaqoes e desenhar segmentos de reta para um numero 
muito grande de pontos manualmente, mas os computadores facilitam essa tarefa. A Figura 
7 apresenta um campo de direqoes mais detalhado, desenhado por um computador, para a 
equaqao diferencial no Exemplo 1. Isso nos permite desenhar, com uma precisao razoavel, 
as curvas soluqao exibidas na Figura 8 com intersecqoes com o eixo y iguais a —2, — 1, 0, 1 
e 2. 
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FIGURA 7 
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FIGURA 8 


Depois disso, vamos ver como campos de direqoes dao uma percepqao das situaqoes ffsicas. 
O circuito eletrico simples, mostrado na Figura 9, contem uma forqa eletromotriz (geral- 
mente uma pilha ou gerador) que produz uma voltagem de Fit) volts (V) e uma corrente de 
Iff) amperes (A) em um instante t. O circuito tambem possui um resistor com resistencia 
de R ohms [ (1] e um indutor com indutancia de L henrys (H). 


FIGURA 9 





































A Lei de Ohm diz que a queda na voltagem por causa do resistor e RI. A queda de vol- 
tagem por causa do indutor e L(dl/dt). Uma das Leis de Kirchhoff diz que a soma das que- 
das de voltagem e igual a voltagem fornecida E(t). Entao temos 

pil L + RI = E(t) 

1 — 1 dt 

que e uma equagao diferencial de primeira ordem que modela a corrente / no instante f. 


EXEMPLO 2 


Suponha que no circuito simples da Figura 9 a resistencia seja de 12 17, a indu- 
tancia 4 H e a pilha fomega uma voltagem constante de 60 V. 

(a) Desenhe um campo de diregoes para a Equactio 1 com esses valores. 

(b) O que voce pode dizer sobre o valor-limite da corrente? 

(c) Identifique quaisquer solucbes de equilfbrio. 

(d) Se o interruptor for fechado quando t = 0. de forma que a corrente comece com 
1(0) = 0, use o campo de diregoes para esbogar a curva solugao. 


soLugAo 

(a) Se fizermos L = 4, R = 12e E(t) = 60 na Equagao 1, obteremos 


4 — + 12/ = 60 ou — =15-3/ 
dt dt 


O campo de diregoes para essa equagao diferencial e mostrado na Figura 10. 


FIGURA 10 
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(b) Parece, a partir do campo de diregoes, que todas as solugoes se aproximam do valor 5 A, 
isto e. 


hm /(f) = 5 

(c) Parece que a fungao constante /(f) = 5 e uma solugao de equilfbrio. De fato, podemos 
verificar isso diretamente da equagao diferencial dl/dt = 15 — 31. Se /(f) = 5, entao o lado 
esquerdo e dl/dt = 0 e o lado direito e 15 — 3(5) = 0. 

(d) Usamos o campo de diregoes para esbogar a curva solugao que passa por (0, 0), como 
indicado na Figura 11. 



FIGURA 11 
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Observe que na Figura 10 os segmentos de reta ao longo de qualquer reta horizontal sao para- 
lelos. Isso ocorre porque a variavel independente t nao aparece do lado direito da equagao 
/' = 15 — 31. Em geral, uma equagao diferencial do tipo 

/ =f(y) 

onde a variavel independente nao aparece do lado direito e chamada autonoma. Para tal 
equacao. as inclinacdes correspondentes a dois pontos diferentes com a mesma coordenada 
y devem ser iguais. Isso significa que, se conhecermos uma solugao para uma equacao dife¬ 
rencial autonoma, entao poderemos obter infmitas outras apenas pelo deslocamento do gra- 
fico da solugao conhecida para a esquerda ou para a direita. Na Figura 11, mostramos as 
solugoes que resultam do deslocamento da curva solugao do Exemplo 2 uma ou duas unida- 
des de tempo (ou seja, segundos) para a direita. Elas correspondem ao fechamento do inter- 
ruptor quando t = 1 ou t = 2. 


Metodo de Euler 



FIGURA 12 

Primeira aproximagao de Euler 


Euler 

Leonhard Euler (1707-1783) foi o principal 
matematico de meados do seculo XVIII e o mais 
prolffico de todos os tempos. Ele nasceu na 
Sufga, mas passou a maior parte de sua carreira 
nas academias de ciencias apoiadas por 
Catarina, a Grande em Sao Petersburgo e 
Frederico, o Grande em Berlim. Os trabalhos 
reunidos de Euler (pronunciado Oilei ) completam 
cerca de 100 grandes volumes. Como o ffsico 
trances Arago disse: "Euler calculava sem 
esforgo aparente, como os homens respiram ou 
como as aguias se sustentam no ar". Os 
calculos e as escritas de Euler nao diminufram 
com o fato de ele ter que criar 13 filhos ou por 
ele ter ficado completamente cego nos ultimos 
17 anos de sua vida. Na verdade, quando ficou 
cego, ditava suas descobertas para seus 
ajudantes a partir de sua prodigiosa memoria e 
imaginagao. Seus tratados sobre calculo e a 
maioria dos outros assuntos matematicos 
tornaram-se padrao para o ensino de 
matematica e a equagao e ttr + 1 = 0 que ele 
descobriu relaciona os cinco numeros mais 
famosos de toda a matematica. 


A ideia basica por tras dos campos de diregoes pode ser usada para encontrar aproximagoes 
numericas para as solugoes das equagoes diferenciais. Ilustramos o metodo no problema de 
valor inicial que utilizamos para introduzir os campos de diregoes: 

y' = x + y y( 0) = 1 

A equagao diferencial diz que y'( 0) = 0+1 = 1; dessa forma, a curva solugao tem inclina- 
gao 1 no ponto (0, 1). Como uma primeira aproximagao para a solugao, poderfamos usar uma 
aproximagao linear L(x) = x + 1. Em outras palavras, poderfamos usar a reta tangente em 
(0, 1) como uma aproximagao grosseira para a curva solugao (veja a Figura 12). 

A ideia de Euler era melhorar essa aproximagao percorrendo apenas uma pequena dis- 
tancia ao longo da reta tangente e, entao, fazer uma corregao no meio do caminho, mudan- 
do a diregao, como indicado pelo campo de diregoes. A Figura 13 mostra o que acontece se 
comegamos ao longo da reta tangente, mas paramos quando x = 0,5. (Essa distancia hori¬ 
zontal percorrida e chamada de passo.) Como L( 0,5) = 1,5, temos v(0,5) ~ 1,5 e tomamos 
(0,5, 1,5) como o ponto de partida para um novo segmento de reta. A equagao diferencial nos 
diz quey'(0,5) = 0,5 + 1,5 = 2, assim, usamos a fungao linear 

y = 1,5 + 2(x — 0,5) = 2x + 0,5 

como uma aproximagao para a solugao para x > 0,5 (veja o segmento azul-escuro na Figu¬ 
ra 13). Se diminuirmos o passo de 0,5 para 0,25, obteremos uma aproximagao de Euler 
melhor (veja a Figura 14). 




FIGURA 13 FIGURA 14 

Aproximagao de Euler com o passo 0,5 Aproximagao de Euler com o passo 0,25 

Em geral, o metodo de Euler diz para comegarmos no ponto dado pelo valor inicial e pros- 
seguirmos na diregao indicada pelo campo de diregoes. Paramos apos um intervalo de tempo, 
olhamos para a inclinagao na nova localizagao e prosseguimos naquela diregao. Continuamos 
parando e mudando de diregao de acordo com o campo de diregoes. O metodo de Euler nao 
produz a solugao exata para um problema de valor inicial ele fornece aproximagoes. Mas, 
pela diminuigao do passo (e, portanto, aumentando o numero de corregoes no meio do cami¬ 
nho), obtemos aproximagoes sucessivamente melhores para a solugao exata. (Compare as 
Figuras 12, 13 e 14.) 

Para o problema de valor inicial de primeira ordem geral y' = F(x, v), y(x o) = Vo, nosso 
objetivo e encontrar valores aproximados para a solugao em numeros igualmente espaga- 
dos xo, Xi = Xo + h, X 2 = Xi + h, . . onde he o passo. A equagao diferencial nos diz que 
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a inclinacao em (xo, yo) e v' = F(x o, yo), assim, a Figura 15 nos mostra que o valor aproxi- 
mado para a solucao quando x = Xie 

yi = yo + hF{x o, yo ) 

Analogamente, y 2 = yi + hF(pc i, Vi) 

Em geral, y„ = y„_i + hF(x n - i, y„-i) 


Metodo de Euler Os valores aproximados para a solucao do problema de valor inicial 
y' = F(x, y), y(x o) = yo, com passo h, em x n = x„-i + h, sao 

y n = y„-i + hF(x n - i,y„-i) « = 1,2, 3, ... 


EXEMPLO 3 


Use o metodo de Euler com o passo 0,1 para construir uma tabela de valores 
aproximados para a solucao do problema de valor inicial 

y' = x + y y(0) = 1 

S0LUQA0 Sabemos que h = 0,1, Xo = 0, yo = 1 e F(x, y) = x + y. Logo, temos 


yi = yo + hF(x 0 , y 0 ) = 1 + 0,1(0 + 1) = 1,1 
y 2 = yi + hF(x u yi ) = 1,1 + 0,1(0,1 + 1,1) = 1,22 
y 3 = y 2 + hFQ c 2 , y 2 ) = 1,22 + 0,1 (0,2 + 1,22) =1,362 

Isso significa que, se y(x) e a solugao exata, entao y(0,3) ~ 1,362. 
Prosseguindo com calculos similares, temos os valores na tabela: 


n 

X n 

yn 

n 

Xn 

yn 

i 

0,1 

1,100000 

6 

0,6 

1,943122 

2 

0,2 

1,220000 

7 

0,7 

2,197434 

3 

0,3 

1,362000 

8 

0,8 

2,487178 

4 

0,4 

1,528200 

9 

0,9 

2,815895 

5 

0,5 

1,721020 

10 

1,0 

3,187485 


Para uma tabela com valores mais precisos no Exemplo 3, poderfamos diminuir o tama- 
nho do passo. Contudo, para um numero grande de pequenos passos, a quantidade de calcu¬ 
los e consideravel e, assim, precisamos programar uma calculadora ou um computador para 
fazer os calculos. A seguinte tabela mostra os resultados da aplica^ao do metodo de Euler 
com diminuigao do tamanho do passo para o problema de valor inicial do Exemplo 3. 


Passo 

Estimativa de Euler para y (0,5) 

Estimativa de Euler para y(l) 

0,500 

1,500000 

2,500000 

0,250 

1,625000 

2,882813 

0,100 

1,721020 

3,187485 

0,050 

1,757789 

3,306595 

0,020 

1,781212 

3,383176 

0,010 

1,789264 

3,409628 

0,005 

1,793337 

3,423034 

0,001 

1,796619 

3,433848 


Observe que as estimativas de Euler na tabela parecem estar se aproximando de limites, 
a saber, os valores verdadeiros de y(0,5) e y(l). A Figura 16 mostra os graficos das aproxi- 
ma^oes de Euler com os passos 0,5; 0,25; 0,1; 0,05; 0,02; 0,01 e 0,005. Eles estao se apro¬ 
ximando da curva solucao exata a medida que o passo h se aproxima de 0. 



yo 


0 x 0 Xi x 

FIGURA 15 


EB9 0 Module 9.2B mostra como o 
metodo de Euler funciona numerica e 
visualmente porvarias equagoes 
diferenciais e passos. 


Os pacotes de software para computador 
que produzem aproximagoes numericas 
para solugoes de equagoes diferenciais 
utilizam os metodos que sao refinamentos 
do metodo de Euler. Embora o metodo de 
Euler seja simples e nao tao preciso, e a 
ideia basica em que os metodos mais 
precisos sao baseados. 
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FIGURA 16 

Aproximagoes de Euler 
tendendo a solugao exata 



EXEMPLO 4 


No Exemplo 2 discutimos um circuito eletrico simples com resistencia 12(1, in- 
dutancia 4 H e uma pilha com voltagem 60 V. Se o interruptor for fechado quando 
t = 0, modelamos a corrente I no instante t pelo problema de valor inicial 


— = 15-3/ 7(0) = 0 

dt 

Estime a corrente no circuito meio segundo apos o fechamento do interruptor. 


S0LUQA0 Usamos o metodo de Euler com F(t, I) = 15 — 31, to = 0, /o = 0 e o passo 
h = 0,1 segundo: 


h = 0 + 0,1(15 - 3 • 0) = 1,5 
h = 1,5 + 0,1(15 - 3 • 1,5) = 2,55 
h = 2,55 + 0,1(15 - 3 ■ 2,55) = 3,285 
h = 3,285 + 0,1(15 - 3 • 3,285) = 3,7995 
Is = 3,7995 + 0,1(15 - 3 • 3,7995) = 4,15965 


Assim, a corrente apos 0,5 s e 


7(0,5) ~ 4,16 A 


Exercicios 

1. E mostrado um campo de direcces para a equagao 
y' = x cos Try. 

(a) Esboce os graficos das solugoes que satisfazem as condigoes 
iniciais dadas. 

(i) v(0) = 0 (ii) >'(0) = 0,5 

(iii) v(0) = 1 (iv) y(0) = 1,6 

(b) Ache todas as solugoes de equilfbrio. 


y 

2,0 

1,5 

ip 

0,5 


—i— 

-2 


-V+-V 

-1 


0 


7H -h 

1 


+ 


2 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1 . As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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2. E mostrado um campo de diregoes para a equagao y' = tg iry). 

(a) Esboce os graficos das solugoes que satisfazem as condigoes 
iniciais dadas. 

(i) v(0) = 1 (ii) y(0) = 0,2 

(iii) y(0) = 2 (iv) >'(l) = 3 

(b) Ache todas as solugoes de equillbrio. 
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3-6 Ligue a equagao diferencial a seu campo de diregoes (I—IV). De 
as razoes para sua resposta. 


3. y' = 2 - y 


y' = x(2 - y) 


5. y'=x+y-\ 


6 . y' = sen x sen y 




III 
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'///////, 
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SCA 15-16 Use um sistema de computagao algebrica para desenhar um 
campo de diregoes para a equagao diferencial dada. Obtenha uma im- 
pressao e esboce uma curva solugao que passe por (0, 1). Use o SCA 
para desenhar a curva solugao e compare o resultado com seu esbogo. 
15. y=x 2 sen;y 16. y 1 = x (y 2 — 4) 

17. Use um sistema de computagao algebrica para desenhar um 
campo de diregoes para a equagao diferencial y' = y 4 — Ay. Ob¬ 
tenha uma impressao e esboce as solugoes que satisfazem a con- 
digao inicial y(O) = c para diversos valores de c. Para quais va- 
lores de c o limite lim y(t) existe? Quais sao os possfveis 
valores para esse limite? 

18. Faga o esbogo de um campo de diregoes para a equagao diferencial 
autonomay =f(y), onde o grafico de/e como o exibido. Como 
o comportamento limite das solugoes depende do valor de y(0)? 



19. (a) Use o metodo de Euler com cada um dos passos dados para 

estimar o valor de y( 0,4), onde ye a solugao do problema de 
valor inicial y' = y, >>(0) = 1. 

(i) h = 0,4 (ii) h = 0,2 (iii) h = 0,1 

(b) Sabemos que a solugao exata do problema de valor inicial no 
item (a) e y = e\ Desenhe, o mais precisamente que puder, o 
grafico de y = e r , 0 =£ x =S 0,4, junto com as aproximagoes de 
Euler, usando os passos da parte (a). (Seus esbogos devem as- 
semelhar-se as Figuras 12, 13 e 14.) Use seus esbogos para de- 
cidir se suas estimativas no item (a) estao subestimadas ou su- 
perestimadas. 

(c) O erro no metodo de Euler e a diferenga entre o valor exato e 
o valor aproximado. Calcule os erros feitos no item (a) ao usar 
o metodo de Euler para estimar o verdadeiro valor de y( 0, 4), 
a saber, e 0,4 . O que acontece com o erro cada vez que o passo 
cai pela metade? 

20. Um campo de diregdes para uma equagao diferencial e apresen- 
tado. Desenhe, com uma regua, os graficos das aproximagoes de 
Euler para a curva solugao que passa pela origem. Use os passos 
h = 1 e h = 0,5. As estimativas de Euler estarao superestimadas 
ou subestimadas? Explique. 


7. Use o campo de diregoes II (acima) para esbogar os graficos das 
solugoes que satisfazem as condigoes iniciais dadas. 

(a)v(0) = 1 (b)v(0) = 2 (c) y(0) = -1 

8 . Use o campo de diregoes IV (acima) para esbogar os graficos das 
solugoes que satisfazem as condigoes iniciais dadas. 

(a) v(0) = — I (b) v(0) = 0 (c) }’(0) = I 

9-10 Esboce o campo de diregoes para a equagao diferencial. Use-o 
para esbogar tres curvas solugao. 

9. y' = 2 y 10. y = x — y + 1 

11-1 Esboce o campo de diregoes das equagoes diferenciais dadas. 
Use-os para esbogar a curva solugao que passa pelo ponto dado. 


II 

1 

(1.0) 

12. y = xy — x 1 

(0,1) 

13. y' = y + xy 

(0. 1) 

i4. y = x + y 

(0,0) 


V 

V 


X 

X 

X 

-X— 


X 

X 

X 

-X- 
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21. Use o metodo de Euler com o passo 0,5 para calcular os valores 
aproximados de y, y i, y-i , y 3 e y$ da solugao do problema de valor 
inicial y' = y — 2x,y(l) = 0. 


resistencia de R de ohms (II). A queda de voltagem no capacitor 
e QIC, onde Q e a carga (em coulombs, C); nesse caso, a Lei de 
Kirchhoff fornece 


22. Use o metodo de Euler com o passo 0,2 para estimar y(l), 
onde y(x) e a solugao do problema de valor inicial y' = 1 — xy, 
y(0) = 0. 

23. Use o metodo de Euler com o passo 0,1 para estimar y(0,5), 
onde y(x) e a solugao do problema de valor inicial y' — y + xy, 

m = i. 

24. (a) Use o metodo de Euler com o passo 0,2 para estimar y(0, 4), 

onde y(x) e a solugao do problema de valor inicial y' = x + y 1 , 
>'( 0 ) = 0 . 

(b) Repita a parte (a) com passo 0,1. 

25. (a) Programe uma calculadora ou um computador para usar o me¬ 

todo de Euler para calcular vCl), onde y{x) e a solugao do pro¬ 
blema de valor inicial 

- y - + 3 x 2 y = 6x 2 y( 0) = 3 

dx 

(i) h = 1 (ii) /? = 0,1 

(iii) h = 0,01 (iv) h = 0,001 

(b) Verifique se y = 2 + e e a solugao exata da equagao dife- 
rencial. 

(c) Encontre os erros ao usar o metodo de Euler para calcular y(l) 
com os passos da parte (a). O que acontece com o erro quando 
o passo e dividido por 10? 

SCA 26. (a) Programe seu sistema de computagao algebrica usando o me¬ 
todo de Euler com o passo 0,01 para calcular y(2), onde yea 
solugao do problema de valor inicial 

y' = x 3 - y 3 y(0) = 1 

(b) Verifique seu trabalho usando um SCA para desenhar a curva 
solugao. 

27. A figura mostra um circuito contendo uma forga eletromotriz, um 
capacitor com capacitancia de C farads (F) e um resistor com uma 


Rl + y = E(t) 


Mas I = dQ/dt, de modo que temos 


dQ 1 

8 l + c e - £( '> 


Suponha que a resistencia seja 5 H, a capacitancia seja 0,05 F e 
a pilha fornega uma voltagem constante de 60 V. 

(a) Desenhe um campo de diregoes para essa equagao diferencial. 

(b) Qual e o valor-limite da carga? 


C 



(c) Existe uma solugao de equilfbrio? 

(d) Se a carga inicial for 2(0) = 0 C, use o campo de diregoes 
para esbogar a curva solugao. 

(e) Se a carga inicial for 2(0) = 0 C, use o metodo de Euler com 
o passo 0,1 para estimar a carga depois de meio segundo. 

28. No Exerclcio 14 na Segao 9.1 consideramos uma xfcara de cafe 
a 95°C em uma sala com temperature de 20°C. Suponha que o 
cafe esfrie a uma taxa de 1 °C por minuto quando sua temperature 
for 70°C. 

(a) Como fica a equagao diferencial nesse caso? 

(b) Desenhe um campo de diregoes e use-o para esbogar a curva 
solugao para o problema de valor inicial. Qual e o valor-limite 
da temperatura? 

(c) Use o metodo de Euler com passo h = 2 minutos para estimar 
a temperatura do cafe apos 10 minutos. 



Equagoes Separaveis 


Observamos as equagoes diferenciais de primeira ordem de um ponto de vista geometrico 
(campos de diregoes) e de um ponto de vista numerico (metodo de Euler). E do ponto de 
vista simbolico? Seria bom ter uma formula expllcita para uma solugao de uma equagao dife¬ 
rencial. Infelizmente, isso nao e sempre posslvel. Mas, nesta segao, examinaremos um tipo 
de equagao diferencial que pode ser resolvida explicitamente. 

Uma equagao separavel e uma equagao diferencial de primeira ordem na qual a expres- 
sao para dyldx pode ser fatorada como uma fungao de x multiplicada por uma fungao de y. 
Em outras palavras, pode ser escrita na forma 

y- = g(x)f(y) 

dx 


O nome separavel vem do fato de que a expressao do lado direito pode ser “separada” em 
uma fungao de x e uma fungao de y. Da mesma forma, se/(y) 0, podemos escrever 


dy = g(x) 
dx h(y) 


m 
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onde h(y) = 1 /f(y). Para resolver essa equacao, a reescrevemos na forma diferencial 

h(y) dy = g(x)dx 

assim todos os y estao em um lado da equacao e todos os x estao do outro lado. Entao inte- 
gramos ambos os lados da equacao: 


2 


) h(y) dy = | g(x) 


dx 


A Equacao 2 define y implicitamente como funqao de x. Em alguns casos tambem podere- 
mos isolar y em termos de x. 

Usamos a Regra da Cadeia para justificar este procedimento: Se h e g satisfazem \2\, entao 


d 

dx 





Portanto, a Equacao 1 e satisfeita. 


EXEMPLO 1 


dy x 2 

(a) Resolva a equacao diferencial — = —-. 

dx y 

(b) Encontre a solucao dessa equaqao que satisfaca a condicao inicial y(0) = 2. 

SOLUQAO 

(a) Escrevemos a equa£ao na forma diferencial e integramos os dois lados: 


y 2 dy = x 2 dx 
j" y 2 dy = j" x 2 dx 
= 3 ! + C 

onde C e uma constante qualquer. (Poderiamos ter usado uma constante C\ no lado esquer- 
do e outra constante Ci no lado direito. Mas decidimos combina-las em uma so constante no 
lado direito, fazendo C = C 2 — C 1 .) 

Resolvendo para y, obtemos 

y = ^/r 3 + 3 C 


Poderiamos deixar a soluqao dessa maneira ou podemos escreve-la na forma 

y = ^x 3 + K 


onde K = 3 C. (Pois C 6 uma constante qualquer e o mesmo ocorre com K.) 

(b) Se fizermos x = 0 na equacao geral da parte (a), temos y (0) = %/~K . Para satisfazer a con- 
dicao inicial vfOj = 2, devemos fazer jJ~K = 2 e assim temos K = 8 . Portanto, a solucao do 
problema de valor inicial e 

y = ^/x 3 + 8 


EXEMPLO 2 


Resolva a equaqao diferencial 


dy_ 

dx 


6x 2 

2y + cos y 


SOLUQAO Escrevendo a equaqao em uma forma diferencial e integrando ambos os lados, 
temos 


A tecnica para resolver as equagoes 
diferenciais separaveis foi primeiro usada por 
James Bernoulli (em 1690) para resolver um 
problema sobre pendulos e por Leibniz (em 
uma carta para Huygens em 1691). John 
Bernoulli explicou 0 metodo geral em um 
artigo publicado em 1694. 


A Figura 1 ilustra 0 grafico de varios 
membros da famflia de solugoes da 
equagao diferencial do Exemplo 1. A 
solugao do problema com valor inicial da 
parte (b) e mostrada em vermelho. 


3 



-3 

FIGURA 1 
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Alguns sistemas de computagao algebrica 
podem tragar as curvas definidas por equagoes 
implfcitas. A Figura 2 mostra os graficos de 
varios membros da famflia de solugoes da 
equagao diferencial no Exemplo 2. Olhando as 
curvas da esquerda para a direita, os valores de 
C sao 3, 2,1,0, -1, —2 e -3 


4 



-4 


FIGURA 2 


Se uma solugao y e uma fungao que 
satisfaz y(x) =£ 0 para algum x, segue de urn 
teorema de existencia e unidade para solugoes 
de equagoes diferenciais que.y(X) ¥= 0 para 
todo x. 


A Figura 3 mostra um campo de diregoes para a 
equagao diferencial no Exemplo 3. Compare-a 
com a Figura 4, em que usamos a equagao 
y = a/ b para representar as solugoes por 
diversos valores de A. Se voce usar o campo de 
diregoes para esbogar as curvas de solugao com 
a intersecgao y 5, 2, 1, — 1 e —2, elas irao 
assemelhar-se com as curvas da Figura 4. 


R 



interrupter 


(2y + cos y)dy = 6 x 2 dx 
j" (2 y + cos y)dy = j 6 x 2 dx 

3 y 2 + seny = 2x 3 + C 

onde C e uma constante. A Equagao 3 fornece uma solugao geral implfcita. Nesse caso e 
impossrvel resolver a equagao para expressar explicitamente como uma fungao de x. 


EXEMPLO 3 


Resolva a equayao y' 


x 2 y. 


SOLUQAO Primeiro reescrevemos a equagao usando a notagao de Leibniz: 


dy_ 

dx 


x 2 y 


Se y ¥= 0, podemos reescreve-la em uma notacao diferencial e integra-la: 

y ^ 0 


y 


Sy = S x2dx 

x 3 

In I y I = --F C 

11 3 

Essa equa 5 ao define y implicitamente como fungao de x. Mas, nesse caso, podemos solucio- 
nar explicitamente para y como a seguir: 

\y\ =<>b! = e (* 3 /3)+c = eV y3 


Entao y = ±e c e x ’ /3 

Podemos verificar facilmente que a fungao y = 0 tambem e uma solugao da equagao dife¬ 
rencial dada. Dessa forma, podemos escrever a solugao geral na forma 

y = Ae xV3 

onde A 6 uma constante arbitraria (A = e c , ou A = — e c , ou A = 0). 


y 
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FIGURA 3 


FIGURA 4 


EXEMPLO 4 


Na Segao 9.2, modelamos a corrente 7(f) no circuito eletrico mostrado na Fi¬ 
gura 5 pela equagao diferencial 


L — + RI = E(t) 
dt 

Encontre uma expressao para a corrente em um circuito onde a resistencia e 12 il. a indu- 
tancia e 4 H, a pilha fornece uma voltagem constante de 60 V e o interruptor e ligado quan- 
do t = 0. Qual o valor-limite da corrente? 


FIGURA 5 
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SOLUCAi Com L = 4, R = 12 e E{t) = 60, a equa£ao torna-se 


4— + 12/ = 60 or 
dt 


dl 

— = 15 - 3/ 
dt 


e o problema de valor inicial e 

dl . . 

— -15 — 3/ /(0) = 0 

dt 

Reconhecemos essa equagjac como separavel e a resolvemos da seguinte forma: 


IlF L 37 = /‘" ll5 - 3 ' #01 

-fin 115 - 3/| = t + C 
115 - 3/1 = e~ mc) 

15-3 / = ±e _3C e _3f = Ae~ 3 ' 

/ = 5 - iAe“ 3 ' 

Como 7(0) = 0, temos 5 — f A = 0, assim, A = 15 e a solugao e 

7(0 = 5 - 5e -3 ' 

A corrente-limite, em amperes, e 

lim I{t) = lim (5 — 5e -3 ') = 5 — 5 lim e~ 3r = 5 — 0 = 5 


Trajetorias Ortogonais 

Uma trajetoria ortogonal de uma famflia de curvas e uma curva que intercepta cada curva 
da famflia ortogonalmente, isto e, com angulo reto (veja a Figura 7). Por exemplo, cada 
membro da famflia y = mx de retas que passa pela origem e uma trajetoria ortogonal da faml- 
lia x 2 + y 2 = r 2 de cfrculos concentricos com o centro na origem (veja a Figura 8). Dizemos 
que as duas famflias sao trajetorias ortogonais uma da outra. 




EXEMPLO 5 


Encontre as trajetorias ortogonais da famflia de curvas x = ky 2 , onde k e uma 
constante arbitraria. 


0LUQA0 As curvas x = ky 2 formam uma famflia de parabolas cujo eixo de simetria e o eixo 
x. O primeiro passo e encontrar uma linica equacao diferencial que seja satisfeita por todos 
os membros da famflia. Se derivarmos x = ky 2 , obteremos 


dy 

1 = 2 ky± 
dx 


ou 


dy 

dx 


2 ky 


Essa e uma equa 5 ao diferencial que depende de k, mas precisamos de uma equayao que seja 
valida para todos os valores de k simultaneamente. Para eliminar k observamos que, da equa- 
gao geral da parabola dada x = ky 2 , temos k = x!y 2 e, assim, a equacao diferencial pode ser 
escrita como 


A Figura 6 revela como a solugao no 
Exemplo 4 (a corrente) se aproxima de seu 
valor-limite. A comparagao com a Figura 11 
na Segao 9.2 mostra que pudemos 
desenhar uma curva solugao bem precisa a 
partir do campo de diregoes. 


6 



FIGURA 6 
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dy _ 1 1 


dx 2ky x 

2 7 y 

dy_ = y_ 

dx 2x 



Isso significa que a inclinagao da reta tangente em qualquer ponto (x, y) em uma das para¬ 
bolas e y' = y/(2x). Em uma trajetoria ortogonal, a inclinacao da reta tangente deve ser o 
oposto do inverso dessa inclinacao. Portanto, as trajetorias ortogonais devem satisfazer a 
equagao diferencial 

dy 2x 

dx y 

Essa equagao diferencial e separavel e a resolvemos como segue: 


S 



-I 


2x dx 



— x 2 + C 
C 


onde C e uma constante positiva qualquer. Entao, as trajetorias ortogonais sao a famflia de 
elipses dada pela Equagao 4 e esbogada na Figura 9. 

As trajetorias ortogonais ocorrem em varios ramos da ffsica. Por exemplo, em um campo 
eletrostatico, as linhas de forga sao ortogonais as linhas de potencial constante. Tambem 
as linhas de corrente em aerodinamica sao trajetorias ortogonais as curvas de velocidade 
constante. 


Problemas de Mistura 

Um problema tfpico de mistura envolve um tanque de capacidade fixa preenchido com uma 
solugao completamente misturada de alguma substancia (digamos, sal). Uma solugao de uma 
dada concentragao entra no tanque a uma taxa fixa e a mistura, bem agitada, sai a uma taxa 
fixa, que pode ser diferente da taxa de entrada. Se y(t) denota a quantidade de substancia no 
tanque no instante t, entao y'(t) e a taxa na qual a substancia esta sendo adicionada menos a 
taxa na qual ela esta sendo retirada. A descrigao matematica da situagao frequentemente leva 
a uma equagao diferencial de primeira ordem separavel. Podemos usar o mesmo tipo de 
raciocfnio para modelar uma variedade de fenomenos: reagoes qufmicas, descarga de poluen- 
tes em um lago, injegao de medicamentos na corrente sangumea, entre outros. 


EXEMPLO 6 


Um tanque contem 20 kg de sal dissolvido em 5 000 L de agua. Agua salgada 
com 0,03 kg de sal por litro entra no tanque a uma taxa de 25 L/min. A solugao e misturada 
completamente e sai do tanque a mesma taxa. Qual a quantidade de sal que permanece no 
tanque depois de meia hora? 


0LUQA0 Sejav(t) a quantidade de sal (em quilogramas) depois de t minutos. Foi-nos dado que 
v(0) = 20 e queremos encontrar y(30). Fazemos isso encontrando uma equagao diferencial que 
seja satisfeita por y(t). Observe que dy/dt e a taxa de variagao da quantidade de sal, assim, 


0 


dy_ 

dt 


(taxa de entrada) — (taxa de safda) 


onde (taxa de entrada) e a taxa na qual o sal entra no tanque e (taxa de safda) e a taxa na qual 
o sal deixa o tanque. Temos 


taxa de entrada 



0,75 


kg 

min 
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O tanque sempre contem 5 000 L de lfquido, entao a conccntracao no tempo t e y(t)/5 000 
(medida em quilogramas por litro). Como a agua salgada sai a uma taxa de 25 L/min, obtemos 


taxa de safda = 


y(0 kg 

5 000 L 


25- 


y(t) kg 

200 min 


Entao, da Cquacao 5, temos 


dy 

— = 0,75 
dt 200 


y{t) 150 - y(t) 


200 


Resolvendo essa equaqao diferencial separavel, obtemos 


r dy = r 

J 150 - v J 


150 - y 


dt 

200 


-In 1150 — y | = 


200 


+ C 


Uma vez que y(0) = 20, temos —In 130 = C, logo 


A Figura 10 mostra o grafico da fungao^q) do 
Exemplo 6. Observe que, com o passar do 
tempo, a quantidade de sal se aproxima de 
150 kg. 


Portanto, 


-In | 150 - y 


t 

200 


- In 130 


150 — y | = 130e“' /20 ° 


Como y(t) e contmua, vfO) = 20 e o lado direito nunca e zero, deduzimos que 150 — y(t) e 
sempre positiva. Entao, | 150 — y | = 150 —ye assim 


y{t) = 150 - 130e"' /200 


A quantidade de sal depois de 30 minutos e 


y(30) = 150 - 130e 


- 30/200 


38,1 kg 



FIGURA 10 



Exercicios 

1 - 1 ". Resolva a equagao diferencial. 


dy _ y 

2. 

dy yjx 

digao inicial dada. 

dx x 

dx e y 

11. 

dy 

X 

xyy' = x + 1 

4. 

(y 2 + xy 2 )y' = 1 

dx 

= y 

y 

( y + sen y) y' =x + x 3 

6. 

dv s + 1 



dx sv + s 

12. 

dy 

ln.r 




dx 

xy 

dy t 

8. 

dy e y sen 2 !? 




dt ye y+f . 

dd y sec 9 

13. 

du 

21 + sec 2 f 




dt 

2 u 

= t 2 p - p + t 2 - 1 
dt 

10. 

dz 

— + e = 0 
dt 

14. 

y' = 

xy sen^: 

y + i ’ 


1 18 Encontre a soluqao da equagao diferencial que satisfa§a a con- 

>’(0j = -3 

XU = 2 

u( 0) = -5 


>30) = 1 


H E necessario usar uma calculadora grafica ou computador ! E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homeworks Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 
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15. xlnx=y(l + V3 + y 2 )y', y(l) = 1 

16. — = JPt, P( 1) = 2 
dt 

17. y’ tg x — a + y, _y(-7r/3) = a, 0 < x < tt! 2 
dp 

18. — = kL 2 \nt, L(l)= —1 
dt 


19. Encontre uma equagao da curva que passe pelo ponto (0, 1) e 
cuja inclinagao em (' x, y) seja xy. 

20. Encontre a fungao/tal que/ \x) —f(x){ 1 — f{x))ef{ 0) = 

21. Resolva a equagao diferencial y' = x + y, usando a mudanga de 
variaveis u = x + y. 

22. Resolva a equagao diferencial xy' = y 4- xe y ' x , usando a mudanga 
de variaveis v = y/x. 

FR 23. (a) Resolva a equagao diferencial y' = 2x V1 — y 2 . 

(b) Resolva o problema de valor inicial y' = 2x^\ — y 2 , 
y (0) = 0 e faga um grafico de solugao. 

(c) O problema de valor inicial y' = 2x-Jl — y 2 , y (0) = 2 tem 
solugao? Explique. 

24. Resolva a equagao e~ y y' + cos r = 0e trace varios membros da 
famflia de solugoes. Como muda a curva solugao quando a cons- 
tante C varia? 

|SCA| 25. Resolva o problema de valor inicial y' = (sen x)/sen y, 
y(0) = tt/ 2, e trace a solugao (se seu SCA fizer graficos implicitos). 
SCA| 26. Resolva a equagao y' = x^Jx 2 + \/{ye y ) e trace varios mem¬ 
bros da famflia de solugoes (se seu SCA fizer graficos implici¬ 
tos). Como muda a curva solugao quando a constante C varia? 
tSCftl 27-28. 

(a) Use um sistema de computagao algebrica para desenhar um 
campo de diregao para a equagao diferencial. Imprima e use- 
-o para esbogar algumas curvas de solugao sem resolver a 
equagao diferencial. 

(b) Resolva a equagao diferencial. 

(c) Use o SCA para desenhar as solugoes obtidas na parte (b). 
Compare com as curvas da parte (a). 

27. y' = y 2 28. y' = xy 


[Dica: Use a formula de adigao para tg(x + y) na Pagina de Re¬ 
ferenda 2.] 

37. Resolva o problema de valor inicial no Exercicio 27, na Segao 
9.2, para encontrar uma expressao para a carga no instante t. En¬ 
contre o valor-limite da carga. 

38. No Exercicio 28, na Segao 9.2, discutimos uma equagao dife¬ 
rencial que modela a temperatura de uma xicara de cafe a 95 °C 
em uma sala a 20°C. Resolva a equagao diferencial para encon¬ 
trar uma expressao para a temperatura do cafe no instante t. 

39. No Exercicio 15, na Segao 9.1, formulamos um modelo para o 
aprendizado na forma da equagao diferencial 

dP 

— = k(M - P) 
dt 

onde P(t) mede o desempenho de alguem aprendendo uma ha- 
bilidade depois de um tempo de treinamento t, M 6 o nivel ma- 
ximo de desempenho eke uma constante positiva. Resolva essa 
equagao diferencial para encontrar uma expressao para P{t). 
Qual e o limite dessa expressao? 

40. Em uma reagao quimica elementar, as moleculas unicas de dois 
reagentes A e B formam a molecula do produto C: A + B —» C. 
A lei de agao das massas afirma que a taxa de reagao e propor- 
cional ao produto das concentragoes de A e B: 

^§ L = kl A][B] 
dt 

(Veja o Exemplo 4, na Segao 3.7, no Volume I.) Entao, se as con¬ 
centragoes iniciais forem [A] = a mols/L e [B] = b mols/L e 
escrevermos x = [C], entao teremos 

—- = k(a — x)(b — x) 
dt 

(a) Supondo que a b, encontre ,r como uma fungao de t. Use o 
fato de que a concentragao inicial de C e 0. 

(b) Encontre x(t ) assumindo que a = b. Como essa expressao 
para x(t) e simplificada se soubermos que [C] = \ a depois de 
20 segundos? 

41. Em contraste com a situagao do Exercicio 40, as experiencias 
mostram que a reagao H 2 + Br 2 —> 2 HBr satisfaz a lei de troca 


Fff 29-32 Encontre as trajetorias ortogonais da famflia de curvas. 
Usando uma calculadora (ou um computador), desenhe varios mem¬ 
bros de cada famflia na mesma tela. 


29. 

31. 


x 2 + 2y 2 = k 1 



30. v 2 = foe 3 


32. 


x 

1 + for 


33-35 Uma equagao integral e uma equagao que content uma fun¬ 
gao desconhecida y(x ) e uma integral que envolve y(x). Resolva a 
determinada equagao integral. [ Dica : Use uma condigao inicial 
obtida da equagao integral.] 


33. y(x) = 2+| \t — ty{t)\ dt 
rx dt 

7 Ji ty(t) 

35. y(x) = 4+1 2 tJy{t) dt 
Jo 


c/[HBr] 

dt 


fc[H 2 ][Br 2 ]>/ 2 


e, portanto, para essa reagao a equagao diferencial toma-se 

—- = k(a — x)(b — r) 1/2 
dt 

onde x = [HBr] eaeb sao concentragoes iniciais de hidrogenio 
e bromo. 


(a) Escreva x como uma fungao de t no caso em que a = b. Use 
o fato de que x (0) = 0. 

(b) S e a > b, encontre t como uma fungao de x. [Dica: Ao de- 
sempenhar a integragao, faga a substituigao u = Jb — x .] 

42. Uma esfera com raio 1 m tem temperatura 15°C. Ela encontra- 
-se dentro de uma esfera concentrica com raio 2 m e temperatura 
25 °C. A temperatura T{r ) em uma distancia r do centra comum 
das esferas satisfaz a equagao diferencial 


d 2 T 2 dT 
dr 2 r dr 


36. Encontre a fungao/tal que/(3) = 2 e 

(i 2 + 1)/W + [f(0] 2 + 1=0 t^l 


Se fizermos S = dTIdr, entao 5 satisfaz uma equagao diferencial 
de primeira ordem. Encontre uma expressao para a temperatura 
T(r) entre as duas esferas. 















EQUACOES DIFERENCIAIS 


545 


43. Uma solugao de glicose e administrada de maneira intravenosa na 
corrente sangumea em uma taxa constante r. A medida que a gli¬ 
cose e adicionada, ela e convertida em outras substancias e remo- 
vida da corrente sangumea a uma taxa que e proporcional a 
concentragao naquele instante. Entao, um modelo para a concen¬ 
tragao C — C{t) da solugao de glicose na corrente sangumea e 


onde k e uma constante positiva. 

(a) Suponha que a concentragao no instante t = 0 seja Co. 
Determine a concentragao em um instante qualquer t, resol- 
vendo a equagao diferencial. 

(b) Assumindo que Co < r/k, calcule lim C(t ) e interprete sua 

resposta. 

44. Um pequeno pais tern $ 10 bilhoes em papel-moeda em circu- 
lagao e a cada dia $ 50 milhoes chegam aos bancos daquele 
lugar. O governo decide introduzir uma nova moeda, fazendo 
com que os bancos troquem notas velhas por novas sempre que 
a moeda antiga entrar nos bancos. Denote por x = x(t) a quanti- 
dade de moeda nova em circulagao no instante t, com .v(0) = 0. 

(a) Formule um modelo matematico na forma de um problema de 
valor initial que represente o “fluxo” da nova moeda em cir¬ 
culagao. 

(b) Resolva o problema de valor initial encontrado no item (a). 

(c) Quanto tempo levara para a nova moeda representar 90% da 
moeda em circulagao? 

45. Um tanque content 1 000 L de agua salgada com 15 kg de sal dis- 
solvido. Agua pura entra no tanque a uma taxa de 10 L/min. A so¬ 
lugao e mantida bem misturada e escoa do tanque na mesma taxa. 
Quanto sal ha no tanque (a) apos t minutos e (b) apos 20 minutos? 

46. O ar em uma sala com volume 180 m 3 content 0,15% de dio- 
xido de carbono inicialmente. Ar mais fresco com apenas 0,05% 
de dioxido de carbono entra na sala a uma taxa de 2 m 3 /min e o 
ar misturado sai na mesma taxa. Encontre a porcentagem de dio¬ 
xido de carbono na sala como unta fungao do tempo. O que 
acontece a longo prazo? 

47. Urn barril com 2 000 L de cerveja content 4% de alcool (por vo¬ 
lume). Cerveja com 6% de alcool e bombeada para dentro do 
barril a uma taxa de 20 L/min e a mistura e bombeada para fora 
do barril a mesma taxa. Qual e a porcentagem de alcool depois 
de uma hora? 

48. Um tanque content 1.000 L de agua pura.* Agua salgada com 
0,04 kg de sal por litro de agua entra no tanque a uma taxa de 10 
L/ntin. A solugao e mantida completamente misturada e sai do 
tanque a uma taxa de 15 L/min. Quanto sal ha no tanque (a) de¬ 
pois de t minutos e (b) depois de uma hora? 

49. Quando unta gota de chuva cai, ela aumenta de tamanho; assint, 
sua massa em um instante t e uma fungao de t, m(t). A taxa de 
crescimento da massa e km(t) para alguma constante positiva k. 
Quando aplicamos a Lei do Movimento de Newton a gota 
de chuva, obtemos (mv)' = gm, onde tea velocidade da gota de 
chuva (dirigida para baixo) e g e a aceleragao da gravidade. A ve¬ 
locidade terminal da gota de chuva e lim ^ t{t). Encontre uma 
expressao para a velocidade terminal ent termos de g e k. 

50. Um objeto de massa m esta se movendo horizontalmente por um 
meio que resiste ao movimento com uma forga que e uma fun¬ 
gao da velocidade; isto e, 


d 2 s dv 

m -jT = m— =f(v) 
dt dt 


onde v = v(t) es = sit) representam a velocidade e a posigao do 
objeto no instante t, respectivamente. Por exemplo, pense em 
um barco se movendo pela agua. 

(a) Suponha que a forga de resistencia seja proporcional a veloci¬ 
dade, isto e,f{v) = —kv,k uma constante positiva. (Esse mo¬ 
delo e apropriado para pequenos valores de V.) Sejam t>(0) = v 0 
e s(0) = so os valores iniciais de v e s. Determine ties em qual¬ 
quer instante t. Qual e a distancia total que o objeto viaja a par- 
tir do instante / = 0? 

(b) Para volumes maiores de zmm melhor modelo e obtido ao su- 
por que a forga de resistencia seja proporcional ao quadrado 
da velocidade, isto e,f(v) = —kv 2 , k > 0. (Esse modelo foi 
sugerido primeiro por Newton.) Sejam v 0 e so os valores ini¬ 
ciais d eves. Determine ve, s em qualquer instante t. Qual e 
a distancia total que o objeto viaja nesse caso? 

51. Crescimento alometrico em biologia refere-se as relagoes entre 
os tamanhos das partes de um organismo (comprimento do cra¬ 
nio e comprimento do corpo, por exemplo). Se Li(r) e L 2 (t) sao 
os tamanhos de dois orgaos em um organismo de idade t, entao 
L\ e L 2 satisfazem uma lei alometrica se suas taxas de cresci¬ 
mento especificas sao proportionals: 

1 dLl _ k 1 dL 2 
Li dt L 2 dt 

onde k e uma constante. 

(a) Use a lei alometrica para escrever uma equagao diferencial fa¬ 
zendo a relagao de L\ e L 2 e solucione-a para expressar L\ 
como uma fungao de L 2 . 

(b) Em um estudo de diversas especies de algas unicelulares, a 
constante de proporcionalidade na lei alometrica relacionando 
B (biomassa celular) e V (volume celular) foi considerada 
k = 0,0794. Escreva B como uma fungao de V. 

52. Homeostase refere-se a um estado em que o teor de nutrientes de 
um consumidor e independente do teor de nutrientes de seu ali- 
mento. Na ausencia de homeostase, um modelo sugerido por 
Sterner e Elser e dado por 

dy_ = J_^y 
dx 6 x 

onde xey representam o teor de nutrientes do alimento e do con¬ 
sumidor, respectivamente, e 0 6 uma constante com 0 3= 1. 

(a) Resolva a equagao diferencial. 

(b) O que acontece quando 0 = 1 ? O que acontece quando 
0^> oo? 


53. Seja A{t) a area de uma cultura de tecido em um instante t e seja 
M a area final do tecido quando o crescimento esta completo. A 
maioria das divisoes celulares ocorre na periferia do tecido, e o 
numero de celulas na periferia e proporcional a -jA{t). Assim, 
um modelo razoavel para o crescimento de tecido e obtido as- 
sumindo-se que a taxa de crescimento da area seja conjunta- 
mente proporcional a e M — A(t). 


(a) Formule uma equagao diferencial e use-a para mostrar que o 
tecido cresce mais rapido quando A(t) = 3 M. 

(b) Resolva a equagao diferencial para encontrar uma expressao 
para A(t). Use um sistema de computagao algebrica para fa- 
zer a integragao. 


Agua salgada com 0,05 kg de cal. por litro de agua entra no tanque a uma taxa de 5 L/min. 




546 


CALCULO 


54. De acordo com a Lei da Gravitagao Universal de Newton, a 
forga gravitacional em um objeto de massa m que tenha sido lan- 
gado verticalmente para cima da superffcie da Terra e 


(a) Suponha que um foguete seja langado verticalmente para cima 
com uma velocidade inicial v 0 . Seja h a altura maxima acima 
da superffcie alcangada pelo objeto. Mostre que 


mgR 2 

F= (x + R) 2 

onde x = x(t) e a distancia do objeto acima da superffcie no 
instante t\ R, o raio da Terra; eg, a aceleragao da gravidade. 
Tambem, pela Segunda Lei de Newton, F = ma = m(dv/df), e 
dessa forma 

dv mgR 2 

m — = —;- rz- 

dt {x + R)~ 


I 2 gRh 
Vo ~ \ R + h 

[Dica: Pela Regra da Cadeia, midv/dt) = mv (dv/dx).] 

(b) Calcule v e = lim ft. Esse limite e chamado velocidade de 
escape da Terra. 

(c) Use R = 6.370 km eg = 9,8 m/s 2 paracalcular v e em quilo- 
metros por segundo. 


QUAG RAPIDAMENTE UM TANQUE ESVAZIA? 


Se agua (ou outro lfquido) esta vazando de um tanque, esperamos que o escoamento 
seja maior no comedo (quando o tanque estiver mais cheio) e que va gradualmente 
diminuindo a medida que o nfvel de agua do tanque diminui. Mas queremos uma des- 
crigao matematica mais precisa de como o escoamento decresce a fim de responder 
as perguntas que os engenheiros fazem: quanto tempo demora para que o tanque seja 
esvaziado completamente? Quao cheio o tanque deve estar para garantir uma pressao 
minima a um sistema de irrigagao? 

Sejam h(t) e V(t) o volume de agua no tanque e a altura da agua no tanque num 
dado momento t. Se a agua escorre por um furo de area a no fundo do tanque, entao 
a Lei de Torricelli diz que 

ffl 

onde g e a aceleragao devido a gravidade. Logo, a taxa na qual a agua escoa do tan¬ 
que e proporcional a raiz quadrada da altura da agua. 

1. (a) Suponha que o tanque seja cilmdrico com altura igual a 2 m e raio igual aim 

e que o buraco seja um circulo com raio igual a 2 cm. Se tomarmos g = 10 m/s 2 , 
mostre que h satisfaz a equagao diferencial 

dh , _ 

— = - 0,0004 V20F 
dt 

(b) Resolva esta equagao para encontrar a altura da agua no instante t, supondo que 
o tanque esteja cheio em t = 0. 

(c) Quanto tempo iria demorar para o tanque ficar completamente vazio? 

2. O modelo teorico dado pela Equagao 1 nao e muito preciso, se levarmos em conta 
a rotagao e viscosidade do lfquido. Em vez disso, o modelo 

e em geral usado e a constante k (que depende das propriedades ffsicas do lfquido) e 
determinada a partir dos dados relacionados com o vazamento do tanque. 

(a) Suponha que o buraco esteja posicionado na lateral de uma garrafa e que a al¬ 
tura h da agua (acima do buraco) decresga de 10 cm para 3 cm em 68 segundos. 

Use a Equagao 2 para encontrar uma expressao para hit). Avalie hit) para r = 10, 

20, 30, 40, 50, 60. 

(b) Perfure um buraco de 4 mm perto do fundo de uma garrafa plastica de um re- 
frigerante de 2 litros. Faga marcas de 0 a 10, com “0” correspondendo ao topo 
do buraco. Com um dedo tampando o buraco, encha a garrafa com agua ate a 
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0 Problema 2(b) e resolvido melhor com lima 
demonstragao em sala de aula ou em um pro- 
jeto em grupo com tres alunos em cada grupo: 
um para marcar o tempo em segundos, outro 
para estimar a altura a cada 10 segundos e um 
terceiro para registrar esses valores 


It 

. 

Jit 

v. ^ 



Richard Le Borne, Depto. Matematica, 
Tenesse Technological University 


marca de 10 cm. Tire seu dedo do buraco e registre os valores de h(t) para 
t = 10, 20, 30,40, 50, 60 segundos. (Provavelmente, voce vai descobrir que de- 
morara cerca de 68 segundos para o nivel chegar a h = 3 cm.) Compare seus 
dados com os valores de hit) da parte (a). Quao bem o modelo previu os valo¬ 
res reais? 

3. Em muitas partes do mundo, a agua para os sistemas de combate a incendios em gran- 
des hoteis e hospitais e fornecida pela acao da gravidade em tanques cilmdricos co- 
locados nos telhados desses predios. Suponha que cada tanque tenha um raio de 3 
m e o diametro da salda seja de 6 cm. Um engenheiro tem de garantir que a pressao 
da agua seja, no minimo, de 104 kPa por um perfodo de 10 minutos. (Quando um 
incendio acontece, o sistema eletrico pode falhar e pode levar cerca de 10 minutos 
para que o gerador de emergencia e bombas anti-incendio sejam ativados.) Qual al¬ 
tura o engenheiro deve especificar para o tanque a fim de garantir essa exigencia? 
(Use o fato de que a pressao da agua a uma profundidade de d metros e P = 10 d 
quilopascals. Veja a Segao 8.3.) 

4. Nem todos os tanques tem a forma de cilindros. Suponha que um tanque tenha uma 
area transversal A(h) na altura h. Entao, o volume de agua ate a altura h e 

V = J* A(u) du e, portanto, o Teorema Fundamental do Calculo nos da 
dV/dh = A(h). Segue que 


dV 

dt 

e assim a Lei de Torricelli se torna 


dV dh 
~dh~dt 


A(h ) 


dh_ 

dt 


A(h) — = -ajlgh 

(a) Suponha que o tanque tenha o formato de uma esfera de raio igual a 2 m e que 
esteja cheia, inicialmente, ate a metade de sua capacidade de agua. Se o raio do 
buraco circular e 1 cm e assumimos que g = 10 m/s 2 , mostre que h satisfaz a 
equagao diferencial 

(4 h - h 2 ) = -0,0001 J20h 

at 

(b) Em quanto tempo o tanque ficara completamente vazio? 


0 QUE E MAIS RAPID0: SUBIR 0U DESCER? 


Suponha que voce jogue uma bola para o ar. Voce acha que ela leva mais tempo para 
alcancar sua altura maxima ou para cair de volta a Terra a partir de sua altura maxi¬ 
ma? Resolveremos esse problema neste projeto, mas, antes de comegar, pense sobre 
a situag;ao e de um palpite com base em sua intuigao pratica. 

1. Uma bola de massa m e lancada verticalmente para cima a partir da superffcie da 
Terra com uma velocidade inicial positiva Vo- Assumimos que as forgas agindo na 
bola sejam a forga da gravidade e a forga de resistencia do ar com sentido oposto 
ao sentido do movimento e com modulo p\ v(t) |, onde p e uma constante positiva e 
v(t) e a velocidade da bola no instante t. Tanto na subida quanto na descida, a forga 
total agindo na bola e —pv — mg. (Durante a subida, v(t) 6 positiva e a resistencia age 
para baixo; durante a descida, v(t) e negativa e a resistencia age para cima.) Entao, 
de acordo com a Segunda Lei Newton, a equagao de movimento e 

mv' = —pv — mg 
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Ao modelar a forga em virtude da 
resistencia do ar, varias fungoes tem sido 
usadas, dependendo das caracterfsticas 
ffsicas e velocidade da bola. Aqui, usamos 
um modelo linear, —pv, mas um modelo 
quadratico (-pv 2 na subida e pv 2 na 
descida) e outra possibilidade para 
velocidades altas (veja o Exercfcio 50 na 
Segao 9.3). Para lima bola de golfe, 
experiences mostraram que um bom 
modelo e -pv' 3 na subida e p\v\' 3 na 
descida. Mas, nao importando a fungao 
forga —/(d) usada [onde/(D) > 0 para 
v > 0 e/(D) < 0 para v < 0], a 
resposta a questao permanece a mesma. 
Veja F. Brauer, "What Goes Up Must 
Come Down, Eventually." Amer. Mat. 
Mensal 108 (2001), pp. 437-440. 


Resolva essa equagao diferencial para mostrar que a velocidade e 


v{t) = (^ VQ + !^y,,^m. 


2. Mostre que a altura da bola, ate ela atingir o chao, e 


V p 1 p p 


3. Seja ti o tempo que a bola leva para alcangar sua altura maxima. Mostre que 


m I mg + pvo 

h = — In - 

mg 


Calcule esse tempo para uma bola com massa 1 kg e velocidade inicial 20 m/s. Su- 
ponha que a fore a de resistencia do ar seja | ! () da velocidade. 

4. Seja t 2 o instante no qual a bola volta para a Terra. Para a bola do Problema 3, cal¬ 
cule ti usando um grafico da fungao altura y{t). Qual e mais rapida, a subida ou a 
descida? 

5. Em geral, nao e facil encontrar U_ porque e impossfvel resolver a equagao y(t) = 0. 
Podemos, entretanto, usar um metodo indireto para determinar se a subida ou a des¬ 
cida e mais rapida; determinamos se e positivo ou negativo. Mostre que 


yO-h) 




onde.v = e p, ' /m . Entao mostre que x > 1 e a fungao 

f(x) = x -2 In x 

x 


estao aumentando para x > 1. Use esse resultado para decidir se y(2t\) e positivo 
ou negativo. O que voce pode concluir? A subida ou a descida e mais rapida? 




in 


Modelos para o Crescimento Populacional 


Nesta segao investigaremos equagoes diferenciais que sao usadas para modelar o cresci¬ 
mento populacional: a lei do crescimento natural, a equagao logfstica e muitas outras. 


A Lei de Crescimento Natural 


= kP 


Um dos modelos para o crescimento populacional que consideramos na Segao 9.1 baseava- 
-se na suposigao de que a populagao cresce a uma taxa proporcional ao tamanho da populagao: 

dP 
dt 

Essa e uma hipotese razoavel? Suponha que tenhamos uma populagao (de bacterias, por exem- 
plo) com tamanho P = 1 000 e que, em certo instante, esteja crescendo a uma taxa de 
P’ = 300 bacterias por hora. Agora, tomemos outras 1 000 bacterias do mesmo tipo, colocando- 
as com a primeira populagao. Cada metade da nova populagao cresce a uma taxa de 300 bac¬ 
terias por hora. Seria razoavel esperar que a populagao total de 2 000 aumentasse a uma taxa 
de 600 bacterias por hora inicialmente (desde que houvesse espago e nutrientes suficientes). 
Assim, se dobrarmos o tamanho, dobraremos a taxa de crescimento. Parece possfvel que a taxa 
de crescimento seja proporcional ao tamanho. 
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Em geral, se P(t ) for o valor de uma quantidade y no tempo t, e se a taxa de variagao de P 
com relagao a t for proporcional a seu tamanho Pit) em qualquer tempo, entao 


onde k e uma constante. A Equagao 1 e algumas vezes chamada lei do crescimento natural. 

Se k for positivo, entao a populagao aumenta; se k for negativo, ela diminui. 

Como a Equagao 1 e uma equagao diferencial separavel, podemos resolve-la pelo meto- 
do da Segao 9.3: 

f dP c 

j—=jkd t 

In | P | = kt + C 
\P\ = e k,+c = e c e k ‘ 

P = Ae k ‘ 

onde A (= ±e c ou 0) e uma constante arbitraria. Para percebermos o significado da cons¬ 
tante A, observamos que 

P( 0) = Ae k '° = A 

Portanto, Aeo valor inicial da fungao. 

Exemplos e exercicios sobre a utilizagao de 
|~2~| sao dados na Segao 3.8. 


2 A solugao do problema de valor inicial 
dP 


dt 


= kP 


P( 0) = P 0 


P(t ) = P 0 e k ‘ 


dP 

dt 


= kP 


Outra maneira de escrever a Equagao 1 e 

1 dP _ 

P dt 

que diz que a taxa de crescimento relativa (a taxa de crescimento dividida pelo tamanho da 
populagao) e constante. Entao, [2] diz que a populagao com uma taxa de crescimento relati¬ 
va constante deve crescer exponencialmente. 

Podemos levar em conta a emigragao (ou a remogao) de uma populagao modificando a 
Equagao 1: se a taxa de emigragao for uma constante m, entao a taxa de mudanga da popu¬ 
lagao e modelada pela equagao diferencial 

dP 

-= kP — m 

dt 

Veja o Exercfcio 15 para a solugao e consequencias da Equagao 3. 


0 Modelo Logi'stico 

Como discutimos na Segao 9.1, uma populagao com frequencia cresce exponencialmente em 
seus estagios iniciais, mas em dado momento se estabiliza e se aproxima de sua capacidade 
de suporte por causa dos recursos limitados. Se Pit) for o tamanho da populagao no instan- 
te t, assumimos que 


- ~ kP se P for pequeno 

dt 

Isso diz que a taxa de crescimento inicialmente esta proxima de ser proporcional ao tama¬ 
nho. Em outras palavras, a taxa de crescimento relativo e praticamente constante quando a 
populagao e pequena. Mas tambem queremos refletir o fato de que a taxa de crescimento 
relativo diminui quando a populagao P aumenta e torna-se negativa quando P ultrapassa sua 
capacidade de suporte M, a populagao maxima que um ambiente e capaz de sustentar a 
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longo prazo. A expressao mais simples para a taxa de crescimento relativo que incorpora 
essas hipoteses e 


1 dP / P 

- = k\ 1 - 

P dt \ K 


Multiplicando por P, obtemos o modelo para o crescimento populacional conhecido como a 

equagao diferencial logistica: 


dP / 

p\ 

— = kp\ 

1 — 

dt \ 

KJ 


Observe na Equagao 4 que, se P for pequeno comparado com M, entao P/M esta proximo de 
0 e, dessa forma, dP/dt ~ kP. Contudo, se P —*■ M (a populacao se aproxima de sua capaci- 
dade de suporte), entao P/M —> 1, assim, dP/dt —* 0. Podemos deduzir informagoes sobre 
quando as solugoes aumentam ou diminuem diretamente da Equagao 4. Se a populagao P 
estiver entre OeM, entao o lado direito da equagao e positivo, desse modo dP/dt > 0 e a 
populagao aumenta. Mas se a populagao exceder a capacidade de suporte (P > M), entao 
1 — P/M e negativo, portanto dP/dt < 0 e a populagao diminui. 

Vamos comegar nossa analise mais detalhada da equagao diferencial logistica olhando 
para um campo de diregoes. 


EXEMPLO 1 


Desenhe um campo de diregoes para a equagao logistica com k = 0,08 e capa¬ 
cidade de suporte M = 1 000. O que voce pode deduzir sobre as solugoes? 


S0LUQA0 Nesse caso a equagao diferencial logistica e 


dP 

~dt 


0,08P 1 - 


1 000 ) 


Um campo de diregoes para essa equagao e mostrado na Figura 1. Mostramos apenas o pri- 
meiro quadrante porque as populagoes negativas nao tern significado e estamos interessados 
apenas no que acontece depois de t = 0. 


FIGURA 1 

Campo de diregoes para a equagao 
logistica no Exemplo 1 
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A equagao logistica e autonoma ( dP/dt depende apenas de P, nao de t); assim, as incli¬ 
nagoes sao as mesmas ao longo de qualquer reta horizontal. Como esperado, as inclinagoes 
sao positivas para 0 < P < 1 000 e negativas para P > 1 000. 

As inclinagoes sao pequenas quando P esta proximo de 0 ou 1 000 (a capacidade de 
suporte). Observe que as solugoes se distanciam da solugao de equilibrio P = 0 e se aproxi- 
mam da solugao de equilibrio P = 1 000. 

Na Figura 2 usamos o campo de diregoes para esbogar as curvas solugao com populagoes 
iniciais P( 0) = 100, P( 0) = 400 e P( 0) = 1 300. Observe que as curvas solugao abaixo de 
P = 1 000 estao aumentando, e aquelas que comegam acima de P = I 000 estao diminuin- 
do. As inclinagoes sao maiores quando P ~ 500, portanto as curvas solugao que comegam 
abaixo de P = 1 000 tern pontos de inflexao quando P ~ 500. De fato, podemos demonstrar 
que todas as curvas solugao que comegam abaixo de P = 500 tem um ponto de inflexao 
quando P e exatamente 500. (Veja o Exercicio 11.) 
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FIGURA 2 

Curvas solugao para a equagao 
logfstica no Exemplo 1 


A equagao logfstica [4] e separavel e podemos resolve-la explicitamente usando o metodo da 
Segao 9.3. Uma vez que 

dP ( P 

- = kP 1- 

dt V M 


temos 


dP 


P{ 1 - P/M) 


= kdt 


Para calcularmos a integral no lado esquerdo, escrevemos 

1 M 


P(1 - P/M) P{M - P) 

Usando fragoes parciais (veja a Segao 7.4, no Volume I) temos 


M 


1 

-h 


1 


P(M - P) P M - P 


Isso nos permite reescrever a Equagao 5: 


a 


l(7 + 7rb)‘H 


k dt 


In | P | - In \M - P | = kt + C 
M - P 


In 


P 

M - P 


= -kt - C 


P 

M - P 


= Ae 


onde A = ±e c . Isolando P na Equagao 6, obtemos 


-1 = Ae~ k 

P 


1 


entao 


P 


M 1 + Ae~ k ' 
M 


1 + Ae~ 
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Encontramos o valor de A colocando t = 0 na Equagao 6. Se t = 0. entao P = P» (a popu¬ 
lagao inicial); portanto, 


M - P 0 


Po 


= Ae° = A 


Entao, a solugao para a equagao logfstica e 

m 


p{t) = 


M 


1 + Ae~ kl 


onde A = 


M - P 0 


Po 


Usando a expressao para P(t) na Equagao 7, vemos que 

lim P(t) = K 


que e o esperado. 


EXEMPLO 2 


Escreva a solugao para o problema de valor inicial 


dP 

dt 


0,08P 1 - 


—) 
1 000 / 


P(0) = 100 


e use-a para encontrar a populacao quando P(40) e f > (80). Quando a populacao alcancara 900? 

SOLUQAO A equaqao diferencial e uma equaqao logfstica com k = 0,08, capacidade de supor- 
te M = 1.000 e populacao inicial Po = 100. Portanto a Equa 5 ao 7 da a populacao no instan- 
te t como 


Pit) 


1 000 


1 + Ae~ 


1 000 - 100 

onde A =-= 9 


100 


Logo, 


Pit) = 


1 000 


1 + 9e _0,08 ' 

Assim, os tamanhos da populacao quando t = 40 e 80 sao 


P(40) = 


1 000 


1 + 9e -3,2 

A populacao alcangara 900 quando 


„ 1 000 

731,6 P(80) = --—« 985,3 


1 + 9e 


Compare a curva solugao na Figura 3 com a 
curva solugao mais baixa que desenhamos no 
campo de diregoes na Figura 2. 



FIGURA 3 


1 000 

1 + 9e -0 ' 08 ' 


900 


Resolvendo essa equagao para t, temos 


1 + 9e ~om = |) 


e -0' 08( 


81 


—0,08r = In = —In 81 

In 81 


t = 


0,08 


54,9 


Logo, a populagao chega a 900 quando t for aproximadamente 55. Como uma verificagao de 
nosso trabalho, tragamos a curva da populagao na Figura 3 e observamos onde ela intercep- 
ta a reta P = 900. O cursor indica que t ~ 55. 


Comparagao do Crescimento Natural com os Modelos Logisticos 

Na decada de 1930, o biologo G. F. Gause realizou uma experiencia com o protozoario para- 
mecio e usou uma equagao logfstica para modelar seus dados. A tabela fornece suas conta- 
gens diarias da populagao de protozoarios. Ele estimou a taxa relativa de crescimento inicial 
como 0,7944 e a capacidade de suporte como 64. 
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t (dias) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

P (observados) 

2 

3 

22 

16 

39 

52 

54 

47 

50 

76 

69 

51 

57 

70 

53 

59 

57 


EXEMPLO 3 


Encontre os modelos exponential e logi'stico para os dados de Gause. Com¬ 
pare os valores previstos com os valores observados e comente o ajuste. 


SOLUQAO Dadas a taxa de crescimento relativo k = 0,7944 e a populagao initial P 0 = 2, o 
modelo exponential e 


Pit) = P 0 e k ' = 2e 0J9U ‘ 

Gause usou o mesmo valor de k para seu modelo logi'stico. [Isso e razoavel porque P 0 = 2 
e pequeno comparado com a capacidade de suporte (M = 64). A equagao 

1 dP / 2 

-= k 1- 

Po dt t=o \ 64 

mostra que o valor de k para o modelo logistico esta muito proximo do valor para o modelo 
exponential.] 

A seguir, a solucao da equagao logistica na Equagao 7 fornece 



Pit) = 


K 


64 


1 + Ae~ 


1 + Ae~ 0JW ' 


onde 


A = 


K 


64 


= 31 


Entao 


Pit) = 


64 


1 + 31e -0 ' 7944 ' 

Usamos essas equagoes para calcular os valores previstos (arredondados para o inteiro mais 
proximo) e os comparamos na tabela a seguir. 


t (dias) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

P (observados) 

2 

3 

22 

16 

39 

52 

54 

47 

50 

76 

69 

51 

57 

70 

53 

59 

57 

P (modelo logistico) 

2 

4 

9 

17 

28 

40 

51 

57 

61 

62 

63 

64 

64 

64 

64 

64 

64 

P (modelo exponencial) 

2 

4 

10 

22 

48 

106 













Observamos na tabela e no grafico da Figura 4 que, para os primeiros tres ou quatro dias, 
o modelo exponential fornece resultados comparaveis aqueles do metodo logistico mais 
sofisticado. Para t 3= 5, contudo, o modelo exponencial e muito impreciso, mas o modelo 
logistico se ajusta bem as observagoes. 



FIGURA 4 

Os modelos exponencial e logistico 
para a populagao de paramecios 
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t 

Bit) 

t 

Bit) 

1980 

9.847 

1992 

10.036 

1982 

9.856 

1994 

10.109 

1984 

9.855 

1996 

10.152 

1986 

9.862 

1998 

10.175 

1988 

9.884 

2000 

10.186 

1990 

9.962 




FIGURA 5 

Modelo logfstico para a 
populagao da Belgica 


Muitos pafses que anteriormente passavam por um crescimento exponential estao des- 
cobrindo agora que suas taxas de crescimento populacional estao diminuindo e que o mode¬ 
lo logfstico fornece um modelo mais adequado. A tabela na margem mostra os valores em 
meados do ano de Bit), a populagao da Belgica, em milhares, no instante 1, de 1980 a 2000. 
A Figura 5 mostra esses dados junto com uma funcao logfstica transladada obtida por meio 
de uma calculadora com recursos para ajustar funcoes logfsticas a estes pontos por regres- 
sao. Vemos que o modelo logfstico fornece um ajuste muito bom. 



Outros Modelos para o Crescimento Populacional 

A Lei do Crescimento Natural e a equacao diferencial logfstica nao sao as unicas equacoes 
propostas para modelar o crescimento populacional. No Exercfcio 20 veremos a funcao de 
crescimento de Gompertz e nos Exercfcios 21 e 22 investigaremos os modelos de cresci¬ 
mento sazonal. 

Dois dos outros modelos sao modificagoes do modelo logfstico. A equacao diferencial 


dP P 

-= kP 1- 

dt \ M 


— c 


tem sido usada para modelar as populagoes que estao sujeitas a remogao de uma maneira ou 
de outra. (Pense em uma populagao de peixes que e capturada a uma taxa constante.) Essa 
Equagao e explorada nos Exercfcios 17 e 18. 

Para algumas especies existe um nfvel mfnimo populacional m abaixo do qual as espe- 
cies tendem a se extinguir. (Os adultos podem nao conseguir encontrar parceiros adequados.) 
Essas populates sao modeladas pela equacao diferencial 


dP / P 

-= kP 1- 

dt V M 



onde o fator extra, 1 — m/P, leva em conta as consequencias de uma populagao esparsa (veja 
o Exercfcio 19). 



Exercicios 


1. Suponha que uma populagao se desenvolva de acordo com a 
equagao logfstica 

dP 

-= 0,05P - 0.0005P 2 

dt 

onde t e medido em semanas. 

(a) Qual e a capacidade de suporte? Qual e o valor de hi 

(b) Um campo de diregoes para essa equagao e mostrado a direita. 
Onde as inclinagoes estao proximas de 0? Onde elas sao 
maiores? Quais solugoes sao crescentes? Quais solugoes sao 
decrescentes? 



H E necessario usar uma calculadora grafica ou computador [SCA] E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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(c) Use o campo de diregoes para esbogar as solugoes para as po- 
pulagoes iniciais de 20, 40, 60, 80, 120 e 140. O que essas so¬ 
lugoes tem em comum? Como diferem? Quais solugoes tem 
pontos de inflexao? Em qual nfvel populacional elas ocorrem? 

(d) Quais sao as solugoes de equilfbrio? Como as outras solugoes 
estao relacionadas a essas solugoes? 

2. Suponha que uma populagao cresga de acordo com o modelo lo- 

glstico com capacidade de suporte 6.000 e k = 0,0015 por ano. 

(a) Escreva uma equagao diferencial logfstica para esses dados. 

(b) Desenhe um campo de diregoes (a mao ou com um sistema de 
computagao algebrica). O que ele lhe diz sobre as curvas so¬ 
lugao? 

(c) Use o campo de diregoes para esbogar as curvas solugao para 
as populagoes iniciais de 1.000, 2.000, 4.000 e 8.000. O que 
voce pode dizer sobre a concavidade dessas curvas? Qual o 
significado dos pontos de inflexao? 

(d) Programe uma calculadora ou um computador para usar o me- 
todo de Euler com passo h = 1 para estimar a populagao de- 
pois de 50 anos se a populagao inicial for 1.000. 

(e) Se a populagao inicial for 1.000, escreva uma formula para a 
populagao depois de t anos. Use-a para calcular a populagao 
depois de 50 anos e compare com sua estimativa no item (d). 

(f) Trace a solugao da parte (e) e compare com a curva solugao 
que voce esbogou no item (c). 


3. O cardume de atum do Pacffico foi modelado pela equagao dife¬ 
rencial 


dy 

dt 




onde y(t) e a biomassa (massa total dos membros da populagao) 
em quilogramas no instante t (medido em anos), a capacidade de 
suporte e estimada como M = 8 X 10 7 kg e fc = 0,71 por ano. 

(a) Se y(0) = 2 X 10 7 kg, calcule a biomassa um ano depois. 

(b) Quanto tempo levara para a biomassa alcangar 4 X 10 7 kg? 


4. Suponha que uma populagao P(t) satisfaga 
dP 

— = 0AP - 0,001 P 2 P( 0)= 50 


onde t e medido em anos. 

(a) Qual e a capacidade de suporte? 

(b) OqueeP'(O)? 

(c) Quando a populagao atingira 50% da capacidade de suporte? 

5. Suponha que uma populagao cresga de acordo com o modelo lo- 
glstico com populagao inicial de 1 000 e capacidade de suporte 
1 000. Se a populagao crescer para 2 500 apos um ano, como sera 
a populagao apos outros tres anos? 

6 . A tabela fornece o numero de celulas de levedura em uma cultura 
nova de laboratorio. 


Tempo 

(horas) 

Celulas de 

levedura 

Tempo 

(horas) 

Celulas de 

levedura 

0 

18 

10 

509 

2 

39 

12 

597 

4 

80 

14 

640 

6 

171 

16 

664 

8 

336 

18 

672 


(a) Marque os dados e use o grafico para estimar a capacidade de 
suporte para a populagao de levedura. 

(b) Use os dados para estimar a taxa de crescimento inicial relativa. 


(c) Encontre um modelo exponencial e um modelo logfstico para 
esses dados. 

(d) Compare os valores previstos com os valores observados, na 
tabela e nos graficos. Compare como seus modelos se ajustam 
aos dados. 

(e) Utilize seu modelo logfstico para estimar o numero de celu¬ 
las de levedura depois de sete horas. 

7. A populagao mundial era de aproximadamente 5,3 bilhoes em 
1990. A taxa de natalidade na decada de 1990 variou entre 35 e 
40 milhoes por ano, e a taxa de mortalidade variou entre 15 e 20 
milhoes por ano. Vamos supor que a capacidade de suporte para 
a populagao mundial seja de 100 bilhoes. 

(a) Escreva uma equagao diferencial logfstica para esses dados. 
(Como a populagao inicial e pequena em comparagao com a 
capacidade de suporte, voce pode tomar k como uma estima¬ 
tiva da taxa de crescimento relativo inicial.) 

(b) Utilize o modelo logfstico para prever a populagao mundial em 
2000 e compare a populagao real de 6,1 bilhoes. 

(c) Use o modelo logfstico para prever a populagao mundial nos 
anos 2100 e 2500. 

(d) Quais seriam as suas previsoes se a capacidade de suporte 
fosse de 50 bilhoes? 

8 . (a) Faga uma conjectura para a capacidade de suporte da popu¬ 

lagao dos Estados Unidos. Use-a, e tambem o fato de que a 
populagao era de 250 milhoes em 1990, para formular um 
modelo logfstico para a populagao norte-americana. 

(b) Determine o valor de k em seu modelo usando o fato de que 
a populagao norte-americana em 2000 era de 275 milhoes. 

(c) Use seu modelo para prever a populagao dos Estados Unidos 
nos anos 2100 e 2200. 

(d) Utilize seu modelo para prever o ano no qual a populagao ul- 
trapassara 350 milhoes. 

9. Um modelo para a propagagao de um boato e que a taxa de pro- 
pagagao e proporcional ao produto da fragao y da populagao que 
ouviu o boato pela fragao que nao ouviu o boato. 

(a) Escreva uma equagao diferencial que seja satisfeita pory. 

(b) Resolva a equagao diferencial. 

(c) Uma cidade pequena tem 1.000 habitantes. As 8 horas, 80 pes- 
soas tinham ouvido o boato. Ao meio-dia, metade da cidade 
tinha ouvido o boato. A que horas 90% da populagao tera ou¬ 
vido o boato? 

10. Os biologos colocaram em um lago 400 peixes e estimaram a ca¬ 
pacidade de suporte (a populagao maxima de peixes daquela es- 
pecie no lago) como 10.000. O numero de peixes triplicou no pri- 
meiro ano. 

(a) Presumindo que o tamanho da populagao de peixes satisfaga 
a equagao logfstica, encontre uma expressao para o tamanho 
da populagao depois de t anos. 

(b) Quanto tempo levara para a populagao aumentar para 5 000? 

11. (a) Mostre que se P satisfizer a equagao logfstica [4], entao 



(b) Deduza que a populagao cresce mais rapidamente quando ela 
atinge a metade de sua capacidade de suporte. 

@_I 12 Para um valor fixo de M (digamos M = 10), a famflia de fungoes 

logfsticas dada pela Equagao 7 depende do valor inicial P 0 e da 
constante de proporcionalidade k. Faga o grafico de varios mem¬ 
bros dessa famflia. Como muda o grafico quando P 0 varia? Como 
muda o grafico quando k varia? 
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^ 13. A tabela da a populagao do Japao em meados do ano, em milha- 
res, de 1960 a 2005. 


Ano 

Populagao 

Ano 

Populagao 

1960 

94.092 

1985 

120.754 

1965 

98.883 

1990 

123.537 

1970 

104.345 

1995 

125.341 

1975 

111.573 

2000 

126.700 

1980 

116.807 

2005 

127.417 


Use uma calculadora grafica para ajustar tanto uma fungao ex- 
ponencial quanto uma fungao logfstica a estes dados. Marque os 
pontos, trace ambas as fungoes e comente a precisao dos mode- 
los. [Dice. Subtraia 94.000 de cada uma das figuras da populagao. 
Entao, depois de obter um modelo de sua calculadora, some 
94.000 para obter seu modelo final. Pode ser util escolher como 
1960 ou 1980.] 

14. A tabela fornece a populagao da Espanha em meados do ano, em 
milhares, de 1955 a 2000. 


Ano 

Populagao 

Ano 

Populagao 

1955 

29.319 

1980 

37.488 

1960 

30.641 

1985 

38.535 

1965 

32.085 

1990 

39.351 

1970 

33.876 

1995 

39.750 

1975 

35.564 

2000 

40.016 


Use uma calculadora grafica para ajustar tanto uma fungao ex- 
ponencial quanto uma fungao logfstica a estes dados. Marque os 
pontos, trace ambas as fungoes e comente a precisao dos mode- 
los. [Dice. Subtraia 29.000 de cada uma das figuras da populagao. 
Entao, depois de obter um modelo de sua calculadora, some 
29.000 para obter seu modelo final. Pode ser util escolher t = 0 
como 1955 ou 1975.] 

15. Considere a populagao P = P(t) com taxas de natalidade e mor- 
talidade relativas constantes a e (3, respectivamente, e uma taxa 
de emigragao constante m, onde a, [3 e m sao constantes positi- 
vas. Suponha que a > /3. Entao, a taxa de variagao da populagSo 
no instante t e modelada pela equagao diferencial 


-= kP — m onde k = a — ;6 

dt 

(a) Encontre a solugao desta equagao que satisfaga a condigao ini¬ 
tial P( 0) = P 0 . 

(b) Que condigoes sobre m levarao a uma expansao exponential 
da populagao? 

(c) Que condigoes sobre m resultarao em uma populagao cons¬ 
tante? E em um declfnio da populagao? 

(d) Em 1847, a populagao da Irlanda era de cerca de 8 milhoes e 
a diferenga entre as taxas de natalidade e mortalidade relati¬ 
vas era 1,6 % da populagao. Por causa da fome da batata nas 
decadas de 1840 e 1850, cerca de 210 000 habitantes por ano 
emigraram da Irlanda. A populagao estava crescendo ou de¬ 
crescendo naquela epoca? 

16. Seja c um numero positivo. Uma equagao diferencial da forma 


dy_ 

dt 


ky 1+c 


onde k e uma constante positiva, e chamada equagao do dia do 
juizo final porque o expoente na expressao ky l + c e maior que o 
expoente 1 do crescimento natural. 


(a) Determine a solugao que satisfaz a condigao inicial y(0) = yo. 

(b) Mostre que existe um instante finito t = T (dia do jufzo final) 
tal que lim y{t) = <*>. 

(c) Uma raga especialmente fertil de coelhos tern o termo de 
crescimento fey 1 ' 01 . Se 2 destes coelhos se cruzarem inicial- 
rnente e a ninhada for de 16 coelhos depois de tres meses, 
quando sera o dia do jufzo final? 

17. Vamos modificar a equagao logfstica do Exemplo 1 como a seguir: 


(a) 


(b) 

(c) 

(d) 


(e) 


dP ( P \ 

dt \ 1 000 / 

Suponha que P(t) represente uma populagao de peixes no 
instante t, onde / e medido em semanas. Explique o significado 
do termo final na equagao (—15). 

Desenhe um campo de diregoes para essa equagao diferencial. 
Quais sao as solugoes de equilfbrio? 

Use o campo de diregoes para esbogar varias curvas solugao. 
Descreva o que acontece a populagao de peixes para varias po- 
pulagoes iniciais. 

Resolva essa equagao diferencial explicitamente, usando fra- 
goes parciais ou com um sistema de computacao algebrica. 
Use as populagoes iniciais 200 e 300. Trace as solugoes e com¬ 
pare com seus esbogos no item (d). 


18. Considere a equagao diferencial 


dP 

dt 


0,08P 1 - 


1 000 


— c 


como um modelo para uma populagao de peixes, onde t e medido 
em semanas e c e uma constante. 

(a) Use um SC A para desenhar campos de diregoes para diversos 
valores de c. 

(b) A partir dos campos de diregoes no item (a), determine os va¬ 
lores de c para os quais ha pelo menos uma solugao de equi¬ 
lfbrio. Para quais valores de c a populagao de peixes sempre 
desaparece? 

(c) Use a equagao diferencial para demonstrar o que voce desco- 
briu graficamente no item (b). 

(d) Qual sua recomendagao para o limite de pesca semanal para 
essa populagao de peixes? 

19. Existe evidencia consideravel para apoiar a teoria de que, para al- 
gumas especies, existe uma populagao minima m de forma que as 
especies se tornarao extintas se o tamanho da populagao cair 
abaixo de m. Essa condigao pode ser incorporada na equagao lo¬ 
gfstica ao introduzir o fator (1 — m/P). Entao o modelo logfstico 
modificado e dado pela equagao diferencial 



(a) Use a equagao diferencial para mostrar que qualquer solugao 
e crescente sent < P < M e decrescente se 0 < P < m. 

(b) Para o caso onde fe = 0,08, M — 1 000 e m = 200, desenhe 
um campo de diregoes e use-o para esbogar varias curvas so¬ 
lugao. Descreva o que acontece a populagao para varias po¬ 
pulagoes iniciais. Quais sao as solugoes de equilfbrio? 

(c) Resolva a equagao diferencial explicitamente, usando fragoes 
parciais ou um sistema de computagao algebrica. Use a po¬ 
pulagao inicial P 0 . 

(d) Use a solugao no item (c) para mostrar que se P 0 < m, entao 
a especie sera extinta. [Dice. Mostre que o numerador em sua 
expressao para P(t) e 0 para algum valor de r.] 

20. Outro modelo para a fungao crescimento para uma populagao li- 
rnitada e dado pela fungao de Gompertz, que e uma solugao da 
equagao diferencial 
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onde c e uma constante e M e a capacidade de suporte. 

(a) Resolva essa equagao diferencial. 

(b) Calcule lim,-**/ 1 ^). 

(c) Trace a fungao de crescimento de Gompertz para M = 1 000, 
Pq— 100 e c = 0,05, e compare-a com a fungao logfstica no 
Exemplo 2. Quais sao as similaridades? Quais sao as dife- 
rengas? 

(d) Sabemos do Exercfcio 11 que a fungSo logfstica cresce mais 
rapidamente quando P = M/2. Use a equagSo diferencial de 
Gompertz para mostrar que a fungao de Gompertz cresce 
mais rapido quando P = M/e. 

21. Em um modelo de crescimento sazonal, uma fungao periodica 
do tempo e introduzida para considerar variagoes sazonais na 
taxa de crescimento. Essas variagoes podem, por exemplo, ser 
causadas por mudangas sazonais na oferta de alimentos. 

(a) Encontre a solugao do modelo de crescimento sazonal 

dP 

-= kP cos (rt — <j>) P( 0) = P 0 

dt 

onde k,recf> sao constantes positivas. 


(b) Tragando a solugao para varios valores de k, r e <f>, explique 
como os valores de k, recf> afetam a solugao. O que voce pode 
dizer sobre lim^^Pff)? 

22. Suponha que alteremos a equagao diferencial no Exercfcio 21 
como a seguir: 

dP 

-= kP cos 2 (rt — </>) P( 0) = Po 

dt 

(a) Resolva essa equagao diferencial com a ajuda de uma tabela 
de integrals ou um SCA. 

(b) Trace a solugao para varios valores de k, r e <p. Como os va¬ 

lores de k,re<p afetam a solugao? O que voce pode dizer so¬ 
bre lim nesse caso? 

23. Os graficos das fungoes logfsticas (Figuras 2 e 3) sao extrema- 
mente similares ao grafico da fungao tangente hiperbolica (Figura 
3 na Segao 3.11). Explique a similaridade, mostrando que a fun¬ 
gao logfstica dada pela Equagao 7 pode ser escrita como 

P(t) = |Ar[l + tgh(U'(r - c))] 

onde c = (In A)/k. Portanto, a fungao logfstica e apenas uma 
tangente hiperbolica transladada. 



Equagoes Lineares 


Uma equagao diferencial linear de primeira ordem e aquela que pode ser escrita na forma 

[Q £- + P(x)y = Q(x) 

onde P e Q sao fungoes contfnuas em um dado intervalo. Esse tipo de equagao ocorre fre- 
quentemente em varios ramos da ciencia, como veremos. 

Um exemplo de uma equagao linear e xy' + y = 2x porque, para r#0, esta pode ser 
escrita na forma 

~2~| y' + —y = 2 

— x 

Observe que essa equagao diferencial nao e separavel, porque e impossfvel fatorar a expres- 
sao para v' como uma fungao de x vezes uma fungao de v. Mas ainda podemos resolver a 
equagao observando que, pela Regra do Produto, 

xy' + y = (xy)' 

e assim podemos escrever a equagao como 

(xy)' = 2x 

Se integrarmos ambos os lados dessa equagao, obteremos 

xy = x + C ou y = x H- 


Se nos tivesse sido dada a equagao diferencial na forma da Equagao 2, terfamos de fazer uma 
etapa preliminar multiplicando cada lado da equagao por x. 

Ocorre que toda equagao diferencial linear de primeira ordem pode ser resolvida de uma 
maneira similar pela multiplicagao de ambos os lados da Equagao 1 por uma fungao ade- 
quada 7(x), chamada /ator integrante. Tentamos encontrar I de modo que o lado esquerdo da 
Equagao 1, quando multiplicado por 7(x), torna-se a derivada do produto 7(x)y: 
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A Figura 1 mostra os graficos de varios 
membros da famflia de solugoes no 
Exemplo 1. Observe que todos eles se 
aproximam de 2 quando x —» 


6 



T| I(x)(y' + P{x)y) = ( I(x)y )' 

Se pudermos encontrar tal fungao I, a Equagao 1 ficara 

U(x)y)' = Hx)Q(x) 

Integrando ambos os lados, teremos 

I{x)y = j" I(x) Q(x) dx + C 


de modo que a solugao sera 

j I{x) Q(x) dx + C 
Para encontrarmos esse /, expandimos a Equagao 3 e cancelamos termos: 

I(x)y' + I(x)P(x)y = (/(jr)_y) ' = I'(x)y + /( x)y' 
l(x) P(x) = l'(x) 

Esta e uma equacao separavel para /, que resolvemos como a seguir: 


m 


y(x) 


I(x) 


r dl 

j" P(x) dx 

— = 

J I 

In |/| = 

j P( x ) dx 

/ = 

Ael p(x)dx 


onde A = ±e c . Estamos procurando um fator de integra 5 ao particular, nao o mais geral; 
assim, tomamos A = 1 e usamos 

jjT] /(x) = e s pix)dx 

Entao, a formula para a solugao geral da Equaqao 1 e fornecida pela Equaqao 4, onde I e 
dado pela Equaqao 5. Em vez de memorizar essa formula, contudo, apenas lembramos a 
forma do fator integrante. 


Para resolver a equaqao diferencial linear y' + P(x)y = Q(x), multiplique ambos os 
lados pelo fator integrante !(x) = e- Fix) dx e integre ambos os lados. 


EXEMPLO 1 


Resolva a equa 5 ao diferencial 


dy_ 

dx 


+ 


3x 2 y = 6x 2 . 


SOLUQAO A equacao dada e linear porque ela tern a forma da Equacao 1 com P(x) = 3x 2 e 
Q(x) = 6x 2 . Um fator integrante e 

I(x) = e^ x2dx = e x 

Multiplicando ambos os lados da equacao diferencial por e x \ obtemos 


ou 



dx 


+ 3 x 2 e x 'y = 6x 2 e x3 
— ( e x, y ) = 6xV 3 


1,8 

Integrando ambos os lados teremos 

«" y -J 6A V*-2 «- + C 


FIGURA 1 


y = 2 + Ce~ x 
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EXEMPLO 2 


Encontre a solugao para o problema de valor inicial 

x 2 y' + xy = 1 x > 0 y(l) = 2 


SOLUQAO Devemos primeiro dividir ambos os lados pelo coeficiente de y' para colocar a 
equacao diferencial na forma padrao: 


1 1 

y H- y = — x > 0 

x x~ 


a 

O fator integrante e 

I(x) = e^ 1/x)dz = e ,nx = x 

A multiplicacao de ambos os lados da Equacao 6 por x fornece 


xy' + y = — ou (xy)' = — 

X X 


Entao, 


xy = f — dx = In x + C 
J x 


e, assim, 

Uma vez que y( 1 ) = 2, temos 


In x + C 


In 1 + C 

2 =-= C 

1 


Logo, a soluqao para o problema de valor inicial e 

In x + 2 

y = - 


EXEMPLO 3 


Resol vay' + 2xy = 1. 


SOLUQAO A equagao dada esta na forma padrao de uma equacao linear. Multiplicando pelo 
fator integrante 

e S 2xdx = e x2 

obtemos ou e xl y' + 2xe jl y = e x * 

ou (e xl y)' = e xl 

Portanto, e x2 y = j" e' 2 dx + C 

Lembre-se, da Segao 7.5, que f e x dx nao pode ser expressa em termos de fungoes elemen- 
tares. Apesar disso, e uma fungao perfeitamente boa e podemos deixar a resposta como 


y = e J e x ~ dx + Ce x2 
Outra maneira de escrever a solugao e 

y = e- x2 j*e ,2 dt + Ce ~ x2 

(Qualquer numero pode ser escolhido para o extremo inferior de integragao.) 


Aplicacao a Circuitos Eletricos 

Na Segao 9.2 consideramos o circuito eletrico simples, mostrado na Figura 4: uma forga ele- 
tromotriz (geralmente uma pilha ou gerador) produz uma voltagem de E(t) volts (V) e uma 
corrente de I(t) amperes (A) em um instante t. O circuito tambem possui um resistor com 
resistencia de R ohms (Q) e um indutor com indutancia de L henrys (H). 


A solugao do problema de valor inicial no 
Exemplo 2 e mostrada na Figura 2. 


5 



-5 

FIGURA 2 


Embora as solugoes da equagao diferencial no 
Exemplo 3 sejam expressas em termos de uma 
integral, elas ainda podem ser tragadas por um 
sistema de computagao algebrica (Figura 3). 


2,5 



-2,5 


FIGURA 3 
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R 



interrupter 


FIGURA4 


A equagao diferencial no Exemplo 4 e linear e 
separavel; assim, um metodo alternativo e 
resolve-la como uma equagao separavel 
(Exemplo 4 na Segao 9.3). Se trocarmos a pilha 
por um gerador, contudo, obteremos uma 
equagao que e linear, mas nao e separavel 
(Exemplo 5). 


A Figura 5 mostra como a corrente no Exemplo 
4 se aproxima de seu valor-limite. 


6 



FIGURA 5 


A Lei de Ohm calcula a queda na tensao devida ao resistor como RI. A queda da tensao 
por causa do indutor e L(dlldt). Uma das leis de Kirchhoff diz que a soma da queda de ten¬ 
sao e igual a voltagem fornecida E(t). Entao temos 


m 


dl . . 

L — + RI = E(t) 
dt 


EXEMPLO 4 


Suponha que no circuito simples da Figura 4 a resistencia seja 12 O e a indu- 
tancia seja 4 H. Se uma pilha fornecer uma voltagem constante de 60 V e o interruptor for 
fechado quando f = 0, entao a corrente comeca com 7(0) = 0. Encontre (a) 7(f), (b) a cor¬ 
rente depois de 1 s e (c) o valor-limite da corrente. 


S0LUQA0 

(a) Se colocarmos L = 4, R = 12 e E( 1 ) = 60 na Equacao 7, obteremos o problema de valor 
inicial 


dl 

4 — + 127 = 60 
dt 

dl 

— + 37= 15 
dt 


7(0) = 0 
7(0) = 0 


Multiplicando pelo fator integrante 3dt = e 3 ’, obtemos 

e 3 '— + 3e 3 '7 = 15e 3 ' 
dt 


— (e 3 '7) = 15e 3 ' 
dt 


•7-j 


e 3 '7= 15 e 3 'dt = 5e 3 ' + C 


7(f) = 5 + Ce~ 3 ' 

Como 7(0) = 0, temos 5 + C = 0, assim, C = — 5 e 

7(f) = 5(1 - e~ 3 ‘) 

(b) Depois de um segundo a corrente e 

7(1) = 5(1 - e~ 3 ) « 4,75 A 

(c) O valor-limite da corrente e dado por 

lim 7(f) = lim 5(1 — e~ 3 ’) = 5 — 5 lim e~ 3 ‘ = 5—0 = 5 

t — t—>™ t —>oo 

Suponha que a resistencia e a indutancia pcrmanccain as mesmas que no Exem¬ 
plo 4, mas, em vez de uma pilha, usaremos um gerador que produz uma voltagem variavel de 
E(t) = 60 sen 30f volts. Encontre 7(f). 

S0LUQA0 Desta vez a equa 5 ao diferencial torna-se 

dl dl 

4-1- 127 = 60 sen 30f ou-E 37 = 15 sen 30f 

dt dt 


O mesmo fator integrante e 3 ' fornece 
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Usando a Formula 98 da Tabela de Integrals, obtemos 

, e 3 ' 

e 3 7 = 15e 3 ' sen 30f dt = 15-(3 sen 30f - 30cos30f) + C 

J 909 

/ = ,( 1 , (sen 30f — 10 cos 30f) + Ce~ 3 ‘ 

Como 7(0) = 0, temos 

~m+C=0 

entao 7(f) = in (sen 30f — 10 cos 30f) + ni e_3< 


A Figura 6 mostra o grafico da corrente quando 
a pilha e trocada por um gerador. 


2 



-2 

FIGURA 6 



Exercicios 


1- Determine se a equagao diferencial e linear. 


1 . 

3. 


x — y = xy 

y' = I + I 

X V 


2. y' + xy 2 = Vx 
4. y sen x = x 2 y' — x 


Resolva a equagao diferencial. 

5. xy' — 2y = x 2 6. y' = x -F 5y 


7. y'=x-y 


8 . 4x 3 y + x 4 y' = sen 3 x 


9. xy' + y = tJx 


10. y' + y — sen(e') 


dy 

11. sen x ——F (cos x)y 
dx 


sen(x 2 ) 


12 . 


dy 

x — 
dx 


4y = xV 


, . du 

13. (1 + t) — ■ u — I ■ /, 
dt 


t > 0 


Q3 23 Uma equagao diferencial de Bernoulli (em homenagem a 
James Bernoulli) e uma equagao da forma 


dy_ 

dx 


+ P(x)y 


Q(x)y" 


Observe que, se n = 0 ou 1, a equagao de Bernoulli e linear. Para 
outros valores de n, mostre que a substituigao u = y l ~" trans¬ 
forma a equagao de Bernoulli na equagao linear 

- F (1 — n)P(x)u = (1 — n)Q(x) 

dx 

24-25 Use o metodo do Exercfcio 23 para resolver a equagao dife¬ 
rencial. 

2 y 3 

24. xy' + y = —xy 2 25. y' -t-y = —y- 

x x 


14. t In t - F r = te' 

dt 

15-20 Resolva o problema de valor inicial. 

15. x 2 _y' + 2xy = Inx, y(l) = 2 

, dy ~ 

16. t ——F 3rv = cos t, y(7r) = 0 

dt 

du . 

17. t — = t 2 + 3 u, t > 0, «(2) = 4 

dt 

18. 2xy' + y = 6x, x > 0, y(4) = 20 

19. xy' = y + x 2 senx, y(Tr) = 0 

, dy 

20. (x 2 + l)-r-+ 3x(y - 1) = 0, yfO) = 2 


26. Resolva a equagao de segunda ordemxy" + 2y' = 12x 2 por meio 
da substituigao u = y'. 

27. No circuito apresentado na Figura 4, uma pilha fomece uma vol- 
tagem constante de 40 V, a indutancia e 2 H, a resistencia e 10 
ft e 7(0) = 0. 

(a) Encontre I(t). 

(b) Calcule a corrente depois de 0,1 s. 

28. No circuito mostrado na Figura 4, um gerador fornece uma vol- 
tagem de E(t) = 40 sen 60 1 volts, a indutancia e 1 H, a resisten¬ 
cia e 20 a e 7(0) = 1 A. 

(a) Encontre I(t). 

(b) Calcule a corrente depois de 0,1 s. 

(c) Use uma ferramenta grafica para desenhar o grafico da fungao 
corrente. 


21-22 Resolva a equagao diferencial e use uma calculadora grafica 
ou um computador para tragar varios membros da famflia de solu- 
goes. Como a curva solugao muda quando C varia? 

21. xy' + 2y = e? 22. xy' = x 2 + 2y 


29. A figura mostra um circuito contendo uma forga eletromotriz, 
um capacitor com capacitancia de C farads (F) e um resistor com 
uma resistencia de R de ohms (fl). A queda de voltagem no ca¬ 
pacitor e QIC, onde Q e a carga (em coulombs); nesse caso, a Lei 
de Kirchhoff fornece 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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RI + ^ = E(t) 

Mas I = dQ/dt (veja o Exemplo 3, na Segao 3.7), assim, temos 
dQ 1 

s ^ + c e ^ (,) 


Suponha que a resistencia seja 5 fl e a capacitancia, 0,05 F; que 
a pilha fomega uma voltagem constante de 60 V e que a carga ini¬ 
tial seja 2(0) = 0 C. Encontre a carga e a corrente no instante t. 


35. Um objeto de massa m e solto a partir do repouso e presumimos 
que a resistencia do ar seja proporcional a velocidade do objeto. 
Se s(t) for a distancia percorrida depois de t segundos, entao a 
velocidade 6 v — s'(t ) e a aceleragao e a = v\t). Se g for a ace¬ 
leragao da gravidade, entao a forga para baixo no objeto e 
mg — cv, onde c e uma constante positiva, e a Segunda Lei de 
Newton fornece 

dv 

m — = mg — cv 
dt 

(a) Resolva essa equagao linear para mostrar que 



C 

Ih 


R 


30. No circuito do Exerclcio 29, R = 2 fl, C = 0,01 F, 2(0) = 0 e 
E(t ) =10 sen 60/. Calcule a carga e a corrente no instante /. 

31. Seja P(t) o nlvel de desempenho de alguem aprendendo uma ha- 
bilidade como uma fungao do tempo de treinamento /. O grafico 
de P e chamado curva de aprendizagem. No Exerclcio 15 na 
Segao 9.1 propusemos a equagao diferencial 

dP r 

— = k[M - P(t)] 

dt 

como um modelo razoavel para a aprendizagem, onde k e uma 
constante positiva. Resolva essa equagao diferencial linear e use 
sua solugao para tragar a curva de aprendizagem. 

32. Dois novos trabalhadores foram contratados para uma linha de 
montagem. Joao processou 25 unidades durante a primeira hora 
e 45 unidades durante a segunda. Marcos processou 35 unidades 
durante a primeira hora e 50 unidades na segunda. Usando o mo¬ 
delo do Exerclcio 31 e assumindo que P( 0) = 0, estime o nu- 
mero maximo de unidades por hora que cada trabalhador e capaz 
de processar. 

33. Na Segao 9.3 analisamos os problemas de misturas nos quais o 
volume de fluido permanecia constante e vimos que estes for- 
necem equagoes separaveis (veja o Exemplo 6 naquela segao). 
Se as taxas de entrada e de salda do sistema forem diferentes, 
entao o volume nao e constante e a equagao diferencial resul- 
tante e linear, mas nao separavel. 

Um tanque content 100 L de agua. Uma solugao com uma 
concentragao salina de 0,4 kg/L e adicionada a taxa de 5 L/min. 
A solugao e mantida misturada e e retirada do tanque na taxa de 
3 L/min. Se y(t) e a quantidade de sal (quilogramas) apos / mi- 
nutos, mostre que y satisfaz a equagao diferencial 

d y = 2 ~ 3 L 

dt 100 + 2/ 

Resolva essa equagao e calcule a concentragao depois de 20 mi- 
nutos. 

34. Um tanque com capacidade de 400 L esta cheio com uma 
mistura de agua e cloro com concentragao de 0,05 g de cloro 
por litre. Para poder reduzir a concentragao de cloro, agua doce 
e bombeada para o tanque na taxa de 4 L/s. A mistura e 
agitada e bombeada para fora era uma taxa de 10 L/s. Encontre 
a quantidade de cloro no tanque como uma fungao de tempo. 



- e~ c,/m ) 


(b) Qual e a velocidade-limite? 

(c) Calcule a distancia que o objeto caiu depois de t segundos. 

36. Se ignorarmos a resistencia do ar, poderemos concluir que os 

objetos mais pesados nao caem mais rapido que objetos mais 
leves. Mas, se considerarmos a resistencia do ar, nossa conclu- 
sao muda. Use a expressao para a velocidade de queda de um ob¬ 
jeto no Exerclcio 35(a) para calcular dvldrn e mostrar que os 
objetos mais pesados caem mais rapido que os mais leves. 


37. (a) Mostre que a substituigao z = 1 IP transforma a equagao di¬ 
ferencial loglsticaP' = kP( 1 — P/M) na equagao diferencial 
linear 


z' + kz = — 
M 


(b) Resolva a equagao diferencial no item (a) para encontrar uma 
expressao para P(t). Compare com a Equagao 9.4.7. 


38. Para considerarmos a variagao sazonal na equagao diferencial 
podemos permitir que k e M sejam as fungoes de /: 


dP 

dt 


k(t)P\ 1 



(a) Verifique se a substituigao z — 1/P transforma essa equagao 
na equagao linear 


~r + k(t)z 
at 


k(t) 

M(t) 


(b) Escreva uma expressao para a solugao da equagao linear no 
item (a) e use-a para mostrar que se a capacidade de suporte 
M for constante, entao 


P(t) = 


M 

1 + CMe~' mdt 


Deduza que se L° k(t) dt = oo, entao P(t) = M. [Isso 

sera comprovado se k{t) = fc 0 + a cos bt com k a > 0, que des- 
creve uma taxa de crescimento intrlnseco positiva com uma va¬ 
riagao sazonal periodica.] 

(c) Se k 6 constante, mas M varia, mostre que 


ke ks 

Z(t) = e-*fc£-ds + Ce-*' 

e utilize a Regra de P Hospital para decidir que se M(t ) tern um 
limite quando t —> oo, entao P(t) tern o mesmo limite. 
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Sistemas Predador-Presa 


Consideramos diversos modelos para o crescimento de uma unica especie que vive sozinha 
em um ambiente. Nesta segao estudaremos os modelos mais realistas, que levam em consi- 
deragao a interagao de duas especies no mesmo ambiente. Veremos que esses modelos 
tomam a forma de um par de equagoes diferenciais acopladas. 

Primeiro levaremos em conta a situagao na qual uma especie, chamada presa, tem um 
amplo suprimento alimentar e a segunda especie, denominada predador, se alimenta da 
presa. Exemplos de presa e predador incluem coelhos e lobos em uma floresta isolada, pei- 
xes e tubaroes, pulgoes e joaninhas e bacterias e amebas. Nosso modelo tera duas variaveis 
dependentes e ambas serao fungoes do tempo. Seja C(t) o numero de presas (usando C de 
coelhos) e L{t) o numero de predadores (com L de lobos) no instante t. 

Na ausencia de predadores, o amplo suprimento de alimentos suportaria o crescimento 
exponencial de presas, isto e, 

dC 

-= kC onde k e uma constante positiva 

dt 

Na ausencia de presas, assumimos que a populagao de predadores declinaria a uma taxa pro- 
porcional a ela mesma, isto e, 

dL 

- = —rL onde r e uma constante positiva 

dt 


Com ambas as especies presentes, contudo, supomos que a causa principal de morte entre as 
presas seja serem comidas por predadores, e as taxas de natalidade e sobrevivencia dos pre¬ 
dadores dependam da disponibilidade de comida, ou seja, as presas. Tambem supomos que 
as duas especies se encontrem a uma taxa que e proporcional a ambas as populagoes e e, por- 
tanto, proporcional ao produto CL. (Quanto mais houver de cada populagao, mais encontros 
serao possiveis.) Um sistema de duas equagoes diferenciais que incorpora essas hipoteses e 
como a seguir: 

dC dL 

Pf] -= kC — aCL -= — rL + bCL 

1 — 1 dt dt 

onde k, r, a e b sao constantes positivas. Observe que o termo —aCL diminui a taxa natural 
de crescimento das presas e o termo bCL aumenta a taxa de crescimento natural dos preda¬ 
dores. 

As equagoes em |T| sao conhecidas como equagoes predador-presa, ou equagoes de 
Lotka-Volterra. Uma solugao desse sistema de equagoes e um par de fungoes C(t) e L(t), 
que descreve as populagoes de presas e predadores como fungoes do tempo. Como o siste¬ 
ma e acoplado (C e L ocorrem em ambas as equagoes), nao podemos resolver uma equagao 
e depois a outra: temos de resolve-las de maneira simultanea. Infelizmente, porem, em geral 
e impossfvel encontrar formulas explicitas para C e L como fungoes de t. Podemos, contudo, 
usar metodos graficos para analisar as equagoes. 


L representa o predador. 
C representa a presa. 


As equagoes de Lotka-Volterra foram 
propostas como um modelo para explicar 
as variagoes de tubaroes e peixes no mar 
Adriatico pelo matematico italiano Vito 
Volterra (1860-1940). 


Suponha que as populagoes de coelhos e lobos sejam descritas pelas equagoes de 
Lotka-Volterra |T] com k = 0,08, a = 0,001, r = 0,02 e b = 0,00002. O tempo t e medido em 
meses. 

(a) Encontre as solugoes constantes (chamadas solugoes de equilfbrio) e interprete a res- 
posta. 

(b) Use o sistema de equagoes diferenciais para encontrar uma expressao para dL/dC. 

(c) Desenhe um campo de diregoes para a equagao diferencial resultante no piano CL. Entao, 
use o campo de diregoes para esbogar algumas curvas solugao. 

(d) Suponha que, em algum instante no tempo, existam 1 000 coelhos e 40 lobos. Desenhe 
a curva solugao correspondente e use-a para descrever as mudangas em ambos os niveis de 
populagao. 

(e) Use a parte (d) para fazer esbogos de CeL como fungoes de t. 
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SOLUQAO 

(a) Com os valores dados de k, a, r e b, as equacoes de Lotka-Volterra se tornam 

— = 0,08 R - 0.001 CL 
dt 


— = —0,02L + 0,00002CL 
dt 

Tanto C e L serao constantes se ambas as derivadas forem 0, isto e, 

C' = C(0,08 - 0,001L) = 0 
L' = L(- 0,02 + 0,00002C) = 0 

Uma solugao e dada por C = 0 e L = 0. (Isso faz sentido: se nao existirem coelhos ou lobos, 
as populates nao vao aumentar.) A outra solugao constante e 


0,08 

0,001 


80 


0,02 

0,00002 


= 1 000 


Assim, as populates de equillbrio consistem em 80 lobos e 1.000 coelhos. Isso significa que 
1.000 coelhos sao o suficiente para suportar uma populagao constante de 80 lobos. Nao exis¬ 
tent muitos lobos (o que resultaria em menos coelhos) nem poucos lobos (o que resultaria 
em mais coelhos). 

(b) Usamos a Regra da Cadeia para eliminar t: 

dL dL dC 
dt dC dt 


Entao 


dL 

dL _ dt _ —0,02L + 0,00002CL 
~dR ~ ~dc[ ~ 0,08C - 0,001 CL 

dt 


(c) Se pensarmos em L como uma funcao de C, teremos a equagao diferencial 

dL _ -0,02 L + 0,00002CL 
~dC ~ 0,08C - 0,001 CL 


Desenhamos o campo de diregoes para essa equagao diferencial na Figura 1 e o usamos para 
esbogar varias curvas solugao na Figura 2. Se nos movermos ao longo de uma curva solugao, 
veremos como a relagao entre C e L muda com o passar do tempo. Observe que as curvas 
parecem ser fechadas no sentido de que, se viajamos ao longo de uma curva, sempre retor- 
namos ao mesmo ponto. Observe tambem que o ponto (1 000, 80) esta dentro de todas as 
curvas solugao. Esse ponto e denominado ponto de equilibria, porque corresponde a solugao 
de equillbrio C = 1 000, L = 80. 



FIGURA 1 Campo de diregoes para o sistema predador-presa 


FIGURA 2 Retrato de fase do sistema 
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Quando representamos as solucoes de um sistema de cquacoes diferenciais como na 
Figura 2, referimo-nos ao piano CL como o piano de fase e chamamos as curvas solugao de 
trajetorias de fase. Assim, uma trajetoria de fase e um caminho tracado pelas solucoes (C, 
L) com o passar do tempo. Um retrato de fase consiste em pontos de equilfbrio e trajetorias 
de fase tipicas, como mostrado na Figura 2. 

(d) Comecar com 1 000 coelhos e 40 lobos corresponde a desenhar a curva solugao no ponto 
Fo(l 000, 40). A Figura 3 mostra essa trajetoria de fase com o campo de diregoes removido. 
Comecando no instante Po no tempo t = 0 e deixando t aumentar, movemo-nos no sentido 
horario ou no anti-horario ao redor da trajetoria de fase? Se colocarmos C = 1 000 e L = 40 
na primeira equagao diferencial, teremos 


dC 

dt 


= 0,08(1 000) - 0,001(1 000) (40) = 80 - 40 = 40 


Como dC/dt > 0, conclufmos que C esta aumentando em Po e assim nos movemos no sen¬ 
tido anti-horario ao longo da trajetoria de fase. 



Vemos que em Po nao existem lobos suficientes para manter um equilibrio entre as popu¬ 
lates; dessa forma, a populagao de coelhos aumenta. Isso resulta em mais lobos e even- 
tualmente existem tantos lobos que os coelhos tem dificuldade para evita-los. Assim, o 
numero de coelhos comega a declinar (em Pi, onde estimamos que C atinja a populagao 
maxima ao redor de 2.800). Isso significa que algum tempo depois a populagao de lobos 
comega a cair (em P 2 , onde C = 1 000 et~ 140). Mas isso benehcia os coelhos; portanto, 
sua populagao depois comega a aumentar (em P3, onde L = 80 e C ~ 210). Como conse- 
quencia, a populagao de lobos eventualmente comega a aumentar tambem. Isso acontece 
quando as populagoes retornam a seus valores iniciais de C = 1 000 e L = 40 e o ciclo intei- 
ro comega novamente. 

(e) Da descrigao no item (d) de como as populagoes de coelhos e lobos aumentam e dimi- 
nuem, podemos esbogar os graficos de C(t) e L(t). Suponha que os pontos Pi, Pi e P3 na 
Figura 3 sejam alcangados nos instantes U, h e I3. Entao podemos esbogar os graficos de C e 
L como na Figura 4. 


FIGURA 3 

Trajetoria da fase em (1.000, 40) 




FIGURA 4 Graficos das populagoes de coelhos e lobos como fungao do tempo 
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No Module 9.6 voce pode alterar 
os coeficientes nas equagoes de Lotka- 
-Volterra e observar as mudangas 
resultantes na trajetoria de fase e nos 


Para tornarmos os graficos mais faceis de comparar, os desenhamos nos mesmos eixos, mas 
com escalas diferentes para C e L, como na Figura 5. Observe que os coelhos atingem sua 
populagao maxima cerca de um quarto de ciclo antes dos lobos. 



Uma parte importante do processo de modelagem, como discutimos na Segao 1.2, e in¬ 
terpretar nossas conclusoes matematicas como previsoes do mundo real e testar as previsoes 
com dados reais. A Hudson’s Bay Company, que comegou a comercializar peles de animais 
no Canada em 1670, mantem registros que datam de 1840. A Figura 6 mostra os graficos do 
numero de peles de coelho e seu predador, o lobo canadense, comercializadas pela empresa 
ha 90 anos. Voce pode ver que as oscilaqoes acopladas na populagao de lebres e linces, pre¬ 
vista pelo modelo de Lotka-Volterra, realmente ocorrem e o perfodo desses ciclos e de apro- 
ximadamente dez anos. 


FIGURA 6 

A abundancia relativa de 
coelhos e lobos dos registros 
da Hudson’s Bay Company 



Embora o modelo relativamente simples de Lotka-Volterra tivesse algum sucesso em 
explicar e prever as populacoes acopladas, modelos mais sofisticados tambem tem sido pro- 
postos. Uma maneira de modificar as equagoes de Lotka-Volterra e supor que, na ausencia 
de predadores, a presa cresca de acordo com um modelo loglstico com capacidade de supor- 
te M. Entao as equagoes de Lotka-Volterra |T] sao substitufdas pelo sistema de equacoes dife- 
renciais 


dC / C 

- = kC 1 - 

dt \ M 


aCL 


— = — rL + bCL 
dt 


Esse modelo e investigado nos Exerclcios 11 e 12. 

Tambem tem sido propostos modelos para descrever e prever mveis de popula 5 ao de duas 
especies que competem pelos mesmos recursos ou cooperam por beneffcios mutuos. Esses 
modelos serao explorados nos Exerclcios 2-4. 
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Exercicios 


1. Para cada sistema predador-presa, determine qual das variaveis, 
* ou y, representa a popula§ao de presas e qual representa a po- 
pula§ao de predadores. O crescimento das presas e restrito ape- 
nas pelos predadores ou por outros fatores tambem? Os 
predadores alimentam-se apenas das presas ou eles tem outras 
fontes de alimentagao? Explique. 

(a) —- = — 0,05* + 0,000 Ixy 
dt 

dy 

—f = 0,ly - 0,005*3* 
dt 


(b) 


dx 

dt 


dy 

dt 


0,2x — 0.0002* 2 — 0 , 006 * 3 * 
-0,015 v + 0 , 00008 * 3 * 


2. Cada sistema de equagoes diferenciais e um modelo para duas 
especies que competem pelas mesmas fontes ou cooperam por 
mutuo beneflcio (plantas em floraqao e insetos polinizadores, 
por exemplo). Decida se cada sistema descreve competi^ao ou 
coopera§ao e explique por que este e um modelo razoavel. (Per- 
gunte-se qual e o efeito que o aumento de uma das especies tem 
na taxa de crescimento da outra.) 


(a) 


dx 

dt 


dy 


(b) 


dt 

dx 

dt 

dy_ 

dt 


0,12* - 0,0006* 2 + 0,0000 Ixy 
0,08* + 0,00004*y 

0,15* - 0,0002* 2 - 0,0006*;y 
0,2y - 0,00008v 2 - 0 , 0002 * 3 * 


3. 


O sistema de equates diferenciais 

^-= 0,5* - 0,0004* 2 - 0,00 l*y 
dt 


dy 

dt 


OAy 


0,001/ - 0,002*y 


e um modelo para as populates de duas especies. 

(a) O modelo descreve cooperaijao, ou competi§ao, ou uma rela- 
jao predador-presa? 

(b) Encontre as solu^oes de equilfbrio e explique seu signifi- 
cado. 

4. Moscas, sapos e crocodilos coexistem em um ambiente. Para so- 
breviver, os sapos precisam comer as moscas e os crocodilos 
precisam comer os sapos. Na ausencia de sapos, a popula§ao de 


moscas crescera exponencialmente e a populagao de crocodilos 
diminuira exponencialmente. Na ausencia de crocodilos e mos¬ 
cas, a populaijao de sapos diminuira exponencialmente. Se P(t), 
Q{t) e R(t) representam as populates dessas tres especies no 
instante t , escreva um sistema de equates diferenciais como um 
modelo para sua evolu^ao. Se as constantes em sua equa§ao sao 
positivas, explique por que voce usou sinais de mais ou de 
menos. 

Uma trajetoria de fase e mostrada para as populates de coe- 
lhos (C) e raposas (R). 

(a) Descreva como cada populagao muda com o passar do tempo. 

(b) Use sua descriqao para fazer um esbo^o grosseiro dos grafi- 
cos deCel? como fungoes do tempo. 




7- 8 Os graficos de populates de duas especies sao ilustrados. 
Use-os para esbogar a trajetoria de fase correspondente. 


: E necessario usar um sistema de computacao algebrica 


1. As Homework Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 
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9. No Exemplo 1(b) mostramos que as populates de coelhos e 
lobos satisfazem a equagao diferencial 

dL _ —0,02L + 0,00002CL 
~dC ~ 0,08C - 0,001 CL 

Resolvendo essa equagao diferencial separavel, mostre que 

QO.Olj^ 0,08 
0,00002Cg 0.001Z. _ ( 

onde C e uma constante. 

E impossfvel resolver essa equagao para L como uma fungao 
explicita de C (ou vice-versa). Se voce tiver um sistema de com- 
putagao algebrica que trace curvas definidas implicitamente, use 
essa equagao e seu SCA para desenhar a curva solugao que 
passa pelo ponto (1 000, 40) e compare com a Figura 3. 

10. As populagoes de pulgoes e joaninhas sao modeladas pelas 
equagoes 


J k 


400- 

300- 

200 - 

100 - 



/ / / ✓--^-vn.NSS\\\\S\S 

I ///'*-' — -»'s,NN N\\\\\ \ \\\ 


\ \ \. s. ->- ssss/////// 



5.000 1.0000 15.000 P 


(d) Suponha que no instante t = 0 existam 1 000 pulgoes e 200 
joaninhas. Desenhe a trajetoria de fase correspondente e use- 
-a para descrever como ambas as populagoes variant. 

(e) Use o item (d) para fazer esbogos das populagoes de pulgoes 
e joaninhas como fungoes de t. De que modo esses graficos es- 
tao relacionados? 

11 No Exemplo 1 usamos as equagoes de Lotka-Volterra para mo- 
delar as populagoes de coelhos e lobos. Vamos modificar aque- 
las equagoes como a seguir: 

d C 

— = 0,08C(1 - 0.0002C) - 0,001 CL 
dt 

dL 

— = — 0,02L + 0,00002CL 
dt 

(a) De acordo com essas equagoes, o que acontece a populagao 
de coelhos na ausencia dos lobos? 

(b) Calcule as solugoes de equilibrio e explique seus significados. 

(c) A figura mostra a trajetoria de fase que cornega no ponto 
(1 000, 40). Descreva o que acabara ocorrendo com as popu¬ 
lagoes de coelhos e lobos. 



-= 2 P - 0,01P7 

dt 

dJ 


— = -0,5 J + 0,000 IPJ 
dt 


12 . 


(a) Calcule as solugoes de equilibrio e explique seu significado. 

(b) Encontre uma expressao para dJ/dP. 

(c) O campo de diregoes para a equagao diferencial no item (b) e 
mostrado. Use-o para esbogar um retrato de fase. O que as tra- 
jetorias de fase tem em comum? 


(d) Esboce os graficos das populagoes de coelhos e lobos como 
fungoes do tempo. 

No Exercfcio 10, modelamos populagoes de pulgoes e joaninhas 
com um sistema Lotka-Volterra. Suponha que modifiquemos 
aquelas equagoes como a seguir: 

dP 

— = 2 P(i - 0,000 ip) - o.o ipy 

dt 


dJ 

— = —0,57 + 0,000ipy 

dt 
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(a) Na ausencia de joaninhas, o que o modelo preve sobre os pulgoes? 

(b) Encontre as solugoes de equilfbrio. 

(c) Encontre uma expressao para dJ/dP. 

(d) Use um sistema de computagao algebrica para desenhar um 
campo de diregoes para a equagao diferencial no item (c). En¬ 
tao, use o campo de diregoes para esbogar um retrato de fase. 
O que as trajetorias de fase tem em comum? 


(e) Suponha que no instante t = 0 existam 1.000 pulgoes e 200 
joaninhas. Desenhe a trajetoria de fase correspondente e use- 
-a para descrever como ambas as populagoes variam. 

(f) Use o item (e) para fazer esbogos das populagoes de pulgoes 
e joaninhas como fungoes de t. De que modo esses graficos es- 
tao relacionados? 


Revisao 

Verificacao de Conceitos 


1. (a) O que e uma equagao diferencial? 

(b) O que e a ordern de uma equagao diferencial? 

(c) O que e uma condigao inicial? 

2. O que voce pode dizer sobre as solugoes da equagao 
y' = Jt 2 + y 1 apenas olhando para a equagao diferencial? 

3. O que e um campo de diregoes para a equagao diferencial 
y'=F(x,y)l 

4. Explique como o metodo de Euler funciona. 

5 O que e uma equagao diferencial separavel? Como voce a re¬ 
solve? 

6. O que e uma equagao diferencial linear de primeira ordem? 
Como voce a resolve? 


7. (a) Escreva a equagao diferencial que expresse a lei de cresci- 
mento natural. O que ela diz em termos da taxa de crescimento 
relativo? 

(b) Sob quais circunstancias este e um modelo apropriado para 
o crescimento populacional? 

(c) Quais sao as solugoes dessa equagao? 

8 . (a) Escreva a equagao logfstica. 

(b) Sob quais circunstancias este e um modelo apropriado para 
o crescimento populacional? 

9. (a) Escreva equagoes de Lotka-Volterra para modelar popula¬ 
goes de peixes (P) e tubaroes (T). 

(b) O que essas equagoes dizem sobre cada populagao na au¬ 
sencia da outra? 


Teste - Verdadeiro ou Falso 


Determine se a afirmagao e falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique 
por que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que mostre que 
e falsa. 

1. Todas as solugoes da equagao diferencial y' = — 1 — y 4 sao fun- 
goes decrescentes. 

2. A fungao/(jf) = (In x)/x e uma solugao da equagao diferencial 
xry’ + xy — 1. 

3. A equagao y' = x + y e separavel. 


4. A equagao y' = 3y — 2x + 6xy — 1 e separavel. 

5. A equagao e x y' = y e linear. 

6. A equagao y' + xy = e- v e linear. 

7. Se y for a solugao do problema de valor inicial 


£-*H) y<0,=1 


entao \im t ^«,y = 5. 


Exercicios 


1. (a) Um campo de diregoes para a equagao diferencial 

y' = y(y — 2)(v> — 4) e mostrado. Esboce os graficos das so¬ 
lugoes que satisfazem as condigdes iniciais dadas. 

(i) >'(0) = - 0,3 (ii) y(0) = 1 

(iii) v(0) = 3 (iv) y(0) = 4,3 

(b) Se a condigao inicial for y(0) = c, para quais valores de c o 
lim y(t) e finito? Quais sao as solugoes de equilfbrio? 


y 

6 


4 

2 


/////// 

/////// 


\ \ \ \ \ 
\ \ \ s \ 


\ \ \ 


\ \ N 


2. (a) Esboce um campo de diregoes para a equagao diferencial 

y' — xty. Entao, use-o para esbogar as quatro solugoes que sa¬ 
tisfazem as condigoes iniciais y(0) = 1 , _y(0) = — 1 , 
y(2) = 1 ey(—2) = 1. 

(b) Verifique seu trabalho no item (a) resolvendo a equagao 
diferencial explicitamente. Que tipo de curva e cada curva 
solugao? 

3. (a) Um campo de diregoes para a equagao diferencial 

y' = x 2 — y 2 e mostrado. Esboce a solugao do problema de 
valor inicial 

y' =x 2 - y 2 y(0) = 1 
Use seu grafico para estimar o valor de y(0,3). 


x 
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4. 


y 

3 



- ' ' ' i -i-3 - ' ' ' ' ' - 

(b) Use o metodo de Euler com passo 0,1 para estimar y(0,3), 
onde y(x) e a solugao do problema de valor inicial no item (a). 
Compare com sua estimativa da parte (a). 


(c) Em que retas estao localizados os centros dos segmentos de 
reta horizontais do campo de diregoes da parte (a)? O que 
acontece quando uma curva solugao intercepta essas retas? 

(a) Use o metodo de Euler com o passo 0,2 para estimar y(0,4), 
onde y{x ) e a solugao do problema de valor inicial 
y' = Zry 2 y(0) = 1 


(b) Repita a parte (a) com passo 0,1. 

(c) Encontre a solugao exata da equagao diferencial e compare 
com o valor em 0,4 com as aproximagoes nas partes (a) e (b). 


5-8 Resolva a equagao diferencial. 


y' = xe senx — y cos x 

dx 

6. — = 1 — t + x — tx 

dt 

2ye yl y' = 2x + 3a/v 

8. tdy' — y = 2x 3 e~ Vx 


9-11 Resolva o problema de valor inicial. 
dr 

9. — + 2 tr = r r(0) = 5 
dt 

10 . (1 + cosx)y' = (1 + e~ v )sen.r y(0) = 0 

11 . xy' — y = x In x, y(l) = 2 

12. Resolva o problema de valor inicial y' = 3x 2 e y , y(0) = 1 e 
trace a solugao. 

13-1 Encontre as trajetorias ortogonais da famflia de curvas. 


13. y = ke x 14. y = 

15. (a) Escreva a solugao do problema de valor inicial 

dP l p \ 

-= 0,lH 1- P(0) = 100 

dt V 2 000 / 

e use-a para encontrar a populagao quando t = 20. 

(b) Quando a populagao atinge 1 200? 

16. (a) A populagao mundial era de 5,28 bilhoes em 1990 e 6,07 bi¬ 

lhoes em 2000. Encontre um modelo exponencial para esses 
dados e use-o para prever a populagao mundial no ano 2020. 

(b) De acordo com o modelo no item (a), quando a populagao 
mundial excedera 10 bilhoes? 

(c) Use os dados no item (a) para encontrar um modelo loglstico 
para a populagao. Considere uma capacidade de suporte de 
100 bilhoes. Entao use o modelo loglstico para prever a po¬ 
pulagao em 2020. 

Compare com sua previsao do modelo exponencial. 


(d) De acordo com o modelo loglstico, quando a populagao mun¬ 
dial excedera 10 bilhoes? Compare com suas provisoes no 
item (b). 

17. O modelo de crescimento de Von Bertalanffy e usado para pre¬ 
ver o comprimento L(t) de um peixe em um perlodo de tempo. 
Se Leo for o maior comprimento para uma especie, entao a hipo- 
tese e que a taxa de crescimento do comprimento seja propor- 
cional a L m — L, o comprimento que o peixe ainda pode crescer. 

(a) Formule e resolva uma equagao diferencial para encontrar uma 
expressao para L(t). 

(b) Para o hadoque do Mar do Norte foi determinado que 
Loo = 53 cm, L(0) = 10 cm e a constante de proporcionalidade 
e 0,2. Em que a expressao para L(t) toma-se com esses dados? 

18. Um tanque content 100 L de agua pura. Agua salgada contendo 
0,1 kg de sal por litro entra no tanque a uma taxa de 10 L/min. 
A solugao e agitada e retirada do tanque na mesma taxa. Quanto 
sal permanece no tanque depois de seis minutos? 

19. Um modelo para a propagagao de uma epidemia e que a taxa de 
propagagao e proporcional ao numero de pessoas infectadas e 
ao numero de pessoas nao infectadas. Em uma cidade isolada 
de 5 000 habitantes, 160 pessoas tern uma doenga no comego da 
semana e 1.200, no fim da semana. Quanto tempo levara para 
80% da populagao se contaminar? 

20. A Lei de Brentano-Stevens em psicologia modela a maneira 
como um objeto de estudo reage a um estlmulo. Ela estabelece 
que, se R representar a reagao a quantidade S de estlmulo, entao 
as taxas relativas de aumento sao proporcionais: 

1 dR _ k_ dS_ 

R dt S dt 

onde k e uma constante positiva. Encontre R como uma fungao 
de 5. 

21. O transport® de uma substancia atraves de uma parede capilar na 
fisiologia pulmonar tern sido modelado pela equagao diferencial 

dh _ R l h \ 
dt ~ V\k + h) 

onde he a concentragao de hormonio na corrente sangulnea, t e 
o tempo. Re a taxa maxima de transporte, V e o volume do ca¬ 
pilar eke a constante positiva que mede a afinidade entre os hor- 
rnonios e as enzimas que auxiliam o processo. Resolva essa 
equagao diferencial para encontrar uma relagao entre h e t. 

22 As populagoes de passaros e insetos sao modeladas pelas equa- 
goes 

—- = 0,4jc — 0,002xv 
dt 

dy 

-j- = — 0,2y + 0,000008xy 

(a) Quais das variaveis, x ou y, representa a populagao de passa¬ 
ros e qual representa a populagao de insetos? Explique. 

(b) Encontre as solugoes de equillbrio e explique seu significado. 

(c) Encontre uma expressao para dy/dx. 

(d) O campo de diregoes para a equagao diferencial no item (c) e 
mostrado. Use-o para esbogar a trajetoria de fase correspon- 
dente as populagoes iniciais de 100 passaros e 40.000 insetos. 
A seguir, use a trajetoria de fase para descrever como ambas 
as populagoes variant. 
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(e) Use a parte (d) para fazer esbogos das populagoes de passa- 
ros e insetos corno fungoes do tempo. De que modo esses gra- 
ficos estao relacionados? 

23. Suponha que o modelo do Exercfcio 22 seja trocado pelas equa- 
goes 

— = 0,4* (1 - 0,000005.x) - 0,002xy 
at 

dy 

— = — 0,2>' + 0,000008*? 
dt 


(d) Esboce os graficos das populagoes de passaros e insetos corno 
fungoes do tempo. 

Barbara tern 60 kg e esta em uma dieta de 1.600 calorias por dia, 
das quais 850 sao usadas diretamente pelo metabolismo basal. 
Ela gasta cerca de 15 cal/kg/dia vezes seu peso fazendo exercf- 
cios. Se 1 kg de gordura tiver 10.000 cal e assumirmos que a re- 
serva de calorias na forma de gordura seja 100% eficiente, 
formule uma equagao diferencial e resolva-a para encontrar a 
massa dela em fungao do tempo. A massa de Barbara eventual- 
mente se aproxima de uma massa de equilfbrio? 

25. Quando um cabo flexfvel de densidade uniforme e suspenso 
entre dois pontos fixos e fica pendurado a merce de seu proprio 
peso, a format = /(*) do cabo satisfaz uma equagao diferencial 
do tipo 



onde k e uma constante positiva. Considere o cabo mostrado na 
figura. 

(a) Seja z = dy/dx na equagao diferencial. Resolva a equagao di¬ 
ferencial de primeira ordem (em z) e depois integre para en¬ 
contrar y. 

(b) Determine o comprimento do cabo. 


(a) De acordo com essas equagoes, o que acontece a populagao 
de insetos na ausencia dos passaros? 

(b) Encontre as solugoes de equilfbrio e explique seu significado. 

(c) A figura mostra a trajetoria de fase que comega com 100 pas¬ 
saros e 40.000 insetos. Descreva o que ocorre eventualmente 
com as populagoes de passaros e insetos. 













572 


CALCULO 



Problemas Quentes 


1. Encontre todas as fungoes/tais que/' e contmua e 


(/Ml 2 = 100 + £ {[/(t)] 2 + [fW 2 } dt para todo x. 

2. Um estudante esqueceu a Regra do Produto para a derivada e cometeu o erro de pensar que 
(fg)' — f ' g' . Contudo, ele teve sorte e obteve a resposta certa. A fungao/que ele usou era 
/( x) = e x e o domfnio de seu problema era o intervalo ( 2 , °°). Qual era a fungao g! 

3. Seja/uma fungao com a propriedade de que/(0) = l,/'(0) = 1 e/(a + b) —f{a)f(b) para todos 
os numeros reais a e b. Mostre que/'(.ic) — fix) para todo x e deduza que/(.t) = e x . 

4. Encontre todas as fungoes/que satisfazem a equagao 


(jf(x)dx^jj^dx^ = -l 

5. Encontre a curvay — fix) tal que/(jc) ^ 0,/(0) = 0,/(l) = 1 e tal que a area sob o grafico/de 0 
a x seja proporcional a in + l)-esima potencia d ef(x). 

6. Uma subtangente e uma parte do eixo x que flea diretamente abaixo do segmento de uma reta tan- 
gente do ponto de contato ao eixo x. Encontre curvas que passem pelo ponto (c, 1) e cujas subtan- 
gentes tenham todas comprimento c. 


7. Uma torta de pera foi tirada do forno as 17h00. Naquela hora, a torta estava pegando fogo, com uma 
temperatura de 100°C. As 17hl0, sua temperatura era de 80°C; as 17h20 era de 65°C. Qual e a tem- 
peratura do ambiente? 

8 . Cornelia a cair neve durante a manha do dia 2 de fevereiro e continua constantemente durante a tarde. 
Ao meio-dia, um vefculo removedor de neve comega a retira-la de uma estrada a uma taxa constante. 
O vefculo percorreu 6 km do meio-dia ate as 13 horas, mas apenas 3 km das 13 as 14 horas. Quando 
a neve comegou a cair? [Dicas: Para comegar, seja t o instante medido em horas depois do meio-dia; 
seja jcO) a distancia percorrida pelo vefculo removedor de neve em um instante /; entao a velocidade 
do vefculo e dxldt. Seja b o numero de horas antes do meio-dia quando comegou a nevar. Encontre 
uma expressao para a altura da neve no instante t. Entao use as determinadas informagoes de que a 
taxa de remogao R (em m 3 /h) e constante.] 



9. Um cachorro ve um coelho correndo em linha reta por um campo aberto e comega a caga-lo. Em um 
sistema de coordenadas cartesianas (como mostrado na figura), suponha que: 

(i) O coelho esta na origem e o cachorro, no ponto (L, 0), no instante em que o cachorro 
primeiro ve o coelho. 

(ii) O coelho corre no eixo y e o cachorro corre sempre direto para o coelho. 

(iii) O cachorro corre na mesma velocidade do coelho. 

(a) Mostre que o caminho do cachorro e o grafico da fungao y = fix), onde y satisfaz a equagao 
diferencial 



(b) Determine a solugao da equagao no item (a) que satisfaga as condigoes iniciais y — y' = 0 
quando x = L. [Dica\ Seja z = dyldx na equagao diferencial e resolva a equagao de primeira 
ordem resultante para encontrar z; entao integre z para encontrar y.} 

(c) O cachorro alcanga o coelho? 

10. (a) Suponha que o cachorro no Problema 9 corra duas vezes mais rapido que o coelho. Encontre uma 
equagao diferencial para a trajetoria do cachorro. Entao resolva-a para encontrar o ponto onde 
o cachorro pega o coelho. 

(b) Suponha que o cachorro corra com a metade da velocidade do coelho. Quao proximo o cachorro 
chega do coelho? Quais sao suas posigoes quando eles estao o mais proximo possfvel? 
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11. Um engenheiro deve apresentar algumas estimativas a sua companhia sobre uma nova planta de alume, 
considerando a capacidade de um silo desenhado para conter minerio de bauxita ate este ser proces- 
sado em alume. O minerio parece po de talco cor-de-rosa e e despejado a partir de uma esteira trans- 
portadora no topo do silo. O silo e um cilindro de 30 m de altura com um raio de 60 m. O silo e um 
cilindro de 1.500 t 7 m 3 /h e o minerio mantem um formato conico cujo raio e 1,5 vez a sua altura. 

(a) Se, em um instante t determinado, a pilha tiver 20 m de altura, quanto tempo levara para ela al- 
cangar o topo do silo? 

(b) A administragao quer saber quanto espago restara no chao do silo quando a pilha tiver 20 m de 
altura. Quao rapido esta crescendo a area preenchida no chao quando a pilha estiver a essa al¬ 
tura? 

(c) Suponha que um carregador comece a remover o minerio a uma taxa de 500 tt m 3 /h quando a al¬ 
tura da pilha alcanga 27 m. Suponha tambem que a pilha continue a manter seu formato. Quanto 
tempo levara para a pilha atingir o topo do silo nessas condigoes? 

12. Ache a curva que passa pelo ponto (3, 2) e que tern a propriedade de que, se a reta tangente for de- 
senhada em qualquer ponto P na curva, a parte da reta tangente que esta no primeiro quadrante sera 
dividida ao meio por P. 

13. Lembre-se de que a reta normal a uma curva em um ponto P na curva e a reta que passa por Pee 
perpendicular a reta tangente em P. Encontre a curva que passa pelo ponto (3, 2) e que tem a pro¬ 
priedade de que, se a linha normal for desenhada em qualquer ponto na curva, a intersecgao y da linha 
normal sempre sera 6. 

14. Encontre todas as curvas com a propriedade de que, se a reta normal for desenhada em qualquer ponto 
P na curva, a parte da reta normal entre P e o eixo x sera dividida em duas partes iguais pelo eixo y. 

15. Encontre todas as curvas com a propriedade de que se a linha for desenhada a partir da origem em 
qualquer ponto (x, y) na curva, e entao uma tangente for desenhada para a curva naquele ponto e es- 
tender-se para encontrar o eixo x, o resultado e um triangulo isosceles com lados iguais que se en- 
contram se em ( x , y). 






Equacoes Parametricas e 
Coordenadas Polares 


/ * ,i 


0 cometa Hale-Bopp, com sua cauda azul e sua cauda de poeira branca, apareceu 
no ceu em margo de 1997. Na segao 10.6 voce vera como as coordenadas polares 
dao uma equagao conveniente para o caminho desse cometa. 



Ate agora descrevemos as curvas planas dando y como uma fungao de x [y = f (x)\ ou x 
como uma fungao de y [x = g(y)] ou fornecendo umarelagao entre x sy que define y impli- 
citamente como uma fungao de x [f (x, y) = 0]. Neste capftulo discutiremos dois novos 
metodos para descrever as curvas. 

Algumas curvas, como a cicloide, sao mais bem manipuladas quando x e y forem dados 
em termos de uma terceira variavel t, chamada parametro [x = f(t), y = g(t)]. Outras cur¬ 
vas, como a cardioide, tem sua descrigao mais conveniente se usarmos um novo sistema de 
coordenadas, denominado sistema de coordenadas polares. 
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Curvas Definidas por Equagoes Parametricas 



Imagine que uma partfcula se mova ao longo de uma curva C, como mostrado na Figura 1. 
E impossfvel descrever C com uma equagao do tipo y = f (x) porque C nao passa no Teste 
da Reta Vertical. Mas as coordenadas x e y da partfcula sao f lingoes do tempo e, assim, pode- 
mos escrever x = f(t) ey = git). Esse par de equagoes e, muitas vezes, uma maneira conve- 
niente de descrever uma curva e faz surgir a dcfinigao a seguir. 

Suponha que x e y sejam ambas dadas como funcoes de uma terceira variavel t (denomi- 
nada parametro) pelas equagoes 

x=f(t) y = g(t ) 

(chamadas equagoes parametricas). Cada valor de t determina um ponto (x, y), que pode- 
mos marcar em um piano coordenado. Quando t varia, o ponto (x, y) = (f (t), g(t )) varia e 
traga a curva C, que chamamos curva parametrizada. O parametro t nao representa o tempo 
necessariamente e, de fato, poderfamos usar outra letra em vez de t para o parametro. Porem, 
em muitas aplicagoes das curvas parametrizadas, t denota tempo e, portanto, podemos inter¬ 
pretar ( x , y) = (f (t ), gifj) como a posigao de uma partfcula no instante t. 


EXEMPLI) 1 


Esboce e identifique a curva defmida pelas equagoes parametricas 


x = t 2 — 2t y = t + 1 


SOLUQAO Cada valor de 1 fornece um ponto na curva, como mostrado na tabela. Por exem- 
plo, se t = 0, entao x = 0, v = 1 e assim o ponto correspondente e (0, 1). Na Figura 2 mar- 
camos os pontos (x, y) determinados por diversos valores do parametro e os unimos para 
produzir uma curva. 



FIGURA 2 
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Esta equagao em xey nos descreve onde a 
partfcula esteve, mas nao nos diz quando 
ela estava em um ponto especffico. As 
equagoes parametricas tern uma vantagem: 
elas nos dizem quando a partfcula estava 
em determinado ponto. Elas tambem 
indicam a diregao do movimento. 



Uma partfcula cuja posigao e dada por equagoes parametricas se move ao longo da curva 
na diregao das setas quando 1 aumenta. Observe que os pontos consecutivos marcados na 
curva aparecem em intervalos de tempo iguais, mas nao a distancias iguais. Isso ocorre por¬ 
que a partfcula desacelera e entao acelera a medida que t aumenta. 

Parece, a partir da Figura 2, que a curva tragada pela partfcula poderia ser uma parabola. 
Isso pode ser confirmado pela eliminagao do parametro t, como a seguir. Obtemos t = y — 1 
a partir da segunda equagao e substitufmos na primeira equagao. Isso fornece 

x = t 2 — 21 = (y — l) 2 — 2 (y — 1) = y 2 — 4y + 3 

e assim a curva representada pelas equagoes parametricas dadas e a parabola 
x = y 2 — 4y + 3. 

Nenhuma restrigao foi colocada no parametro 1 no Exemplo 1, de modo que assumimos 
que t poderia ser qualquer numero real. No entanto, algumas vezes restringimos t a um inter- 
valo finito. Por exemplo, a curva parametrizada 

x = t 2 — 2t y = t + 1 0=£f^4 

mostrada na Figura 3 e a parte da parabola do Exemplo 1 que comega no ponto (0, 1) e ter- 
mina no ponto (8, 5). A seta indica a diregao na qual a curva e tragada quando aumenta de 0 
ate 4. 


FIGURA 3 
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De forma geral, a curva com equagoes parametricas 

x=f(t ) y = g(t) a^t^b 

tem ponto inicial (f (a), g(a )) e ponto final (f(b), g(b)). 


EXEMPLO 2 


Que curva e representada pelas seguintes equacoes parametricas? 
x = cos ? y = sen ? 0 2tt 


SOLIJCAO Se marcarmos os pontos, parece que a curva e um cfrculo. Podemos confirmar 
esta impressao pela eliminacao de t. Observe que 

x 2 + y 2 = cos 2 ? + sen 2 ? = 1 


Entao, o ponto (x, y) se move no cfrculo unitario x 2 + v 2 = 1. Observe que, neste exemplo, 
o parametro ? pode ser interpretado como o angulo (em radianos) mostrado na Figura 4. 
Quando ? aumenta de 0 ate 27t, o ponto (x, y) = (cos ?, sen ?) se move uma vez em torno do 
cfrculo, no sentido anti-horario, partindo do ponto (1, 0). 



FIGURA 4 


EXEMPLO 3 


Que curva e representada pelas seguintes equacoes parametricas? 


x = sen 2? y = cos 2? 0 =S ? =£ 27 t 


S0LUQA0 Temos 

xr + y 2 = sen 2 2? + cos 2 2? = 1 

de modo que as equagoes parametricas representam o cfrculo unitario x 2 + y 2 = 1. Mas quan¬ 
do ? aumenta de 0 ate 2tt, o ponto (x, y) = (sen 2?, cos 2?) comega em (0, 1) e se move duas 
vezes em torno do cfrculo no sentido horario, como indicado na Figura 5. 

Os Exemplos 2 e 3 mostram que diferentes conjuntos de equaqoes parametricas podem 
representar a mesma curva. Entao distinguimos uma curva, que e um conjunto de pontos, e 
uma curva parametrizada , na qual os pontos sao percorridos em um modo particular. 



FIGURA 5 


EXEMPLO 4 


Encontre equaqbes parametricas para o cfrculo unitario com centra (/?, k) e raio r. 


SOLUCAO Se tomarmos as equaqoes do cfrculo unitario no Exemplo 2 e multiplicarmos as 
expressoes para x e v por r, obtemos x = r cos t, y = r sen ?. Voce pode verificar que essas 
equacoes representam um cfrculo de raio r e centra na origem, percorrido no sentido anti- 
-horario. Agora, trocamos h unidades na diregao x e k unidades na direcao y e obtemos equa- 
qoes parametricas do cfrculo (Figura 6) com centro (7z, k) e raio r. 


x = h + r cos ? y = k + r sen ? 0 =£ ? « 2ir 


FIGURA 6 

x = It + r cos t,y = k + r sen ? 




EXEMPLO 5 


Esboce a curva com equagoes parametricas x = sen ?, y = sen 2 ?. 


S0LUQA0 Observe que v = (sen ?) 2 = x 2 e, dessa forma, o ponto (x, v) se move na parabola 
y = x 2 . Mas observe tambem que, como — 1 =£ sen ? =£ 1, temos — 1 =£ x ^ 1, assim as equa- 
goes parametricas representam apenas a parte da parabola onde — 1 =£ x =£ 1. Como sen ? e 
periodica, o ponto (x, y) = (sen ?, sen 2 ?) se move para a frente e para tras infinitamente ao 
longo da parabola de (—1, 1) ate (1, 1). (Veja a Figura 7.) 
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EH 0 Module 10.1A apresenta uma 
animagao com a relagao entre movimento ao 
longo de uma curva parametrizadas 
jc =f(t), y = g(t) e o movimento ao longo 
de graficos de/e g como fungoes de f. 
Clicando em TRIG voce tern a familia de 
curvas parametrizadas 

x = a cos bt y = c sen dt 

Se voce escolhera = b = c = d = le 
clicar em animagao, voce vera como os 
graficos de x = cos tey = sen t estao 
relacionados com o circulo no Exemplo 2. 

Se voce escolhera = b = c = \,d = 2, 
voce vera os graficos como na Figura 8. 
Clicando em animagao ou movendo t para a 
direita, voce pode ver o codigo de cores 
como o movimento ao longo dos graficos de 
x = cos tey = sen 2 f correspondem ao 
movimento da curva parametrizadas, que e 
chamado de figura de Lissajous. 




3 



FIGURA 9 


Ferramentas Graficas 

A maioria das calculadoras graficas e dos programas graficos computacionais pode ser usada 
para tragar curvas definidas por equagoes parametricas. De fato, e instrutivo olhar uma curva 
parametrizada sendo desenhada por uma calculadora grafica, porque os pontos sao marcados 
em ordem, a medida que os valores correspondentes do parametro aumentam. 


EXEMPLO 6 


Use uma ferramenta grafica para tragar a curva x = y 4 — 3 y 2 . 


SOLUQAO Se fizermos o parametro ser t = v, entao teremos as equagoes 


x = t 4 — 3t 2 y = t 

Usando essas equagoes parametricas para tragar a curva, obtemos a Figura 9. Seria possfvel 
resolver a equagao dada (x = y 4 — 3v 2 ) para y como quatro fungoes de x e traga-las indivi- 
dualmente, mas as equagoes parametricas oferecem um metodo muito mais facil. 


Em geral, se precisarmos tragar uma equagao do tipo x = g(y), poderemos usar as equa¬ 
goes parametricas 

x = g(t ) y = t 

Observe tambem que curvas com equagoes y = f (x) (aquelas com as quais estamos mais 
familiarizados - os graficos de fungoes) tambem podem ser consideradas curvas com equa¬ 
goes parametricas 

x = t y=f(t ) 

Ferramentas graficas sao particularmente uteis quando esbogamos curvas complicadas. 
Por exemplo, seria virtualmente impossfvel produzir manualmente as curvas mostradas nas 
Figuras 10, 11 e 12. 
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1,5 



-1,5 


FIGURA 10 

x = sen / + 4cos 5/+ 4 sen 13/ 
y = cos / + 4 sen 5/+ 4 cos 13/ 


1 



-1 


FIGURA 11 

x = sen / — sen 2,3/ 

y = cos / 


1,8 



- 1,8 


FIGURA 12 

x = sen /+4sen 5/+4cos 2,3/ 
y = cos / +4cos 5/ + 4sen 2,3/ 


Um dos usos mais importantes das curvas parametrizadas e no Computer-Aided Design 
(CAD). No Projeto de Laboratorio depois da Secao 10.2, investigaremos curvas parametri¬ 
zadas especiais, chamadas curvas de Bezier, que sao usadas amplamente em fabricagao, 
especialmente na industria automobilfstica. Essas curvas tambem sao empregadas na especi- 
ficagao de formatos de letras e outros sfmbolos em impressoras a laser. 


A Cicloide 


EXEMPLO 7 


A curva tracada pelo ponto P na borda de um cfrculo quando ele rola ao longo de 
uma reta e chamada cicloide (veja a Figura 13). Se o cfrculo tiver raio r e rolar ao longo do eixo 
x e se uma posicao de P for a origem, encontre as equacoes parametricas para a cicloide. 


D33 Uma animagao no Module 10. IB 
mostra como a cicloide e formada conforme 
o cfrculo se move. 


FIGURA 13 



P 


S0LUCA0 Escolhemos como parametro o angulo de rotagao 9 do cfrculo (9 = 0 quando P esta 
na origem). Suponha que o cfrculo tenha girado 9 radianos. Como o cfrculo esta em contato 
com a reta, vemos na Figura 14 que a distancia que ele girou a partir da origem e 

\OT\ = arc PT = rO 


Dessa forma, o centro do cfrculo sera C(r6, r). Sejam (x, y ) as coordenadas de P. Da Figu¬ 
ra 14, vemos que 

x = \OT\ — |P<2| = r6 — r sen 0 = r(6 —sen 6) 

y = \TC\ — led = r — r cos 9 = r( 1 — cos 9) 

Portanto, as equagoes parametricas da cicloide sao 

in x = r(9 —sen 9) y = r(l — cos 9) Sell 

Um arco da cicloide surge de uma rotagao do cfrculo e, assim, e descrito por 0 s; Q sy 2 tt. 
Embora as Equagoes 1 tenham sido deduzidas a partir da Figura 14, que ilustra o caso em 
que 0 < 9 < 7t/2, podemos ver que essas equagoes ainda sao validas para outros valores de 
9 (veja o Exercfcio 39). 

Ainda que seja possfvel eliminar o parametro 0 das Equagoes 1, a equagao cartesiana 
resultante em x e y e muito complicada e nao tao conveniente para trabalhar quanto as equa¬ 
goes parametricas. 



FIGURA 14 


Uma das primeiras pessoas a estudar a cicloide foi Galileu, que propos que pontes pode- 
riam ser construfdas no formato de cicloides e que tentou encontrar a area sob um arco de uma 
cicloide. Mais tarde essa curva apareceu na conexao com o problema da braquistocrona: 
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a = 0 

-0 


FIG U R A 17 Membros da famflia 
x = a + cos t, y = a tg t + sen f, 
todos tragados na janela retangular 
[—4, 4] por [—4, 4] 


Encontre a curva ao longo da qual uma particula ira deslizar no menor tempo (sob influencia 
da gravidade) do ponto A para um ponto mais baixo B nao diretamente abaixo de A. O mate- 
matico sufco John Bernoulli, que apresentou esse problema em 1696, mostrou que entre todas 
as curvas possfveis que ligam ,4 e B, como na Figura 15, a particula levara o menor tempo des- 
lizando de A ate B se a curva for um arco invertido de uma cicloide. 

O fisico holandes Huygens ja tinha mostrado que a cicloide e tambem a soluqao para o 
problema da tautocrona; isto e, onde quer que a particula P seja colocada em uma cicloi¬ 
de invertida, ela leva o mesmo tempo para deslizar ate o fundo (veja a Figura 16). Huygens 
propos que o pendulo de relogio (que ele inventou) deveria oscilar em um arco cicloidal, por- 
que entao ele levaria o mesmo tempo para fazer uma oscilagao completa por um arco maior 
ou menor. 


Familias de Curvas Parametrizadas 


EXEMPLO 8 


Investigue a famflia de curvas com equacoes parametricas 


x = a + cos t y = a tg t + sen t 

O que essas curvas tem em comum? Como muda o formato quando a aumenta? 

S0LUCA0 Usamos um aparelho grafico para produzir graficos para os casos a = —2, — 1, 
—0,5, —0,2, 0, 0,5, 1 e 2 mostrados na Figura 17. Observe que todas essas curvas (exceto no 
caso a = 0) tem dois ramos e ambos se aproximam da assintota vertical x = a quando x se 
aproxima de a partir da esquerda ou da direita. 



a = 0,5 


u 

t 



A 

<N 

o' 

1 

II 

_ 

u 




Quando a < — 1, ambos os ramos sao lisos; mas quando a se aproxima de - 1, o ramo 
direito adquire um formato pontudo, chamado cuspide. Para a entre — 1 e 0 a cuspide se torna 
um lago, que se torna maior quando a se aproxima de 0. Quando a = 0, ambos os ramos se 
juntam e formam um cfrculo (veja o Exemplo 2). Para a entre 0 e 1, o ramo esquerdo tem 
um laco, que se encolhe para se tornar uma cuspide quando a = 1. Para a > 1, os ramos se 
tornam lisos novamente e, quando a aumenta mais ainda, eles se tornam menos curvados. 
Observe que as curvas com a positivo sao reflexoes em torno do eixo y das curvas corres- 
pondentes com a negativo. 

Essas curvas sao denominadas conchoides de Nicomedes, em homenagem ao antigo 
estudioso grego Nicomedes. Ele as chamou de conchoides porque o formato de seus ramos 
lembra uma concha. 
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Exercicios 


1- 4 Esboce a curva usando as equagoes parametricas para marcar os 
pontos. Indique com uma seta a diregao na qual a curva e tragada 
quando 7 aumenta. 

1. x = 1 + Vf, y = 7 2 - At, 0 =s t =s 5 

2. x = 2 cos 7, y = 7 — cos 7, 0 =£ 7 =£ 2rr 

3. x = cos 2 7, y = 1 — sen 7, 0 =£ 7 =£ tt/2 

4. .r = e _< + t, y — e' — t, —2 =£ 7 =s 2 

5-10 

(a) Esboce a curva usando as equagoes parametricas para marcar 
os pontos. Indique com uma seta a diregao na qual a curva e 
tragada quando 7 aumenta. 

(b) Elimine o parametro para encontrar uma equagao cartesiana 
da curva. 

5. x — 3 — 4r, y = 2 — 3t 

6. x — 1 — 2t, y — \t — 1, —2 =£ t =S 4 

7. x — 1 — r 2 , y — t — 2, —2 ^ t ^ 2 

8. jc = 7-1, y = / 3 +l, -2«f«2 

9. x = VF, y = 1 - t 

10. x = t 2 , y = t 3 


11-18 

(a) Elimine o parametro para encontrar uma equagao cartesiana 
da curva. 

(b) Esboce a curva e indique com uma seta a diregao na qual a 
curva e tragada quando o parametro aumenta. 

11. x = sen \ 8, y = cos \ 6, —7r =£ (7 =£ tt 

12. x = | cos 6, y = 2 sen 0, 0 =£ 0 77 

13. x = sen t, y = cossec 7, 0 <t< 77/2 

14. x = e' — 1, >’ = e 2 ' 

15. x = e 2 ', y = r + 1 

16. y = V7 + 1, y = V? — 1 

17. x = senh 7, y — cosh 7 

18. x = tg 2 6, y = sec 6 , —ttH < 0 < tt/2 

19-22 Descreva o movimento de uma particula com posigao (x, y) 
quando 7 varia no intervalo dado. 

19. x = 3 + 2 cos 7, y = 1 + 2 sen 7, 7 t/2 7 =S 3 77/2 

20. x = 2 sen 7, y = 4 + cos 7, 0 =£ 7 ^ 3 7r/2 

21. x = 5 sen 7, y = 2 cos 7, — 7r =S 7 ^ 577 

22. x = sen 7, y = cos 2 7, —277 =£ 7 =S 277 

23. Suponha que uma curva seja dada pela equagao parametrica 
x =/(7), y = g(t) onde a imagem de/e [1. 4] e a imagern de g e 
[2, 3]. O que voce pode dizer sobre a curva? 

24. Associe os graficos das equagoes parametricas x = /(7) e 
y = g(t) ern (a) - (d) com as curvas parametricas rotuladas de I-IV. 
De razoes para suas escolhas. 



25-27 Use os graficos de x = /(7)ey = g{t) para esbogar a curva 
parametrizada x = / (7) e y = g(t). Indique com setas a diregao na 
qual a curva e tragada quanto 7 aumenta. 



FFI E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao dispom'veis ern www.stewartcalculus.com 
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28. Associe as equagoes parametricas aos graficos de I-VI. De razoes 
para suas escolhas. (Nao use uma ferramenta grafica.) 

(a) x = t 4 - t + 1, y = t 2 

(b) x = t 2 -2t, y = Vf 

(c) x = sen It, y = sen(r + sen 2 1) 

(d) x = cos 5/, y = sen It 

(e) x = t + sen 4 1, y = t 2 + cos 3 1 



29. Trace a curva x = y — 2 sen Try. 

30. Trace as curvas y = x 3 - 4x e x = y 3 - 4y e encontre seus pontos 
de intersecgao, com precisao de uma casa decimal. 

31. (a) Mostre que as equagoes parametricas 

x = xi + (x 2 - xi)t y = y, + (y 2 ~ yi)t 

onde 0 =S t =S 1 descrevem o segmento de reta que une os 
pontos Pi(x u >'i) e P 2 (x 2 , y 2 ). 

(b) Encontre as equagoes parametricas para representar o seg¬ 
mento de reta de (—2, 7) para (3, — 1) 

32. Usando uma ferramenta grafica e o resultado do Exerclcio 31(a), 
desenhe o triangulo com vertices A (1, 1), B( 4, 2) e C (1, 5). 

33. Encontre equagoes parametricas para a trajetoria de uma partlcula 
que se move ao longo do clrculo x 2 + (y — 1 ) 2 = 4 da seguinte 
maneira: 

(a) Uma vez no sentido horario, a partir de (2, 1). 

(b) Tres vezes no sentido anti-horario, a partir de (2, 1). 

(c) Meia-volta no sentido anti-horario, a partir de (0, 3). 

34. (a) Encontre as equagoes parametricas para a elipse 

x 2 /a 2 + y 2 llr = 1. [ Dica : Modifique as equagoes do clrculo no 
Exemplo 2.] 


(b) Use as equagoes parametricas para tragar a elipse quando 
a = 3 e b = 1, 2, 4 e 8. 

(c) Como muda o formato da elipse quando b varia? 

35-36 Use uma calculadora grafica ou um computador para repro- 
duzir a figura. 




37-38 Compare as curvas representadas pelas equagoes parametri¬ 
cas. Em que elas diferem? 


37. 

II 

II 

* 

(b) x = t 6 , y 


(c)x = e 3 ', y = e 21 


38. 

(a) x = t, y = r 2 

(b) x = cos t. 


(c) x = e‘, y — e~ 2 ' 



39. Deduza as Equagoes 1 para o caso 7 t/2 < 9 < tt. 

40. Seja P um ponto a uma distancia d do centro de um clrculo de raio 
r. A curva tragada em P como um clrculo desliza ao longo de uma 
linha reta chamada trocoide. (Pense no movimento de um ponto 
sobre um raio de uma roda de bicicleta.) A cicloide e o caso es¬ 
pecial de uma trocoide com d = r. Usando o mesmo parametro 
8 que para a cicloide e supondo que a reta seja o eixo xe 9 = 0 
quando P esta em um de seus pontos mais baixos, mostre que as 
equagoes parametricas para a trocoide sao 

x — r9 — d sen 8 y = r — d cos 8 
Esboce a trocoide para os casos d < r e d > r. 

41 . S eaeb foremnumeros fixos, encontre as equagoes parametricas 
para a curva que consiste em todas as posigoes posslveis do 
ponto P na figura, usando o angulo 8 como parametro. Entao eli- 
mine o parametro e identifique a curva. 



42. S eaeb forem numeros fixos, encontre as equagoes parametricas 
para a curva que consiste em todas as posigoes posslveis do 
ponto P na figura, usando o angulo 8 como parametro. O seg¬ 
mento de reta AS e tangente ao clrculo maior. 
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43. Uma curva, denominada bruxa de Maria Agnesi, consiste em to- 
das as possfveis posigoes do ponto P na figura. Mostre que equa¬ 
goes parametricas para essa curva podem ser escritas como 
x = 2a cotg 6 y — 2a sen 2 © 

Esboce a curva. 


mesmo lugar ao mesmo tempo? Se isso ocorrer, encontre os 
pontos de colisao. 

(c) Descreva o que acontecera se a trajetoria da segunda partf- 
cula for dada por 

X 2 = 3 + cos t yi = 1 + sen t 0 =S t =£ 2ir 



44. (a) Encontre as equagoes parametricas para o conjunto de todos 
os pontos P, como mostrado na figura, tais que I OP\ = \AB\. 
(Essa curva e chamada cissoide de Diocles, em homenagem 
ao estudioso grego Diocles, que introduziu a cissoide como 
um metodo grafico para a construgao da aresta de um cubo 
cujo volume e o dobro daquele de um cubo dado.) 

(b) Use a descrigao geometrica da curva para desenhar um es- 
bogo das curvas a mao. Verifique seu trabalho usando as 
equagoes parametricas para tragar a curva. 



2j 45. Suponhaque a posigao de uma partfcula no instante t seja dada por 
xi = 3 sen t yi = 2 cos t 0 =£ t =£ 2n 
e que a posigao de uma segunda partfcula seja dada por 
X 2 — — 3 + cos t y 2 = 1 + sen t 0 =£ t =£ 2tt 

(a) Trace as trajetorias de ambas as partfculas. Quantos pontos 
de intersecgao existem? 

(b) Alguns desses pontos de intersecgao sao pontos de colisao ? 
Em outras palavras, essas partfculas alguma vez estao no 


46. Se um projetil e langado com uma velocidade inicial de Vo metros 
por segundo num angulo a acima da horizontal e assumindo que 
a resistencia do ar e desprezfvel, entao a posigao depois de t se- 
gundos e dada pelas equagoes parametricas 

x = (vo cos a)t y — (vo sen a)t — \ gt 2 
onde g e a aceleragao da gravidade (9,8 m/s 2 ). 

(a) Se uma arma for disparada com a = 30° e v 0 = 500 m/s, 
quando a bala atingira o solo? A que distancia da arma a bala 
atingira o solo? Qual a altura maxima alcangada pela bala? 

(b) Use uma ferramenta grafica para verificar suas respostas na 
parte (a). Entao trace a trajetoria do projetil para varios ou- 
tros valores do angulo a para ver onde a bala atinge o solo. 
Resuma o que voce encontrou. 

(c) Mostre que a trajetoria e parabolica, eliminando o parametro. 

23 47. Investigue a famflia de curvas definidas pelas equagoes parame¬ 
tricas x = t 2 , y = P — ct. Como muda o formato quando c au- 
menta? Ilustre, tragando varios membros da famflia. 

23 48. As curvas de catastrofe em forma de cauda de andorinha sao 
definidas pelas equagoes parametricas x = 2 ct — At 2 , 
y = —ct 2 + 3 1 4 . Trace varias dessas curvas. Quais as caracterfs- 
ticas que essas curvas tern em comum? Como variant quando c 
aumenta? 

49. Faga um grafico de diversos membros de uma famflia de curvas 
com equagoes parametricas x = t + a cos f, y — t + a sen t, onde 
a > 0. Como muda o formato quando a aumenta? Para quais va¬ 
lores de a a curva tern pontos de mfnimo? 

2j 50. Faga um grafico com varios membros das famflia de curvas 
x = sen t + sen nt, y = cos t + cos nt, onde n e um numero in- 
teiro positivo. Quais as caracterfsticas que essas curvas tern em co¬ 
mum? O que acontece quando n cresce? 

23 51. As curvas com equagoes x = a sen nt, y = b cos t sao chamadas 
figuras de Lissajous. Investigue como essas curvas mudam 
quando a, b e n variant. (Tome n como um inteiro positivo.) 

52 Investigue a famflia de curvas definidas pelas equagoes parame¬ 
tricas x = cos t,y — sen t — sen ct, onde c > 0. Comece tomando 
c como um inteiro positivo e veja o que acontece com a forma a 
medida que c cresce. A seguir, explore algumas das possibilida- 
des que ocorrem quando c e uma fragao. 


PR0JET0 DE LAB0RAT0RI0 


ROLANDO CIRCUL0S A0 RED0R DE CIRCUL0S 



Neste projeto investigaremos as famflias de curvas, chamadas hipocicloides e epici- 
cloides, que sao geradas pelo movimento de um ponto em um cfrculo que rola dentro 
ou fora de outro clrculo. 

1. Uma hipocicloide e uma curva tracada por um ponto fixo P num cfrculo C de raio 
b conforme C desliza no interior do cfrculo com centra O e raio a. Mostre que se 
a posigao inicial Pe(a, 0)eo parametro 6 6 escolhido como na figura, entao as equa¬ 
goes parametricas da hipocicloide sao 


Ci — 

x = (a — b) cos 0 + b cos( —;— 0 


, a — b 

y = (a — b) sen 0 — b sen ( —;— 0 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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0 Olhe no Module 10. 7Bparaver 
como as hipocicloides sao formadas 
pelo movimento de cfrculos 
deslizantes. 


2. Use uma ferramenta grafica para desenhar os graficos de hipocicloides com a sendo 
um inteiro positivo e b = 1. Como o valor de a afeta o grafico? Mostre que, se to- 
marmos a = 4, entao as equacoes parametricas da hipocicloide se reduzirao a 

x = 4 cos 3 6 y = 4 sen 3 6 

Essa curva e denominada hipocicloide de quatro cuspides, ou astroide. 

3. Agora tente b = 1 e a = n/d, uma frayao onde ned nao tem fator comum. Primeiro 
faya n = 1 e tente determinar graficamente o efeito do denominador d no formato 
do grafico. Entao fay a n variar mantendo d constante. O que acontece quando 
n = d+ 1? 

4. O que acontece se b = 1 e a for irracional? Experimente com um numero irracio- 
nal do tipo ou — 2. Tome valores cada vez maiores para 6 e especule sobre o 
que deveria acontecer se trayassemos a hipocicloide para todos os valores reais de 
6. 

5. Se o circulo C rolar do lado de fora de um circulo fixo, a curva tray ad a por P sera 
chamada epicicloide. Encontre equacoes parametricas para a epicicloide. 

6. Investigue os possfveis formatos para a epicicloide. Use metodos similares aos Pro- 
blemas 2-4. 



Calculo com Curvas Parametrizadas 


Tendo visto como representar as curvas por equacoes parametricas, vamos agora aplicar os me¬ 
todos de calculo a essas curvas parametrizadas. Em particular, resolveremos problemas en- 
volvendo tangentes, area, comprimento de arco e area de superficie. 

Tangentes 

Suponha que/e g sejam funyoes diferenciaveis e queremos encontrar a reta tangente a um ponto 
da curva x = f(t) e y = g(t) onde y tambem e uma funyao diferenciavel de x. A Regra da Ca- 
deia nos diz que 

dy dy dy 
dt dx dt 


Se pensarmos em uma curva parametrizada 
sendo tragada pelo movimento de uma 
partfcula, entao dyldt e dx/dt sao as 
velocidades vertical e horizontal da 
partfcula e a Formula 1 diz que a inclinagao 
da tangente e a razao dessas velocidades. 


Se dx/dt 7^ 0, podemos isolar dy/dx: 


m 



dy 


dy 

dt 

dx 


— 

se — t 4 0 

dx 

dx 

dt 


dt 



A Equayao 1 nos permite encontrar a inclinayao dy / dx da tangente para uma curva para- 
metrica sem ter que eliminar o parametro t. Podemos ver de |T] que a curva tem uma tangente 
horizontal quando dy/dt = 0 (desde que dy/dt 0) e tem uma tangente vertical quando 
dx/dt = 0 (desde que dy/dt ¥= 0). Essa informayao e util para esboyar as curvas parametrizadas. 

Como sabemos do Capitulo 4, no Volume I, e tambem util considerar d 2 y/dx 2 . Isso pode 
ser encontrado mudando y por dy/dx na Equayao 1: 


d 2 y 

d 2 v dt 2 

W 1 H'../i' auv - - 

dx d~x 

~dP 


d_ ( 

d 2 y d ( dy \ dt \dx / 
dx 2 dx \dx) dx 

dt 
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EXEMPLO 1 


Uma curva C e definida pelas equagoes parametricas x = t 2 e y = t 3 — 3t. 

(a) Mostre que C tem duas tangentes no ponto (3, 0) e encontre suas equagoes. 

(b) Encontre os pontos em C onde a tangente e horizontal ou vertical. 

(c) Determine onde a curva sobe e desce e onde sua concavidade e para cima ou para baixo. 

(d) Esboce a curva. 


S0LUQA0 

(a) Observe que y = t 3 — 3t = t(t 2 — 3) = 0 quando t = 0 ou t = ±-y/3. Portanto, o ponto 
(3, 0) em C surge de dois valores do parametro, t = ^J3 e t = — y'U Isso indica que C inter- 
cepta a si propria em (3, 0). Uma vez que 


dy dy/dt 3t 2 — 3 3 / 1 

dx dx/dt 21 2 \ t 


a inclinagao da tangente quando t = ±^3 e dy/dx = ±6/(2-^3") = ±V3^; assim, as equa- 
5 oes das tangentes em (3, 0) sao 


y = \/3" (x — 3) e y = — *J3 (x - 3) 

(b) C tem uma tangente horizontal quando dy/dx = 0, isto e, quando dy/dt = 0 e 
dx/dt ± 0. Uma vez que dy/dt = 3t 2 — 3, isso ocorre quando t 2 = 1 , isto c, t = ± 1 . Os pontos cor- 
respondentes em C sao (1, —2) e (1, 2). C tem uma tangente vertical quando 
dx/dt = 2t = 0, isto e, t = 0. (Observe que dy/dt ± 0 ali). O ponto correspondente em C e (0, 0). 

(c) Para determinar a concavidade, calculamos a segunda derivada: 

2 l( 1 + l) /2 ^ 

d 2 y dt \dx) 2\ t 2 ) 3 (t 2 + 1) 

dx 2 dx 21 4 f 3 

dt 

Entao a concavidade da curva e para cima quando t > 0 e para baixo quando t < 0. 

(d) Usando as informagoes das partes (b) e (c), esbogamos C na Figura 1. 



FIGURA 1 


EXEMPLO 2 


(a) Encontre a tangente a cicloide x = r(6 - sen 6),y = r( 1 — cos 6) no ponto onde 6 = tt/3. 
( Veja o Exemplo 7, na Segao 10.1.) 

(b) Em que pontos a tangente e horizontal? Quando e vertical? 

S0LUQA0 

(a) A inclinagao da reta tangente e 

dy dy/d6 rsenO send 

dx dx/d6 r(l — cos 9) 1 — cos 0 

Quando 0 = tt/3, temos 



dy = sen(7r/3) = V3/2 = r- 

dx 1 — cos ( 7 t / 3 ) 1 — \ 


Portanto, a inclinagao da tangente e \[3 e sua equagao e 



A tangente esta esbogada na Figura 2. 



FIGURA 2 
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Os limites de integragao para t sao encontrados 
da maneira usual com a Regra da Substituigao. 
Quando x = a,teaouf3. Quando x= b.teo 
valor remanescente. 


y 



O 2 nr x 


FIGURA3 


0 resultado do Exemplo 3 diz que a area sob um 
arco da cicloide e tres vezes a area do cfrculo que 
rola e gera a cicloide (veja o Exemplo 7 na Segao 
10.1). Galileu conjecturou esse resultado, mas 
este foi demonstrado inicialmente pelos 
matematicos trances Roberval, e italiano 
Torricelli. 


(b) A tangente e horizontal quando dy/dx = 0, o que ocorre quando sen 0 = 0 e 
1 — cos 0 7^0, isto e, 6 = (2 n — 1)7r, n um inteiro. O ponto correspondente na cicloide e 
((2m — 1)777% 2 r). 

Quando 6 = 2mr, tanto dx/dQ quanto dy/dO sao 0. A partir do grafico parece que existem 
tangentes verticals naqueles pontos. Podemos verificar isso usando a Regra de F’Hospital, 
como a seguir: 


dy 

lim — = lim 


send 


cos 9 

= lim -= 0 ° 


0^2mr* dX 0^2mr* { — COS 9 0^2mr* Sen 9 


Um calculo similar mostra que dy/dx —*■ — °° quando 9 —> 2mr ; assim, realmente existem 
tangentes verticais quando 9 = 2nir, isto e, quando x = 2mrr. 

Areas 

Sabemos que a area sob uma curva y = Fix) de a ate b e A = ) * Fix) dx, em que Fix) 3= 0. Se 
a curva for dada por equagoes parametricas x = f (t), y = g(t), a =£ t ^ (3, entao podemos 
deduzir uma formula de area pelo uso da Regra da Substituigao para Integrais Definidas 
como a seguir: 


A = \ b ydx= dt ou g(t)f'(t) 

Ja Ja JB 


dt 


EXEMPLO 3 


Encontre a area sob um arco da cicloide 

x = r(9 — sen 9) y = r(l — cos 9) 


(Veja a Figura 3.) 

SOLUQAO Um arco da cicloide e dado por 0 ^ 0 S 2 tt . Usando a Regra da Substituigao 
corny = r(l — cos 9) e dx = r( 1 — cos 9)d9, temos 

A = j" y dx = j" r(l — cos 9)r( 1 — cos 9) d9 

= r 2 (1 — cos 9) 2 d9 = r 2 ( 2n (1 — 2 cos 9 + cos 2 9) d9 

= r 2 j" [l — 2 cos 0 + |(l + cos 20)] d9 

= r 2 [|0 — 2sen0 + \ sen 20]^ 

= r 2 (| • 27 t) = 37rr 2 

Comprimento de Arco 

Ja sabemos como encontrar o comprimento L de uma curva C dada na forma y = Fix), 
a ^ x ^ b. A Formula 8.1.3 diz que, se F' for continua, entao 




i +1+V* 

dx 


Suponha que C tambem possa ser descrita pelas equagoes parametricas x = fit ) e 
y = git), a + t + /3, em que dx/dt = f '(f) > 0. Isso significa que C e percorrida uma vez, 
da esquerda para a direita, quando t aumenta de a ate [3 efia) = a,f([3) = b. Colocando a 
Formula 1 na Formula 2 e usando a Regra da Substituigao, obtemos 
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Uma vez que dx/dt > 0, temos 



Mesmo que C nao possa ser expressa na forma y = F(x), a Formula 3 ainda e valida, mas a 
obtemos por aproximacoes poligonais. Dividimos o intervalo do parametro [a, /3] em n sub- 
intervalos de comprimentos iguais A t. Se to, h, ti, ,t„ sao as extremidades desses subin- 
tervalos, entao x, = fit!) e y, = g(ti) sao as coordenadas dos pontos P,(x„ y,-) que estao em C 
e o polfgono com vertices Po, Pi, , P„ aproxima C. (Veja a Figura 4.) 

Como na Segao 8.1, no Volume I, definimos o comprimento L de C como o limite dos 
comprimentos dessas poligonais aproximadoras quando n —> o°: 

n 

L = lim 2 | P,-iP,\ 

j= j 

O Teorema do Valor Medio, quando aplicado a/no intervalo [U-i, t,]. fornece um mi mem tf 
em {U-i, U ) tal que 

m -fit ,.0 =f\tnit, - u- 1) 

Agora Ax,- = x, — x,--i e Ay,- = y,- — y,-_i, e essa equagao fica 

A x,=f'itf) Ar 

Analogamente, quando aplicado a g, o Teorema do Valor Medio fornece um numero t** em 
(h- 1 , ti), de forma que 

Ay, = g\t**) At 

Portanto 

| P.-iPt | = V(A-v) 2 + (Ay,) 2 = y/[f'it?) At ] 2 + [fir'(f,”)Ar] 2 

= V [/'(^)] 2 + WWW A t 

e tambem 


0 L = lim 2 V[/U*)] 2 + A t 

i=l 

A soma em [T| se parece com a soma de Riemann da fun^ao Vt/’MP + [^'(?)] 2 , contudo, 
nao e exatamente uma soma de Riemann, porque em geral t* tf* . Mesmo assim, se/' e 
g' forem contfnuas, pode ser mostrado que o limite em [4] e 
o mesmo que se tf e tf* fossem iguais; ou seja, 

L = f 0 V[/'MP + [t/P)] 2 dt 

J a 

Entao, usando a notacao de Leibniz, temos o seguinte resultado, que possui a mesma forma 
de 3. 


5 Teorema Se uma curva C e descrita por equates parametricas x = /(f), 
y = g(t), a t [}, onde/' e sao contfnuas em [a, (3 \ e C e percorrida exata¬ 
mente uma vez quando f aumenta de a ate [3, entao o comprimento de C 6 



Observe que a formula no Teorema 5 e consistente com as formulas gerais L = | ds e 
(ds) 1 = (dx) 2 + ( dy ) 2 da Se 5 ao 8.1, no Volume I. 



FIGURA 4 
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EXEMPLO 4 


10 . 1 , 


Se usarmos a representagao do cfrculo unitario dada no Exemplo 2, na Segao 


x = cos t y = sen t 0 =£ / *£ 2tt 

entao dx/dt = —sen f e dy/dt = cos /, logo o Teorema 5 nos da 


-f 


dy \ riv , - riir 

—- dt = v sen2 f + cos 2 / dt = I dt = 2tt 

dt ) Jo Jo 


como esperado. Se, por outro lado, utilizarmos a representagao dada no Exemplo 3 na Segao 

10 . 1 , 


x = sen 2/ y = cos 2/ 0 / s£ 2tt 

entao dx/dt = 2 cos 2/, dy/dt = —2 sen 2/ e a integral do Teorema 5 fornece 



pV4 


cos 2 2t + 4 sen 2 21 dt = \ 2 dt = 4 tt 


= r 

Jo 


B1 Observe que a integral fornece o dobro do comprimento do arco do cfrculo, porque quando 
/ aumenta de 0 ate 2tt, o ponto (sen 2/, cos 2t) percorre o cfrculo duas vezes. Em geral, ao 
encontrarmos o comprimento da curva C a partir de uma representagao parametrica, temos 
de tomar cuidado para ter a certeza de que C e percorrida apenas uma vez quando / aumenta 
de a ate (3. 


EXEMPLO 5 


Encontre o comprimento de um arco da cicloide x = r(6 — sen 0), 
y = r( 1 — cos 9). 


S0LUQA0 Do Exemplo 3 vemos que um arco e descrito pelo intervalo parametrico 
0 =£ 6 277. Uma vez que 


dx 

~d0 


= r(l — cos 0) 


e 


-= r sen 9 

d9 


0 resultado do Exemplo 5 diz que o comprimento 
de um arco de uma cicloide e oito vezes o raio 
do circulo gerador (veja a Figura 5). Isso foi 
demonstrado pela primeira vez em 1658 por sir 
Christopher Wren, que depois se tornou o 
arquiteto da Catedral de Sao Paulo, em Londres. 



FIGURA 5 


temos 


rJ{ 


+ m 2 

de \ do 


= f Jr 2 { 1 — cost?) 2 + r 2 sen 2 0 dO 
Jo 

= f Jr 2 { 1 — 2 cos 9 + cos 2 9 + sen 2 0) d9 
Jo 

= r j yj2{\ — cos 6) dO 

Para calcular essa integral, usamos a identidade sen 2 x = \ (1 — cos 2x) com 9 = 2x, que 
fornece 1 — cos 0 = 2 sen 2 (0/2). Como 0 ^ d s; 2tt, obtemos 0 0/2 ^ tt, logo, 

ien(9/2) 0. Portanto 

^2(1 — cos 9) = sen 2 (0/2) = 21 sen(0/2) | = 2 sen(0/2) 


: tambem 


L = 2r 


j" sen(0/2) dO = 2r[—2 cos(0/2)] o 


2rf2 + 21 = 8r 


Area de Superficie 

Da mesma maneira como para o comprimento do arco, podemos adaptar a Formula 8.2.5, no 
Volume I, para obter uma formula para a area da superficie. Se a curva dada pelas equagoes 
parametricas x =/(/), y = gif), a =£ / =£ [3, girar em torno do eixo x, ond ef, g' sao contfnuas 
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e g(t) 5= 0, entao a area da superffcie resultante e dada por 



As formulas simbolicas gerais S = 1 277 y ds e S = ) 2ttx ds (Formulas 8.2.7 e 8.2.8, no Volu¬ 
me I), ainda sao validas, mas para as curvas parametrizadas usamos 


ds = 



dt 


EXEMPLO 6 


Mostre que a area da superffcie de uma esfera de raio r e 4 tit 2 . 
S0LUQA0 A esfera e obtida pela rota£ao do semicfrculo 

x = r cos t y = r sen t 0 t tt 

sobre o eixo x. Portanto, da Formula 6, temos 

5 = f 27 Tr sen t J(—r sen t ) 2 + (r cos t) 2 dt 
Jo 


= 27T 


= 27 rr 


r sen t Vr 2 (sen 2 f + cos 2 ?) dt = 277 
Jo Jo 

j" sen t dt = cos f)] 0 = 47 tt 2 


dt = 27 t r sen t • r dt 



Exercicios 


I- 2 Encontre dy/dx. 

I . x = t sen t, y = t 2 + t 2. x = 1/7, y = yft e~‘ 

3-6 Encontre uma equa§ao da tangente a curva no ponto corres- 
pondente ao valor do parametro dado. 

3. x = 7 4 + 1, y = 7 3 + 7; t = — 1 

4. x = 7 - r 1 , y = 1 + f 2 ; 7=1 

5. x = t cos 7, y = 7 sen 7; 7 = 7r 

6 . x = cos d ¥= sen 26, y = sen 6 A cos 20; 0 = 0 

7-8 Encontre uma equa^ao da tangente da curva num dado ponto 
por dois metodos: (a) sem eliminar o parametro e (b) eliminando o 
parametro primeiro. 

7. x = 1 + In 7, y = 7 2 + 2; (1, 3) 

8. x — 1 + VF, y = e^\ (2, e) 

9-1C Encontre uma equa§ao da(s) tangente(s) a curva no ponto 
dado. A seguir, trace a curva e a(s) tangente(s). 

9. x = 6 sen 7, y — t 2 + f, (0, 0) 

10. jc = cos 7 + cos 27, y = sen 7 + sen 27; (—1,1) 

II- 16 Encontre dy/dx e d 2 y/dx 2 . Para quais valores de 7 a curva e 
concava para cima? 

II. x = 7 2 + 1, y = ? 2 + 7 1 2. x = 7 3 — 127, y = 7 2 — 1 

13. x = e', y = 7e~' 14. jc = 7 2 + 1, y = e 1 — 1 

15. x = 2 sen 7, y = 3 cos 7, 0 < 7 < 277 

16. ,r = cos 27, y = cos 7, 0 < t < tt 


17-20 Encontre os pontos na curva onde a tangente e horizontal ou 
vertical. Se voce tiver uma ferramenta grafica, trace a curva. 

17. x = 7 3 — 37, y = 7 2 — 3 

18. x = 7 3 - 37, y = 7 3 — 37 2 

19. x = cos 0, y = cos 30 

20 . x = e sm 8 , y = e cosS 

21 . Use um grafico para estimar as coordenadas do ponto mais a es- 
querda na curva x = 7 — 7 s , y = e 1 . Entao, use o calculo para 
calcular as coordenadas exatas. 

22. Use um grafico para estimar as coordenadas do ponto mais baixo 
e do ponto mais a esquerda na curva x = 7 4 — 27, y = 7 + 7 4 . 

A seguir, encontre as coordenadas exatas. 

23-24 Trace a curva em uma janela retangular que mostre todos os 
aspectos importantes da curva. 

23. x = 7 4 - 27 3 - 2t 2 , y = 7 3 - 7 

24. x = 7 4 + 47 3 - 87 2 , y = 2? 2 — 7 

25. Mostre que a curva x = cos 7, y = sen 7 cos 7 tern duas tangen- 
tes em (0, 0) e encontre suas equates. Esboce a curva. 

Trace a curva x = cos 7 + 2 cos 27, y = sen 7 + 2 sen 27 para des- 
cobrir onde ela intercepta a si mesma. A seguir, encontre equa- 
qoes para ambas as tangentes nesse ponto. 

27. (a) Encontre a inclinagao da reta tangente a trocoide 
x = rd — d sen 0, y = r — d cos 0 em termos de 0. (Veja o 
Exercfcio 40, na Segao 10.1.) 



H E necessario usar uma calculadora grafica ou computador E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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(b) Mostre que, s ed<r, entao a trocoide nao tem uma tangente 
vertical. 

28. (a) Encontre a inclinagao da reta tangente a trocoide x — a cos 3 #, 

y = a sen 3 # em termos de #. (As astroides foram exploradas 
no Projeto de Laboratorio.) 

(b) Em que pontos a tangente e horizontal ou vertical? 

(c) Em que pontos a tangente tem inclinagifo 1 ou — 1? 

29. Em quais pontos na curva x = 2 t 3 , y = 1 + At — t 1 a reta tan¬ 
gente tem inclinagao 1 ? 

30. Encontre as equagoes das tangentes a curva x — 3/ 2 + 1, 
y = 2/ 3 + 1 que passam pelo ponto (4, 3). 

31. Use as equagoes parametricas de uma elipse, x = a cos #, 
y = b sen 0,0 =S # ^ 2ir, para calcular a area delimitada por 
essas curvas. 

32. Calcule a area delimitada pela curva x = t 2 — 2t, y = *Jt e 
pelo eixo y. 

33. Encontre a area delimitada pelo eixo x e pela curva x = 1 + e', 
y = t - t 2 . 


46. x = cos t + ln(tg \ /), y = sen t, tt/4 =£ Z =£ 377/4 

47. Trace a curva x = sen t + sen 1,5/, y = cos Z e encontre seu 
comprimento correto com 4 casas decimals. 

48. Ache o comprimento do lago da curva x = 3/ — t 3 , y = 3 1 2 . 

49. Use a Regra de Simpson com n = 6 para estimar o comprimento 
da curvax = t — e',y = t + e', —6 =£ / =£ 6. 

50. No Exercfcio 43, na Segao 10.1, foi pedido que voce deduzisse 
as equagoes parametricas x = 2 a cotg 0, y = 2a sen 2 # para a 
curva chamada bruxa de Maria Agnesi. Use a Regra de Simpson 
com n — 4 para estimar o comprimento do arco dessa curva dada 
por 7 t/4 =£ 0 =£ tt72. 

51-52 Encontre a distancia percorrida por uma partfcula com posi- 

gao (x, y) quando t varia em um dado intervalo de tempo. Compare 

com o comprimento da curva. 

51. x = sen 2 /, y = cos 2 /, 3tt 

52. x = cos 2 /, y = cos t, 0 =£ / =£ 477 


34. Calcule a area da regiao limitada pela astroide x = a cos 3 #, 
y = a sen 3 #. (As astroides foram exploradas no Projeto de La¬ 
boratorio.) 



35. Encontre a area sob um arco da trocoide do Exercfcio 40, na SCA 
Segao 10.1, para o caso d < r. 

36. Seja Sft a regiao dentro do lago da curva no Exemplo 1. 

(a) Calcule a area de 91. 

(b) Se girar em torno do eixo x, encontre o volume do solido 
resultante. 

(c) Encontre o centroide de 91. 

37-40 Escreva uma integral que represente o comprimento da 
curva. A seguir, use sua calculadora para encontrar o comprimento 
com precisao de quatro casas decimals. 

37. x — t + e~‘, y — t — e~', 0 =£ / =£ 2 

38. x = t 1 - t, y = Z 4 , 1 =£ / =£ 4 

39. x = / — 2 sen /, y = 1 — 2 cos /, 0 =£ / =£ 477 

40. x = t + Vb y = 1 ~ Vr 0 =S Z=S 1 
41- Calcule o comprimento da curva. 

41. x = 1 + 3z 2 , y = 4 + 2Z 3 , 0 =S / « 1 

42. x = e' + e~\ y = 5 — 2t, 0^/^3 

43. x = t sen t, y = t cos /, 0 =£ / =£ 1 

44. x = 3 cos t — cos 3/, y — 3 sen t — sen 3/, 0 =S / =£ 77 
^ 45-46 Trace a curva e calcule seu comprimento. 

45. x = e'cos /, y = e'sen/, 0^7^77 


53. Mostre que o comprimento total da elipse x = a sen #, 
y = b cos #, a > b > 0, e 



onde e e a excentricidade da elipse (e = c/a, com 
c = \Ja 2 - b 2 ). 

54. Calcule o comprimento total da astroide x — a cos 3 #, y — sen 3 # 
com a > 0. 

55. (a) Trace a epitrocoide com equagoes 
x = 11 cos / — 4cos(ll//2) 
y = 11 sen / — 4 sen(ll//2) 

Qual intervalo do parametro fornece a curva completa? 

(b) Use seu SCA para calcular o comprimento aproximado dessa 
curva. 

56. Uma curva chamada espiral de Cornu e definida pelas equa¬ 
goes parametricas 

x = C(t) = J* cos(7ru 2 /2) du 
y = S(t) = |' sen(77ir/2) du 

onde C e S sao as fungoes de Fresnel que foram introduzidas no 
Capftulo 5. 

(a) Trace essa curva. O que acontece quando f^ooef^ —00? 

(b) Calcule o comprimento da espiral de Cornu a partir da ori- 
gem ate o ponto com o valor do parametro t. 

57-60 Escreva uma integral para a area da superffcie obtida pela 
rotagao da curva em torno do eixo x. Use sua calculadora para 
encontrar a superffcie com precisao de quatro casas decimais. 

57. x —t sen t, y = t cos t, 0 =£ / =S 77/2 

58. x = sen t, y = sen 2t, 0 =£ 7 =£ 77/2 

59. x = 1 + te', y — (t 2 + l)e', 0 =£ / =£ 1 

60. x = Z 2 - Z 3 , y = t + t 4 , 0 =S Z =£ 1 

61-63 Encontre a area exata da superffcie obtida pela rotagao da 
curva dada em torno do eixo x. 

61. x = Z 3 , y = Z 2 , 0=S/s;l 

62. x = 3 t-t 3 , y = 3Z 2 , 0 =£ Z =£ 1 

63. x = a cos 3 #, y = a sen 3 #, 0 =£ # =£ 77/2 
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64. Trace a curva 

x = 2 cos 8 — cos 28 y = 2 sen 8 — sen 28 
Se essa curva girar em torno do eixo x, calcule a area da super- 
ffcie resultante. (Use o grafico para ajudar a encontrar o intervalo 
correto do parametro.) 

65-66 Calcule a area da superffcie gerada pela rotagao da curva 

dada em torno do eixo y. 

65. x = 3 1 1 , y = 2P, 0 =£ t =S 5 

66. x = e' — t, y = Ae " 1 , 0 =£ t =£ 1 

67. Se /' for contmua e/'(?) 0 para a^t ^b, mostre que a curva 

parametrizada x = /(f), v = g(t), a =£ t =£ b, pode ser colocada 
na forma y = F(x). [Dica: Mostre que/ -1 .] 

68 . Use a Formula 2 para deduzir a Formula 7 a partir da Formula 
8.2.5, no Volume I, para o caso no qual a curva pode ser repre- 
sentada na forma y = F(x), a =S x =S b. 

69. A curvatura no ponto P da curva e definida como 

d<j> 


onde <p 6 o angulo de inclinagao da reta tangente em P, como 
mostrado na figura. Entao, a curvatura e o valor absolute da taxa 
de variagao de p em relagao ao comprimento de arco. Essa pode 
ser considerada uma medida da taxa de variagao de diregao da 
curva em P e sera estudada em mais detalhes no Capftulo 13. 

(a) Para a curva parametrizada x = x(t), y = y(t), deduza a 
formula 

= xy - xy | 

K [x 2 + y 2 Y 12 

onde os pontos indicam as derivadas em relagao a t, assim 
x = dx/dt. [Dica\ Use (f> = tg ^ 1 (dy/dx) e a Formula 2 para en¬ 
contrar d<p/dt. Entao, use a Regra da Cadeia para achar dtf>/ds.] 

(b) Considerando uma curva y = f{x) como a curva parametri¬ 
zada x = x, y = f(x), com o parametro x, mostre que a for¬ 
mula na parte (a) se torna 

I d 2 y/dx 2 | 

K " [1 + (dy/dxff 2 



70. (a) Use a formula no Exercfcio 69(b) para encontrar a curvatura 

da parabola y = x 2 no ponto (1, 1). 

(b) Em que ponto essa parabola tern curvatura maxima? 

71. (a) Use a formula no Exercfcio 69(a) para encontrar a curvatura 

da cicloide x = 8 — sen 8 , y = 1 — cos 8 no topo de um de 

seus arcos. 

72. (a) Mostre que a curvatura em cada ponto de uma reta e k = 0. 
(b) Mostre que a curvatura em cada ponto do clrculo de raio r e 

k = Mr. 

73. Um barbante e enrolado ao redor de um cfrculo e entao desen- 
rolado, sendo mantido esticado. A curva traqada pelo ponto P 
no final do barbante e chamada involuta do cfrculo. Se o cfr¬ 
culo fiver raio r e centra O, se a posigao inicial de P for (r, 0) e 
se o parametro 8 for escolhido como na figura, mostre que as 
equagoes parametricas da involuta sao 

x = r(cos 8 + 8 sen 8 ) y = r(sen 8 — 8 cos 8 ) 



74. Uma vaca e amarrada a um silo com raio r por uma corda com- 
prida o suficiente para alcangar apenas o outro lado do silo. Cal¬ 
cule a area disponfvel para a vaca pastar. 



m CURVAS DE BEZIER 

As curvas de Bezier sao usadas em Computer-Aided Design (CAD) e tem esse nome 
em homenagem a Pierre Bezier (1910-1999), matematico frances que trabalhava na 
industria automobilfstica. Uma curva cubica de Bezier e determinada por quatro pon¬ 
tos de controle, Pq(xo, yo), P i(xi, y\), P 2 Cv>, Ta) e ftfe, 3 ^ 3 ), e e definida pelas equagoes 
parametricas 

x = jco(1 — if + 3xfi(l — tf + 3.r2t 2 (l — t) + X 3 f 3 
y = yo(l - tf + 3yif(l - tf + 3y 2 t 2 (l - t) + y 2 t 3 

E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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onde 0 =£ f « 1. Observe que, quando t = 0, temos (x, y) = (xo, y o), e quando t = 1, 

obtemos (x, y) = (xj, >>3); assim, a curva comega em Pa e termina em P 3 . 

1. Trace a curva de Bezier com pontos de controle Pa(A, 1), / J i(28. 48), / J 2(50. 42) e 
P<(40, 5). Entao, na mesma tela, trace os segmentos P 0 P 1 , Pi Pi e P 2 P 3 . (O Exercf- 
cio 31 na Segao 10.1 mostra como fazer isso.) Observe que os pontos de controle 
intermediaries Pi e Pi nao estao na curva; a curva comega em Pa, vai em diregao a 
P 1 e Pi sem toca-los, e termina em Pa. 

2 . A partir do grafico no Problema 1, parece que a tangente em Pa, passa por Pi e a tan- 
gente em P 3 passa por P 2 . Demonstre isso. 

3 . Tente produzir uma curva de Bezier com um lago mudando o segundo ponto de con¬ 
trole no Problema 1. 

4 . Algumas impressoras a laser usam as curvas de Bezier para representar letras e ou- 
tros sfmbolos. Experimente com pontos de controle ate voce encontrar uma curva 
de Bezier que de uma representagao razoavel da letra C. 

5 . Formatos mais complexos podem ser representados juntando-se duas ou mais cur¬ 
vas de Bezier. Suponha que a primeira curva de Bezier tenha pontos de controle Pa, 
Pi, P 2 , P 3 e a segunda tenha pontos de controle Pa, Pa, Pa, Pa,. Se quisermos que es- 
sas duas partes se juntem de modo liso, entao as tangentes em Pa devem coincidir, 
e os pontos P 2 , Pa e Pa devem estar nessa reta tangente comum. Usando esse prin- 
cipio, encontre os pontos de controle para um par de curvas de Bezier que repre¬ 
sente a letra S. 



Coordenadas Polares 


P(r,0) 



eixo polar 

FIGURA 1 



(-r, e) 

FIGURA 2 


Um sistema de coordenadas representa um ponto no piano por um par ordenado de numeros 
chamados coordenadas. Ate agora usamos as coordenadas cartesianas, que sao distancias orien- 
tadas a partir de dois eixos perpendiculares. Nesta segao descreveremos um sistema de coor¬ 
denadas introduzido por Newton, denominado sistema de coordenadas polares, que e mais 
conveniente para muitos propositos. 

Escolhemos um ponto no piano chamado polo (ou origem) e esta rotulado de O. Entao de- 
senhamos uma meia linha comegando em O chamada eixo polar . Esse eixo e geralmente de- 
senhado horizontalmente para a direita e corresponde ao eixo jr positivo nas coordenadas car¬ 
tesianas. 

Se P for qualquer outro ponto no piano, seja r a distancia de O ate P e seja 9 o angulo (ge¬ 
ralmente medido em radianos) entre o eixo polar e a reta OP, como na Figura 1. Assim, o ponto 
P e representado pelo par ordenado (r, 9) e r, 9 sao chamados coordenadas polares P. Usa¬ 
mos a convengao de que um angulo e positivo se for medido no sentido anti-horario a partir 
do eixo polar e negativo se for medido no sentido horario. Se P = O, entao r = 0, e conven- 
cionamos que ( 0 , 6 ) representa o polo para qualquer valor de 6 . 

Estendemos o significado de coordenadas polares ( r, 6 ) para o caso no qual r e negativo 
convencionando que, como na Figura 2, os pontos (— r, 9) e (r. 9) estao na mesma reta pas- 
sando por O e estao a mesma distancia r | a partir de O, mas em lados opostos de O. Se 
r > 0, o ponto (r, 9) esta no mesmo quadrante que 0; se r < 0 . ele esta no quadrante do lado 
oposto ao polo. Observe que (— r, 9) representa o mesmo ponto que (r, 9 + 7 r). 


EXEMPL0 1 


(a) (1, 5 tt/4) 


Marque os pontos cujas coordenadas polares sao dadas. 

(b) (2, 3 t t) (c) (2, —277/3) (d) (-3, 3 tt/4) 


S0LUQA0 Os pontos estao marcados na Figura 3. Na parte (d) o ponto (—3, 37 t/4 ) esta loca- 
lizado tres unidades a partir do polo no quarto quadrante, porque o angulo 37 t/4 esta no 
segundo quadrante e r = — 3 e negativo. 
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/ 

/ 

( 2 --t) 

No sistema de coordenadas cartesianas cada ponto tem apenas uma representacao, mas no 
sistema de coordenadas polares cada ponto tem muitas representacoes. Por exemplo, o ponto 
(1, 57 t/ 4) no Exemplo 1(a) poderia ser escrito como (1, —37r/4) ou (1, 1377/4) ou 
(—1, 77/4). (Veja a Figura 4.) 



(2,377) 


FIGURA 3 



FIGURA 4 



13 7T 
4 


/ 






De fato, como uma rotagao completa no sentido anti-horario e dada por um angulo 277, o 
ponto representado pelas coordenadas polares (r, 0 ) e tambem representado por 

(r, 0 + 2mr) e (— r, 0 + (2 n + 1 )tt) 

onde n e qualquer inteiro. 

A relacao entre as coordenadas polares e cartesianas pode ser vista a partir da Figura 5, na 
qual o polo corresponde a origem e o eixo polar coincide com o eixo x positivo. Se o ponto P 
tiver coordenadas cartesianas (x, y) e coordenadas polares (r, 6 ), entao, a partir da figura, temos 


e tambem 


cos 0 = 


x 

r 


sen 0 = 


y_ 

r 


m 


x = r cos 0 y = r sen 0 



Embora as Equacoes 1 tenham sido deduzidas a partir da Figura 5, que ilustra o caso onde 
r > 0 e 0 <0 < 7t/ 2, essas equa 5 oes sao validas para todos os valores de r e 0. (Veja a defi- 
nigao geral de sen 0 e cos 0 no Apendice D, no Volume I.) 

As Equagoes 1 nos permitem encontrar as coordenadas cartesianas de um ponto quando as 
coordenadas polares sao conhecidas. Paraencontrarmos red quando xey sao conhecidos, usa- 
mos as equacoes 


r 2 = x 2 + y 2 

tg<? = Z 


X 


que podem ser deduzidas a partir das Equayoes 1 ou simplesmente lidas a partir da Figura 5. 


EXEMPLO 2 


Converta o ponto (2, 77/3) de coordenadas polares para cartesianas. 


SOLUQAO Como r = 2 e 0 = 77/3, as Equaqoes 1 fornecem 


77 1 

x = r cos 0 = 2 cos — = 2 • — =1 
3 2 


77 y/3 /— 

y = r send = 2 sen — = 2 •-= J3 

3 2 


Portanto, o ponto e (l, y/3) nas coordenadas cartesianas. 
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EXEMPLO 3 


das polares. 


Represente o ponto com coordenadas cartesianas (1, — 1) em termos de coordena- 


SOLUQAO Se escolhermos r positivo, entao a Equacao 2 fornece 


r = x 2 + y 2 = Vl 2 + (~1) 2 = V2" 

tg« = -= "I 
x 


Como o ponto (1, —1) esta no quarto quadrante, podemos escolher 9 = — tt/4 ou 9 = 1tt/4. 
Entao uma resposta possfvel e {y/2, — 77 / 4 ); e outra e {y[2, 1tt/4). 

OBSERVACAO As Equacoes 2 nao determinam univocamente 9 quando x e y sao dados, por- 
que, a medida que 9 aumenta no intervalo 0 9 < 2tt, cada valor de tg 0 ocorre duas vezes. 

Portanto, para converter coordenadas cartesianas em coordenadas polares, nao e apenas sufi- 
ciente encontrar red que satisfacam as Equacoes 2. Como no Exemplo 3, devemos escolher 
9 de modo que o ponto (r, 9) esteja no quadrante correto. 


1 




Curvas Polares 

O grafico de uma equacao polar r = f (9), ou mais genericamente, F(r, 9) = 0, consiste em 
todos os pontos P que tem pelo menos uma representaqao (r, 0) cujas coordenadas satisfacam 
a equacao. 


EXEMPLO 4 


Que curva e representada pela equacao polar r = 2? 


S0LUQA0 A curva consiste em todos os pontos (r, 9) com r = 2. Como r representa a distan- 
cia do ponto ao polo, a curva r = 2 representa o cfrculo com centra O e raio 2. Em geral, a 
equacao r = a representa um cfrculo com centra O e raio \a\. (Veja a Figura 6.) 


EXEMPLO 5 


Esboce a curva polar 6=1. 


S0LUCA0 Essa curva consiste em todos os pontos (r, 9) tal que o angulo polar del radiano. E 
uma reta que passa por O e forma um angulo de 1 radiano com o eixo polar (veja a Figura 7). 
Observe que os pontos (r, 1) na reta com r > 0 estao no primeiro quadrante, enquanto aqueles 
com r < 0 estao no terceiro quadrante. 


EXEMPLO 6 


(a) Esboce a curva com equacao polar r = 2 cos 9. 

(b) Encontre a equacao cartesiana para essa curva. 

S0LUQA0 

(a) Na Figura 8 encontramos os valores de r para alguns valores convenientes de 9 e marcamos 
os pontos correspondentes (r. 9). Entao juntamos esses pontos para esbocar a curva, que pare- 
ce ser um cfrculo. Usamos os valores de d apenas entre 0 e 77 , ja que, se deixarmos 9 aumen- 
tar alem de 7 r, obtemos os mesmos pontos novamente. 


FIGURA 8 

Tabela de valores e 
grafico de r = 2 cos 9 


9 

r = 2 cos 9 

0 

2 

77/6 

V3 

77/4 

V2 

77/3 

1 

77/2 

0 

277/3 

-1 

3t7/4 

-V2 

577/6 

-V3 

7 T 

-2 
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(b) Para convertermos a cquacao dada em uma cquacao cartesiana, usamos as Equagoes 1 e 
2. A partir de x = r cos 0, temos cos 0 = x/r; assim, a cquacao r = 2 cos 6 torna-se r = 1x.tr, 
que fornece 


2x = r 2 = x 2 + y 1 ou x 2 + y 2 — 2x = 0 
Completando o quadrado, obtemos 

(x — l) 2 + y 2 = 1 

que e uma cquacao do cfrculo com centro (1, 0) e raio 1. 



y 

/ 1 

\ P 

A Figura 9 mostra em uma ilustragao geometri 
ca que o cfrculo no Exemplo 6 tem a equagao 
r = 2 cos 6. 0 angulo OPQ e um angulo 



e 


reto (por que?) e assim r !2 = cos d. 


O 

2 

Q >x 


FIGURA 9 






EXEMPLO 7 


Esboce a curva polar r = 1 + sen 0. 


S0LUCA0 Em vez de marcarmos os pontos como no Exemplo 6, primeiro esbocamos o grafico 
de r = 1 + sen 0 em coordenadas cartesianas na Figura 10 pelo deslocamento da curva seno 
uma unidade para cima. Isso nos permite ler de uma vez os valores de r que correspondem aos 
valores crescentes de 0. Por exemplo, vemos que, quando 6 aumenta de 0 ate 7t/2, r (a distan- 
cia a partir de O ) aumenta de 1 ate 2, assim esbogamos a parte correspondente da curva polar 
na Figura 11(a). Quando 0 aumenta de tt/2 ate 7r, a Figura 10 mostra que r diminui de 2 ate 1, 
e dessa forma esbocamos a proxima parte da curva como na Figura 11(b). Quando 9 aumenta 
de 77 ate 37t/2, r diminui de 1 para 0, como apresentado na parte (c). Finalmente, quando 0 
aumenta de 3tt/2 ate 2tt, r aumenta de 0 para 1, como mostrado na parte (d). Se deixassemos 
6 aumentar alem de 2tt ou diminuir alem de 0, simplesmente retracanamos nossa trajetoria. 
Juntando as partes da curva nas Figuras ll(a)-(d), esbocamos a curva completa na parte (e). 
Ela e chamada cardioide, porque tem o formato parecido com o de um coracao. 



FIGURA 10 

r = 1 + sen 6 em coordenadas cartesianas, 
0 ^ 277 




FIGURA 11 Estagios do eshoco da cardioide 7=1 + sen 9 


EXEMPLO 8 


Esboce a curva r = cos 20. 


S0LUQA0 Como no Exemplo 7, fizemos o esbo 50 de r = cos 20, 0^0^ 2tt, em coordena¬ 
das cartesianas na Figura 12. Quando 0 aumenta de 0 ate 77/4, a Figura 12 mostra que r dimi¬ 
nui de 1 ate 0, e assim desenhamos a parte correspondente da curva polar na Figura 13 
(indicada por ®. Conforme 0 aumenta de 77/4 ate tt/2, r vai de 0 a — 1. Isso significa que a 
distancia de O aumenta de 0 ate 1, mas, em vez de ser no primeiro quadrante, essa parte da 
curva polar (indicada por ©) esta no lado oposto ao polo no terceiro quadrante. O restante 
da curva e desenhado de uma maneira semelhante, com numeros e setas indicando a ordem 
na qual as partes sao traqadas. A curva resultante tem quatro lacos e e denominada rosacea 
de quatro petalas. 


111 !! 0 Module 70.5 ajuda voce a ver 
como as curvas polares sao tragadas 
mostrando animagoes similares as Figuras 


10 - 13 . 
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FIGURA 12 

r = cos 28 em coordenadas cartesianas 


FIGURA 13 

Rosacea de quatro petalas r = cos 28 


Simetria 

Ao esbogar curvas polares, lembre-se de que e util algumas vezes levar em conta a simetria. As 
tres regras seguintes sao explicadas pela Figura 14. 

(a) Se uma equagao polar nao mudar quando 6 for trocado por —9, a curva sera simetrica 
em relagao ao eixo polar. 

(b) Se a equacao nao mudar quando r for trocado por — r, ou quando 9 for trocado por 
9 + 7r, a curva sera simetrica em relagao ao polo. (Isso significa que a curva permane- 
cera inalterada se a girarmos 180° em torno da origem.) 

(c) Se a equagao nao mudar quando 9 for trocado por tt — 9, a curva sera simetrica em re¬ 
lagao a reta vertical 9 = tt/2. 





FIGURA 14 

As curvas nos Exemplos 6 e 8 sao simetricas em relagao ao eixo polar, pois 
cos(— 9) = cos 9. As curvas nos Exemplos 7 e 8 sao simetricas em relagao a 9 = tt!2 porque 
sen (tt — 9) = sen 9 e cos 2(ir — 9) = cos 29. A rosacea de quatro petalas e tambem simetri¬ 
ca em relagao ao polo. Essas propriedades de simetria poderiam ser usadas para esbogar as cur¬ 
vas. Por exemplo, no Exemplo 6 so precisanamos ter marcado pontos para 0 s; 0 ^ tt!2 e entao 
refleti-los em tomo do eixo polar para obter o circulo completo. 


Tangentes a Curvas Polares 

Para encontrarmos a reta tangente a uma curva polar r = f (9), vamos considerar 9 como um 
parametro e escrever suas equacbes parametricas como 

x = r cos 9 = f(9) cos 9 y = r sen 9 =f(9) sen 9 

Entao, usando o metodo para encontrar inclinagoes de curvas parametrizadas (Equacao 10.2.2) 
e a Regra do Produto, temos 


dy 


dy dO 


-send + r cos 9 

d9 


dx 


dx 

~d0 


-cos 9 — r sen 9 

d9 


E 
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Localizamos as tangentes horizontais achando os pontos onde dy/dO = 0 (desde que 
dx/dO + 0). Do mesmo modo, localizamos as tangentes verticals nos pontos onde dx/dO = 0 
(desde que dy/dO 0). 

Observe que, se estivermos olhando para as retas tangentes no polo, entao r = 0 e a Equa- 
gao 3 e simplificada para 


dy_ 

dx 


= tg 0 


dr 


Por exemplo, no Exemplo 8 achamos que r = cos 2 0 = 0 quando 0 = 77/4 ou 37r/4. Isso sig- 
nifica que as retas 0 = tt/4 e 6 = 377/4 (ou y = x e y = —x) sao retas tangentes a r = cos 2 0 
na origem. 


EXEMPLO 9 


(a) Para a cardioide r = 1 + sen 0 do Exemplo 7, calcule a inclinagao da reta tangente quan¬ 
do 0 = 7 t/3 . 

(b) Encontre os pontos na cardioide onde a reta tangente e horizontal ou vertical. 

S0LUQA0 Usando a Equacao 3 com 7=1+ sen 0 , obtemos 


dy 


-sen 0 + 7 cos 0 

d6 


cos0 sen0 + (1 + sen 0) cos 0 


dx dr cos0 cos0 — (1 + sen 0) sen 0 

-cos 0 — 7 sen 0 

dO 


cos 0 (1 + 2 sen0) cos0 (1 + 2 sen0) 

1—2 sen/) — sen0 (1 + sen0)(l — 2 sen0) 


(a) A inclinagao da tangente no ponto no qual 0 = tt/3 e 

dy _ cos(7r/3)(l +2sen(7r/3)) _ |(l + 

dx e =ir /3 (1 + sen(77/3))(l - 2sen(7r/3)) (l + >/3/2)(l - y/3) 

1 + V3 1 + V3 _ 

_ (2 + v^)(l ~ s/3) ~ -1 - s/3 ~ 


(b) Observe que 


dy_ 

d0 


cos 0 (1+2 sen0) = 0 


77 377 777 1177 

quando 9- - — — — 


dx 

~d0 


(1 + sen0)(l — 2 sen0) = 0 


quando 0 = 


377 77 577 

~2' ~6’~6~ 


Portanto, existem tangentes horizontais nos pontos (2, 77/2), (|, 777/6), (), 1177/6) e tangen¬ 
tes verticals em (|, 77 / 6 ) e (|, 577 / 6 ). Quando 0 = 377/2, dy/dO e dx/d0 sao 0 e, dessa 
forma, devemos ser cuidadosos. Usando a Regra de L’Hospital, temos 


lim 

0—>(3ir/2)“ 


dy_ 

dx 


lim 


1+2 sen 0 


0^(3u-/2)- 1—2 sen 0 / \ 1 + sen 0 


lim 


COS0 


1 cos0 1 — sen0 

=-lim -=-lim - 

3 e^(3n/2) 1 + sen0 3 e-»(3n-/2)- cos0 


Por simetria. 


r dy 
lim — = —oo 

0^(3tt/2) + dx 

Entao, existe uma reta tangente vertical no polo (veja a Figura 15). 




VI irl 

2 > 3/ 


3 

,2 ’ 6 / 


FIGURA 15 

Retas tangentes para 7=1 + sen 6 
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OBSERVAQAO Em vez de lembrarmos a Equacao 3, poderfamos empregar o metodo usado 
para deduzi-la. Por exemplo, no Exemplo 9, poderfamos ter escrito 

x = r cos 9 = (1 + sen 0) cos 9 = cos 0 + \ sen 26 
y = r sen 0 = (1 + sen 0) sen 0 = sen 0 + sen 2 0 

Portanto, temos 

dy dy/dO cos 0 + 2 sen 0 cos 0 cos 0 + sen 20 
dx dx/d0 —sen 0 + cos 20 —sen 0 + cos 20 

que e equivalente a nossa expressao previa. 


Tragando Curvas Polares com Ferramentas Graficas 

Embora seja util saber esbocar as curvas polares simples manualmente, precisamos usar uma 
calculadora grafica ou um computador quando nos deparamos com curvas complicadas, como 
as mostradas nas Figuras 16 e 17. 



-1 


FIGURA 16 

r = sen 2 (2,40) + cos 4 (2,40) 


1,7 



FIGURA 17 

r = sen 2 (l,20) + cos 3 (60) 


Algumas ferramentas graficas tern comandos que nos permitem tracar curvas polares direta- 
mente. Com outras maquinas precisamos fazer a conversao para curvas parametrizadas pri- 
meiro. Neste caso, tomamos a equacao polar r = f (0) e escrevemos suas equaqbes 
parametricas como 


x = r cos 0 = f(0) cos 9 y = r sen 9 = f{0) sen 9 

Algumas maquinas requerem que o parametro seja denominado t em vez de 0. 


EXEMPLO 10 


Trace a curva r = sen(80/5). 


SOLUQAO Vamos assumir que nossa ferramenta grafica nao tenha um comando para tracar as 
curvas polares. Neste caso, precisamos trabalhar com as cquaqoes parametricas corresponden- 
tes, que sao 


x = r cos 9 = sen(80/5) cos 6 y = r sen 9 = sen(80/5) sen 9 

Em qualquer caso, precisamos determinar o domfnio para 9. Entao nos perguntamos: quantas 
rotacbes completas sao necessarias ate que a curva comece a se repetir? Se a resposta for n, 


8(0 + 2mr) (w 16n7r\ 80 

sen-= sen-1-= sen — 

5 V 5 5 ) 5 


e assim precisamos que 16/277/5 seja um multiplo par de tt. Isso ocorrera primeiro quando 
n = 5. Portanto, traqamos a curva inteira se especificarmos que 0^0^ IO 77 . Trocando de 0 
para t, temos as equaqbes 


FIGURA 18 

r — sen(80/5) 
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x = sen(8f/5) cos t y = sen(8f/5) sen t 0 Khr 

e a Figura 18 nos mostra a curva resultante. Observe que essa rosacea tem 16 lacos. 


EXEMPLO' 


Investigue a famflia de curvas polares dada por r = l + c sen 6. Como o formato 
muda conforme c varia? (Essas curvas sao chamadas limacons. que em frances significa cara- 
col, por causa do formato dessas curvas para certos valores de c.) 


SOLUCAO A Figura 19 mostra graficos desenhados por computador para varios valores de c. 
Para c > 1, ha uma volta que e decrescente em tamanho conforme c diminui. Quando c = 1, 
o laco desaparece e a curva toma-se a cardioide que esboqamos no Exemplo 7. Para c entre 1 
e a cuspide da cardioide e suavizada e toma-se uma “covinha”. Quando c diminui de \ para 
0, a limacon parece oval. Essa oval se toma mais circular quando c —> 0 e quando c = 0, a 
curva e apenas o circulo r = 1. 


No Exercfcio 53 pediremos que voce demonstre 
analiticamente 0 que descobriu a partir dos 
graficos na Figura 19. 



FIGURA 19 

Membros da famflia de 
limacons r = 1 + c sen 6 


As partes restantes da Figura 19 mostram que, quando c se toma negativo, os formatos 
mudam na ordem inversa. De fato, essas curvas sao reflexoes ao redor do eixo horizontal das 
curvas correspondentes com c positivo. 

Lima£ons surgem do estudo de movimento planetario. Em particular, a trajetoria de Marte, 
vista do planeta Terra, tem sido modelada como um limacon com uma volta, como partes da 
Figura 19 com |c| > 1. 



Exercicios 


1-2 Marque os pontos cujas coordenadas polares sao dadas. A 
seguir, encontre dois outros pares de coordenadas polares desse 
ponto, um com r > 0 e o outro com r < 0. 

1. (a) (2, tt/3) (b) (1, —377/4) (c) (-1,77/2) 

2. (a) (1, 777/4) (b) (- 3, 77/6) (c) (1, — 1) 

3-4 Marque o ponto cujas coordenadas polares sao dadas. A seguir, 
encontre as coordenadas cartesianas do ponto. 

3. (a) (1, 77 ) (b) (2, —277/3) (c) (-2, 3 t7/4) 

4. (a) (-72, 577 / 4 ) (b) (1, 577/2) (c) (2, -7 t7/6) 

5-6 As coordenadas cartesianas de um ponto sao dadas. 

(i) Encontre as coordenadas polares (r, 6) do ponto, onde r > 0 e 
0 =S 6 s=2t7. 


(ii) Encontre as coordenadas polares ( r , d) do ponto, onde r < 0 e 
0 =S 6 =£2t7. 

5. (a) (2,-2) (b) (-1, 73) 

6 . (a)(373,3) (b) (1, — 2) 

7-12 Esboce a regiao no piano que consiste em pontos cujas coorde¬ 
nadas polares satisfazem as condiijoes dadas. 

7. 1 r =£ 2 

8. 0=£r<2, 77^0^ 377/2 

9. r ' 0, 77/4 =S 6 =£ 377/4 

10. 1 =£ r =S 3, 77/6 < 8 < 577/6 


j4i E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Dicas de i.icao de Casa estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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11. 2 < 7 < 3, 5t7/3 =s 8 s£ 7 tt/3 

12. r 3= 1, tt =£ 0 =S 2tt 

13. Encontre a distancia entre os pontos com coordenadas polares 
(2, tt/ 3) e (4, 277/3). 

14. Encontre uma formula para a distancia entre os pontos com coor¬ 
denadas polares (n, 0 i) e (ri, 82). 

15-20 Encontre a equagao cartesiana para a curva descrita pela 
equagao polar dada. 


15. 7 = 2 

16. 

7 cos 8 = 1 

17. 7 = 2 cos 8 

18. 

II 

19. t 2 cos 28 = 1 

20. 

7 = tg 8 sec 8 

21-26 Encontre uma equagao polar para a curva representada pela 
equagao cartesiana dada. 

21. y = 2 

22. 

y=x 

23. y = 1 + 3x 

24. 

4y 2 = x 

25. x 2 + y 2 = 2cx 

26. 

xy = 4 


27-28 Para cada uma das curvas descritas, decida se a curva seria 
mais facilmente dada por uma equagao polar ou por uma equagao 
cartesiana. Entao, escreva uma equagao para a curva. 

27. (a) Uma reta que passa pela origem e forma um angulo de 77/6 

com o eixo x positivo. 

(b) Uma reta vertical pelo ponto (3, 3). 

28. (a) Um ctrculo com raio 5 e centra (2, 3). 

(b) Um ctrculo com centra na origem e raio 4. 

29-46 Esboce uma curva com a equagao polar dada primeiro esbo- 
gando o grafico de r como fungao de 8 em coordenadas cartesianas. 


29. 

r 

= —2 sen 8 

30. 

r = 

1 — cos 8 

31. 

r 

= 2(1 + cos 8) 

32. 

r = 

1 + 2 cos 8 

33. 

r 

O 

A\ 

II 

34. 

r = 

In 8, 8 ^ 1 

35. 

r 

= 4 sen 38 

36. 

r = 

cos 58 

37. 

r 

= 2 cos 48 

38. 

r = 

3 cos 68 

39. 

r 

= 1—2 sen 8 

40. 

r = 

2 + sen 8 

41. 

T 2 

= 9 sen 28 

42. 

r 2 = 

-- cos 48 

43. 

r 

= 2 + sen 38 

44. 

r 2 8 

= 1 

45. 

r 

= 1+2 cos 28 

46. 

r = 

3 + 4 cos 8 

47- 

48 

A figura mostra 0 

grafico de 7 

como uma fungao de 0 em 


coordenadas cartesianas. Use-o para esbogar a curva polar corres- 
pondente. 


r, 



2 - 



1 



0 

TT 

277 9 


49. Mostre que a curva polar 7 = 4 + 2 sec 8 (chamada conchoide) 
tern a reta x = 2 como uma assfntota vertical mostrando que 
lim r ^ ±a> x = 2. Use esse fato para ajudar a esbogar a conchoide. 

50. Mostre que a curva 7 = 2 — cossec 8 (tambem uma conchoide) 
tern a reta y = — 1 como uma assfntota horizontal mostrando que 
lim r -> ± „ y = — 1. Use esse fato para ajudar a esbogar a con¬ 
choide. 

51. Mostre que a curva 7 = sen 8 tg 8 (denominada cissoide de Dio¬ 
des) tern a reta x = 1 como uma assfntota vertical. Mostre tam¬ 
bem que a curva esta inteiramente dentro da faixa vertical 
0 =£ x < 1. Use esses fatos para ajudar a esbogar a cissoide. 

52. Esboce a curva ( x 2 + y 2 ) 2 = 4x 2 y 1 . 

53. (a) No Exemplo 11 os graficos sugerem que a limagon 

7 = 1 + c sen 8 tem um lago interno quando |c| > 1. De- 
monstre que isso e verdadeiro e encontre os valores de 8 que 
correspondam ao lago interno. 

(b) A partir da Figura 19 parece que a limagon perde sua covi- 
nha quando c = 2 - Demonstre isto. 

54. Associe as curvas polares com seus respectivos graficos I-VI. 

De razoes para suas escolhas. (Nao use uma ferramenta grafica.) 
(a) 7 = -Jfj, 0 =s 0 s= 1677 (b) 7 = 6>-, Os=N I 677 

(c) 7 = cos(0/3) (d) 7 = 1 + 2 cos 8 

(e) 7 = 2 + sen 38 (f) 7=1+2 sen 38 





55-60 Calcule a inclinagao da reta tangente para a curva polar dada 
no ponto especificado pelo valor de 8 . 

55. 7 = 2 sen 8 , 6 = 77/6 56. 7 = 2 — sen 8, 8 = tt /3 

57. 7 = 1 18 , 8 = 77 58. 7 = cos(0/3), 8 = tt 

59. 7 = cos 28 , 8 = 77/4 60. 7 = 1+2 cos 8 , 8 = tt /3 

61 Encontre os pontos na curva dada onde a reta tangente e hori¬ 
zontal ou vertical. 

61. 7 = 3 cos 8 62. 7 = 1 — sen 8 

63. 7 = 1 + cos 8 64. 7 = e e 

65. Mostre que a equagao polar r — a sen 8 + b cos 8, para a qual 
ab ¥= 0, representa um ctrculo e calcule seu centra e o raio. 


66. Mostre que as curvas r = a sen 8 e 7 = a cos 8 se interceptam 
com angulos retos. 
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67-72 Use uma ferramenta grafica para tragar a curva polar. Esco- 

lha o intervalo do parametro para ter certeza de que voce fez a curva 

inteira. 

67. r = 1+2 sen(0/2) (nefroide de Freeth) 

68 . r = yj\ — 0,8 sen * 1 2 3 6 (hipopedia) 

69. r = e seno — 2 cos(40) (curva em borboleta) 

70. r = |tg 0|l co, 8 e l (curva valentina) 

71 . r = 1 + cos 999 6 (curva de PacMan) 

72. r = sen 2 (40) + cos(40) 

73. Como os graficos r — 1 + sen(# — tt/6) e r = 1 + sen (6 — tt/3) 
estao relacionados ao grafico r = 1 + sen 62 Em geral, como o 
grafico de r — f(6 — a) esta relacionado ao grafico de r = f{6)l 

74. Use um grafico para estimar a coordenada dos pontos mais altos 
na curva r — sen 26. Entao, use o calculo para encontrar o valor 
exato. 

75. Investigue a famflia de curvas dadas por r = 1 + c cos 6, em 
que c e um numero real. Como o formato muda conforme c 
varia? 

76. Investigue a famflia de curvas dada por 

r = 1 + cos"0 

onde n e um inteiro positivo. Como muda o formato quando n 
aumenta? O que acontece quando n se torna maior? Explique a 
forma para o n maior considerando o grafico de r como uma fun- 
gao de 6 nas coordenadas cartesianas. 


77. Seja P um ponto qualquer (exceto a origem) na curva r — f(6). 
Se i// for o angulo entre a reta tangente em Pea reta radial OP, 
mostre que 


tg 


r 

dr/dd 


[Dica: Observe que if/ = cf> — 6 na figura.] 



78. (a) Use o Exercfcio 77 para mostrar que o angulo entre a reta 
tangente e a reta radial e i/f = 'jr/4 em cada ponto na curva 
r — e d . 

(b) Ilustre a parte (a) tragando a curva e a reta tangente aos pon¬ 
tos onde 6 = 0 e ir/2. 

(c) Demonstre que qualquer curva polar r — f (6), com a pro- 
priedade de que o angulo if/ entre a reta radial e a reta tan¬ 
gente e uma constante, deve ser do tipo r = Ce k6 , onde Cel 
sao constantes. 


m FAMILIAS DE CURVAS POLARES 

Neste projeto voce ira descobrir formas interessantes e bonitas que membros das fa- 
mflias de curvas polares podem fazer. Voce tambem ira ver como a forma da curva muda 
conforme voce varia as constantes. 

1. (a) Investigue a famflia de curvas definidas pelas equates polares r = sen nO, onde 

n e um inteiro positivo. Como o numero de lacos esta relacionado a «? 

(b) O que aconteceria se a equagao na parte (a) fosse trocada por r = |sen nd |? 

2. Uma famflia de curvas e dada pelas equacbes r = 1 + c sen nd, onde c e um numero 
real ene um inteiro positivo. Como o grafico muda quando n aumenta? Como ele 
muda quando c varia? Ilustre traqando membros suficientes da famflia para justifi- 
car suas conclusoes. 

3. Uma famflia de curvas tern equagoes polares 

1 — a cos 6 
r = - 

1 + a cos 6 

Investigue como o grafico muda quando o numero a varia. Em particular, voce de- 
veria identificar os valores de transigao de a para os quais o formato basico da curva 
muda. 

4. O astronomo Giovanni Cassini (1625-1712) estudou a famflia de curvas com 
equagoes polares 

r 4 — 2c 2 r 2 cos 26 + c 4 — a 4 = 0 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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para as quais ate sao numeros reais positivos. Essas curvas sao chamadas ovais de 
Cassini, mesmo que elas sejam ovais apenas para alguns valores de a e c. (Cassini pen- 
sava que essas curvas poderiam representar as orbitas dos planetas melhor que as elip- 
ses de Kepler.) Investigue a variedade de formas que essas curvas podem ter. Em par¬ 
ticular, como estao relacionados ate quando a curva se divide em duas partes? 



Areas e Comprimentos em Coordenadas Polares 





Nesta segao deduziremos a formula para a area de uma regiao cuja fronteira e dada por uma 
equacao polar. Precisamos usar a formula para a area de um setor de um circulo: 


m 


A = ^r-0 


onde, como na Figura 1, r t o raio e 9, a medida em radianos do angulo central. A Formula 
[1 segue do fato de que a area de um setor e proporcional a seu angulo central] 
A = (9l2TT)TTr 2 = | r 2 9. (Veja tambem o Exercicio 35, na Segao 7.3, no Volume I.) 

Seja 2ft a regiao ilustrada na Figura 2, limitada pela curva polar r = f (6) e pelos raios 
0 = a t 9 = b, onde/e uma t'uncao continua positiva e onde 0 < b — a =S 277. Dividimos o 
intervalo [a, b] em subintervalos com extremidades 0 O , 9 1 , 0 2 , • • • , 9„ e larguras iguais a A 9. 
Os raios 9 = 9, podem dividir 2ft em n regioes menores com angulos centrais A 9 = 0, — 0,_|. 
Se escolhermos 9f no z-esimo subintervalo [9 t - 1 , 0,], entao a area A A , da z-esima regiao sera 
aproximada pela area do setor de um circulo com angulo central A 9 t raio/($,*). (Veja a 
Figura 3.) 

Entao, a partir da Formula 1 temos 

AA, = i[/(0f)] 2 A0 

e, assim, uma aproximagao para a area total A de 2ft e 


2 


1=1 


A partir da Figura 3 parece que a aproximagao em \2\ melhora quando n —*■ oo. Mas as somas 
em \2\ sao as somas de Riemann para a fungao g(9) = \\_f{9)~\ 1 , logo 


limj l 2[f(9f)] 2 A9= \ b \[fm 2 de 

Portanto, parece plausivel (e de fato pode ser demonstrado) que a formula para a area A da 
regiao polar 2ft e 



[3] A=[ b \um 2 de 

- J a 

A Formula 3 e frequentemente 


s 

subentendendo que r = f(9). Observe a similaridade entre as Formulas 1 e 4. 

Quando aplicamos a Formula 3 ou 4, e interessante pensar na area como sendo varrida por 
um raio em rotagao que passa por O t que comega com angulo a e termina com angulo b. 


escrita como 

A = j" \r 2 d9 


EXEMPLO 1 


Calcule a area delimitada por um lago da rosacea de quatro petalas r = cos 29. 


S0LUCA0 A curva r = cos 29 foi esbogada no Exemplo 8 na Segao 10.3. Observe a partir da 
Figura 4 que a regiao delimitada pelo lago direito e varrida pelo raio que gira de 9 = - tt/4 
ate 9 = tt/4. Dessa forma, a Formula 4 fornece 


FIGURA 4 
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A = f" 74 \r 2 d0 = \ f n/4 cos 2 2 ddd= ( V4 cos 2 2d d9 

J-tt/4 J-tt/4 Jo 

A = 1* / 1(1 + cos 4d) dQ = \\o + \ sen 4d]o /4 = — 

Jo 8 


EXEMPLO 2 


dioide r = 1 


Calcule a 
+ sen 0. 


area da regiao que esta dentro do cfrculo r = 3 sen 9 e fora da car- 


S0LUCA0 A cardioide (veja o Exemplo 7 da Segao 10.3) e o cfrculo estao esbocados na 
Figura 5, e a regiao desejada esta sombreada. Os valores de a e b na Formula 4 sao determi- 
nados achando-se os pontos de intersecgao das duas curvas. Elas se interceptam quando 
3 sen 0=1+ sen 9, o que fornece sen 9 = ou seja, 9 = 77 / 6 , 5tt/6. A area desejada pode 
ser encontrada pela subtragao da area dentro da cardioide entre 9 = tt/6 e 9 = 5tt/6 da area 
dentro do cfrculo de 77/6 ate 577 / 6 . Fogo, 


A = \ f 7 (3 sen 0) 1 d9 — \ f 7 (1 + send) 

Jtt/6 Jtt/6 


d9 


Como a regiao e simetrica em relagao ao eixo 9 = 77 / 2 , podemos escrever 


A = 2 


f 7 9sen 2 d d9 — ^ f 7 (1 + 2 send + sen 2 d) d9 

Jtt/6 “ Jtt/6 


rw 2 

Jtt/6 

|V/2 

Jtt/6 


tt/6 

2 send) d9 


(8 sen 2 d - 1 
(3 — 4 cos 2d — 2 send) d9 


[porque sen 2 0 —§(1 — cos 20)] 


= 3d — 2 sen 2d + 2 cosd]^ 6 = 77 


O Exemplo 2 ilustra o procedimento para encontrar a area da regiao delimitada por duas cur¬ 
vas polares. Em geral, seja 2ft uma regiao, como ilustrado na Figura 6, que e limitada pelas 
curvas com as equagoes polares r = /(d), r = g(0), 9 = a e 9 = b, onde/(d) 3 = g(Q) s? 0 e 
0 < b — a ^ 277. A area A de 2ft e calculada pela subtracao da area dentro de r = g{9) da area 
dentro de r = /(d); assim, usando a Formula 3 temos 


A=\ b \um 2 d0- \ b \[g{9)Yd9 

Ja Ja 

= 1 2 [(lM?-[g(e)?) d0 

ATENCAO O fato de que um unico ponto tem muitas representagoes em coordenadas polares 
algumas vezes torna diffcil encontrar todos os pontos de interseccao de duas curvas polares. 
Por exemplo, e obvio a partir da Figura 5 que o cfrculo e a cardioide tem tres pontos de in- 
tersecgao; contudo, no Exemplo 2, resolvemos as equagoes r = 3 sen 9 er = 1 + sen d e en- 
contramos apenas dois pontos, (|, 77 / 6 ) e (J, 577 / 6 ). A origem tambem e um ponto de 
intersecgao, mas nao pudemos encontra-lo resolvendo as equagoes para as curvas, pois a ori¬ 
gem nao tem uma unica representagao em coordenadas polares que satisfaga ambas as equa¬ 
goes. Observe que, quando representada como (0, 0) ou (0, 77), a origem satisfaz r = 3 sen d 
e, assim, esta no cfrculo; quando representada como (0, 377/2), satisfaz r = 1 + sen d e dessa 
forma, esta na cardioide. Imagine dois pontos se movendo ao londo das curvas conforme o 
valor do parametro d aumenta de 0 a 277. Em uma curva a origem e alcangada em d = 0 e 
d = 77; na outra curva, ela e atingida em d = 3 tt/2. Os pontos nao colidem na origem, porque 
eles a alcangam em tempos diferentes, mas de qualquer modo as curvas se interceptam. 

Entao, para encontrar todos os pontos de intersecgao de duas curvas polares, e recomen- 
davel que voce desenhe os graficos de ambas as curvas. E especialmente conveniente usar 
uma calculadora grafica ou um computador para ajudar nessa tarefa. 


EXEMPLO 3 


Encontre todos os pontos de intersecgao das curvas r = cos 2d e r = 


0LUQA0 Se resolvermos as equagoes r = cos 2d e 7 = ], obteremos cos 2d = \ e, por- 
tanto, 2d = 77 / 3 , 577/3, 777/3, 1 177 / 3 . Entao, os valores de d entre 0 e 277 que satisfazem 
ambas as equagoes sao 9 = tt/6, 5tt/6, 1tt/6, 1 177 / 6 . Encontramos quatro pontos de inter¬ 
secgao: (^, 77 / 6 ), (^, 577/6), 0, 777/6) e (^, II 77 / 6 ). 

Contudo, voce pode ver a partir da Figura 7 que as curvas tem outros quatro pontos de 
intersecgao, a saber: ( 5 , 77 / 3 ), 0, 277/3), (\, 477/3) e (\, 577/3). Esses podem ser encontrados 





FIGURA 7 
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usando-se simetria ou observando que outra equacao do cfrculo e r = - \ c entao resolven- 
do as equates r = cos 26 e r = — 


Comprimento de Arco 

Para calcularmos o comprimento de uma curva polar r = f (6), a =S 6 =£ b, nos referimos a 
0 como um parametro e escrevemos as equacdes parametricas da curva como 

x = r cos 6 = f (6) cos 6 y = r sen 6 = f (6) sen 6 

Usando a Regra do Produto e derivando em relacao a 6 , obtemos 


dx dr 

-=-cos0 — r send 

dO d6 

assim, usando cos 2 6 + serrd = 1, temos 



Assumindo que/' e contmua, podemos usar 
to de arco como 


-=-send + r cosd 

dO dd 


— 2 r — cosd send + r 2 sen 2 d 

de 


2 6 + 2 r — send cosd + r 2 cos 2 d 
d6 


Teorema 10.2.5 para escrever o comprimen- 



Portanto, o comprimento da curva com equaqao polar r = f (d), a =S d ^b, e 


5 




□ 


EXEMPLO 4 


Calcule o comprimento da cardioide r = 1 + sen d. 


S0LUCA0 A cardidoide e mostrada na Figura 8. ('Esbocamos no Exemplo 7 na Seqao 10.3.) 
Seu comprimento total e dado pelo intervalo do parametro 0 s; d =£ 2ir, entao a Formula 5 da 



j" + send) 2 + cos 2 d dO 


= I J2 + 2 sen d 
Jo 


de 


Poderiamos calcular essa integral pela multiplicacao e divisao do integrando por 

2 sen d , ou poderiamos usar um sistema de computacao algebrica. De qualquer 
maneira, calculamos que o comprimento da cardioide 6 L = 8. 


FIGURA 8 

r = 1 + sen 6 
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Exercicios 


1-4 Encontre a area da regiao que e delimitada pelas curvas dadas e 
esta no setor especificado. 

1. r = 0 2 , 0 0 « n/4 

2 . r = e m , 77 =£ 0 =S 2tt 

3. r 1 = 9 sen 2d , r 3® 0, 0 *£ 0 irll 

4. r = tg d , 77/6 =£ 0 =£ 77/3 


5-8 Encontre a area da regiao sombreada. 



7 = 4 + 3 sen 0 


7 = sen 29 


9-12 Esboce a curva e calcule a area delimitada por ela. 

9. 7 = 2 sen d 10. r = 1 — sen d 

11. r — 3 + 2 cos d 12. r — 4 + 3 sen d 

13-16 Trace a curva e calcule a area delimitada por ela. 

13. 7 = 2 sen 49 14. r = 3 — 2 cos 4d 

15. 7 = Vl + cos 2 (50) 16. 7=1 + 5 sen 69 

17-21 Encontre a area da regiao dentro de um lago da curva. 

17. 7 = 4 cos 3d 18. 7 2 = sen 2d 

19. 7 = sen 49 20. 7 = 2 sen 59 

21. 7=1+2 sen d (lago intemo) 

22. [Calcule a area delimitada pelo lago do estrofoide] 
7 = 2 cos d — sec d. 

23-28 Encontre a area da regiao que esta dentro da primeira curva e 
fora da segunda curva. 


23. 

r = 

2 

COS 9, 7 

= 1 



25. 

r 2 = 

■- 8 

i cos 29, 

7 = 

2 


26. 

r = 

2 

+ sen d. 

7 = 

: 3 

sen d 

27. 

r = 

3 

cos d, r 

= 1 

+ 

cos d 

28. 

r = 

3 

sen d, r 

= 2 

- 

sen d 


29-3 Encontre a area da regiao que esta dentro de ambas as curvas. 

29. 7 = V3 cos d, r — sen 9 

30. 7=1+ cos 9, 7=1— cos 9 


31. 7 = sen 29, r = cos 2d 

32. 7 = 3 + 2 cos 9, 7 = 3 + 2 sen d 

33. 7 2 = sen 2d, r 1 = cos 29 

34. 7 = a sen d, r = b cos 9, a > 0, b > 0 

35. Encontre a area dentro do lago maior e fora do lago menor da 
7 = 2 + cos 9. 

36. [Ache a area entre o lago maior e o lago menor da curva] 
7=1+2 cos 39. 

37-42 Encontre todos os pontos de intersecgao das curvas dadas. 

37. 7=1 + sen 9, 7 = 3 sen 9 

38. 7=1— cos 9, 7=1+ sen 9 

39. 7 = 2 sen 2d, 7=1 40. 7 = cos 3d, r = sen 39 

41. 7 = sen 9, 7 = sen 2d 42. r 2 = sen 29, r 2 = cos 29 

43. Os pontos de intersecgao da cardioide 7=1+ sen 9 e do lago es- 
piral 7 = 2 d, — tt/2 =S d =£ 77 / 2 , nao podem ser encontrados exa- 
tamente. Use uma ferramenta grafica para encontrar os valores 
aproximados de d nos quais eles se interceptam. Entao, use esses 
valores para estimar a area que esta dentro de ambas as curvas. 

44. Ao gravarem apresentagoes ao vivo, os engenheiros de som 
usam um padrao de captagao em forma de cardioide, pois ele 
suprime o barulho da audiencia. Suponha que o microfone esteja 
colocado a 4 m da frente do palco (como na figura) e que o li- 
mite da regiao de captagao otima seja dado pela cardioide 
7=8 + 8 sen 9, onde 7 e medido em metros e o microfone esta 
no polo. Os musicos querem saber a area que eles terao no palco 
dentro da area de captagao otima do microfone. Responda a esta 
pergunta. 



45-48 Calcule o comprimento exato da curva polar. 

45. 7 = 2 cos 9, 0 =£ 9 =£ 77 46. 7 = 5 s , 0 =£ d =£ 277 

47. 7 = d 2 , 0 =S 9 s£ 2t7 48. 7 = 2 (1 + cos 9) 

49—50 Calcule o comprimento da curva. Use uma grafico para deter- 

minar o intervalo de parametro. 

49. 7 = cos 4 (9/4) 50. 7 = cos 2 (9/2) 

Use uma calculadora ou um computador para encontrar o com¬ 
primento do lago, com precisao de quatro casas decimals. Se neces- 
sario, use uma grafico para determinar o intervalo de parametro. 

51. Uma volta na curva 7 = cos 29 

52. 7 = tg 9, 77/6 77/3 

53. 7 = sen(6 sen 9) 

54. 7 = sen (9/4) 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. AsHomework Hints estao disponiveis em www.stewartcalculus.com 
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55. (a) Use a Formula 10.2.6 para mostrar que a area da superflcie 
gerada pela rotagao da curva polar 

r=/(0) a^d^b 

(onde /' e contmua e 0 =£ a < b =£ tt) em torno do eixo 
polar e 

S = [2irr,cne Jr 2 +(^\ d6 


(b) Use a formula na parte (a) para calcular a area da superflcie 
gerada pela rotagao da lemniscata r 1 = cos 26 em torno do 
eixo polar. 

56. (a) Encontre a formula para a area da superflcie gerada pela ro¬ 
tagao da curva polar r = /(0), a =S 6 =£ ft (onde/' e contmua 
e 0 =£ a < b =£ n), em torno da reta 6 = tt/2. 

(b) Calcule a area da superflcie gerada pela rotagao da lemnis¬ 
cata r 1 = cos 26 em torno da reta 6 = tt/2 . 



Secoes Conicas 


Nesta segao daremos as definigoes geometricas de parabolas, elipses e hiperboles e deduzi- 
remos suas equagoes-padrao. Elas sao chamadas segoes conicas, ou conicas, porque resul- 
tam da intersecgao de um cone com um piano, como mostrado na Figura 1. 




FIGURA2 



Parabolas 

Uma parabola e o conjunto de pontos em um piano cujas distancias a um ponto fixo F 
(denominado foco) e a uma reta fixa (chamada diretriz) sao iguais. Essa definigao e ilustra- 
da pela Figura 2. Observe que o ponto na metade do caminho entre o foco e a diretriz esta 
na parabola; ele e conhecido como vertice. A reta que passa pelo foco e e perpendicular a 
diretriz e intitulada eixo da parabola. 

No seculo XVI, Galileu mostrou que a trajetoria de um projetil atirado no ar com um 
certo angulo em relagao ao solo e uma parabola. Desde essa epoca, os formatos parabolicos 
tem sido usados para desenhar farois de carro, telescopios refletores e pontes suspensas. 

Obteremos uma equagao particularmente simples para uma parabola se colocarmos o 
vertice na origem O e sua diretriz paralela ao eixo x, como na Figura 3. Se o foco for o ponto 
(0, p), entao a diretriz tem a equagao v = —p. Se P(x, v) e qualquer ponto na parabola, entao 
a distancia de P ate o foco e de 


\PF\ = six 2 + (y - p ) 2 

e a distancia de P ate a diretriz e |v + p\. (A Figura 3 ilustra o caso onde p > 0.) A pro- 
priedade de definigao de uma parabola e que essas distancias sao iguais: 

sjx 2 + (y - p) 2 = |y + p\ 


FIGURA 3 
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Obtemos uma equagao equivalente elevando ao quadrado e simplificando: 

x 2 + (y-p) 2 = \y +p\ 2 = (y + p) 2 
x 2 + y 2 — 2 py + p 2 = y 2 + 2py + p 2 
x 2 = 4 py 


□ 


Uma equacao da parabola com foco (0, p) e diretriz y = —p 6 


x 2 = 4py 


Se escrevermos a = 1/(4 p), entao a equaqao padrao de uma parabola |T] torna-se v = ax 2 . 
A concavidade e para cima se p > 0 e para baixo se p < 0 [veja a Figura 4, partes (a) e (b)]. 
O grafico e simetrico em relagao ao eixo y porque |T| nao muda quando x e trocado por - x. 




(a) x 2 = 4py, p> 0 

FIGURA 4 


(b) x 2 = 4py, p < 0 




Se trocarmos x e y em [T], obteremos 


2 


y 2 = 4px 


que e uma equacao da parabola com foco (p. 0) e diretriz x = —p. (Trocar x e y significa 
refletir em rclacao a linha diagonal y = x.) A parabola abre para a direita se p > 0 e para a 
esquerda se p < 0 [veja a Figura 4, partes (c) e (d)]. Em ambos os casos, o grafico e sime¬ 
trico em relaqao ao eixo x, que e o eixo da parabola. 


EXEMPLO 1 


Encontre o foco e a diretriz da parabola y 2 + 1 Ox 


0 e esboce o grafico. 


S0LUQA0 Se escrevermos a equacao como v 2 = — lOx e a compararmos com a Equaqao 2 
veremos que 4p = — 10, assim, p = — §. Entao, o foco e (p, 0) = (— §, 0) e a diretriz e x = §. 
O esboqo e mostrado na Figura 5. 



FIGURA 5 


Elipses 

Uma elipse e o conjunto de pontos em um piano cuja soma das distancias a dois pontos fixos 
Fi e 7*2 e uma constante (veja a Figura 6). Esses dois pontos sao chamados focos. Uma das 
Leis de Kepler e que as orbitas dos planetas no sistema solar sao elipses com o Sol em um 
dos focos. 




FIGURA 6 


FIGURA 7 
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Para obtermos a equagao mais simples para uma elipse, colocamos os focos no eixo x nos 
pontos (—c, 0) e (c, 0) como na Figura 7, de modo que a origem esteja na metade do cami- 
nho entre os focos. Seja a soma das distancias de um ponto na elipse ate os focos 
2a > 0. Entao P(x, y) e um ponto na elipse quando 

| PFi | + | PF 2 1 = 2 a 

isto e, yj{x + c) 2 + y 2 + ^{x — c ) 2 + y 2 = 2a 

ou yj(x — c) 2 + y 2 = 2a — VU' + c) 2 + y 2 

Elevando ao quadrado ambos os lados, temos 

x 2 — 2 cx + c 2 + y 2 = 4a 2 — 4 a^/(x + c ) 2 + y 2 + x 2 + 2 cx + c 2 + y 2 


que se simplifica para a\j(x + c ) 2 + y 2 = a 2 + cx 

Elevamos ao quadrado novamente: 

a\x 2 + 2cx + c 2 + y 2 ) = a 4 + 2 a 2 cx + c 2 x 2 
que se torna (a 2 — c 2 )x 2 + a 2 y 2 = a 2 {a 2 — c 2 ) 



FIGURA 8 




FIGURA 9 


A partir do triangulo F 1 F 2 P na Figura 7, vemos que 2c < 2a, assim, c < a e, portanto, 
a 2 — c 2 > 0. Por conveniencia, seja b 2 = a 2 — c 2 . Entao, a cquacao da elipse torna-se 
b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 , ou, se ambos os lados forem divididos por a 2 b 2 . 



Como b 2 = a 2 — c 2 < a 2 , segue que b < a. As intersecgoes com o eixo x sao encontradas 
fazendo-se y = 0. Entao x 2 /a 2 = 1, ou x 2 = a 2 , assim x = ±a. Os pontos correspondentes 
(a, 0) e (—a, 0) sao chamados vertices da elipse, e o segmento de reta que une os vertices e 
dito eixo maior. Para encontrarmos as interseccdes com o eixo v fazemos x = 0 e obtemos 
y 2 = Zr, ou seja, y = ±b. O segmento de reta unindo os pontos (0, b) e (0, — b) 6 o eixo 
menor. A Equa 5 ao 3 nao muda se x for trocado por — x ou y for trocado por —y, logo, e sime- 
trica em relacao a ambos os eixos. Observe que, se os focos coincidirem, entao c = 0, por¬ 
tanto, a = b e a elipse torna-se um cfrculo com raio r = a = b. 

Resumimos essa discussao a seguir (veja tambem a Figura 8). 


|~4~| A elipse 

2 2 

x y 

— + —r =1 a ^ b > 0 
a~ b 

tern focos (±c, 0), onde c 2 = a 2 — b 2 , e vertices ( ±a , 0). 

Se os focos de uma elipse estiverem localizados no eixo y em (0, ±c), entao podemos 
encontrar sua equagao trocando x e v em [T|. (Veja a Figura 9.) 


"5] A elipse 


x~ y 

—- H- y =1 a ^ b > 0 

b~ a 


tem focos (0, ±c), onde c 2 = a 2 — b 2 , e vertices (0, ±a). 


EXEMPL0 2 


Esboce o grafico de 9x 2 + 16v 2 = 144 e localize os focos. 
S0LUCA0 Dividindo ambos os lados da equagao por 144: 


x y* 

+ - 

16 9 


— + — = 1 
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A equacao esta agora na forma padrao para uma elipse, e assim temos a 2 = 16, b 2 = 9, 
a = 4 e b = 3. As intersecqbes com o eixo x sao ±4 e as intersecqoes com o eixo y sao ±3. 
Alem disso, c 2 = a 2 — b 2 = 7, portanto c = *Jl , e os focos sao {±yjl , 0). O grafico e esbo- 
5 ado na Figura 10. 


EXEMPLO 3 


Encontre uma equacao para a elipse com focos (0, ±2) e vertices (0, ±3). 


Usando a notaqao de [5], temos c = 2 e a = 3. Entao, obtemos 
b 2 = a 2 — c 2 = 9 — 4 = 5; logo, uma equaqao para a elipse e 



Outra maneira de escrever a equacao e 9 xr + 5v 2 = 45. 


Como as parabolas, as elipses tern uma propriedade de reflexao interessante, com conse- 
quencias praticas. Se uma fonte de luz - ou som - for colocada em um foco de uma super- 
ffcie com secqoes transversals ellpticas, entao toda luz - ou som - e refletida da superflcie 
para o outro foco (veja o Exerclcio 65). Esse princlpio e usado em litotripsia, um tratamen- 
to para pedras nos rins. Um refletor com secqao transversal eliptica e colocado de maneira 
que a pedra no rim esteja em um foco. Ondas sonoras de alta intensidade geradas no outro 
foco sao refletidas para a pedra e a destroem sem causar dano ao tecido vizinho. O paciente 
nao sofre o trauma de uma cirurgia e se recupera em poucos dias. 


Hiperbole 

Uma hiperbole e o conjunto de todos os pontos em um piano cuja diferenqa entre as distancias 
a dois pontos fixos F\ e /q> (os focos) e uma constante. Essa delinicao e ilustrada na Figura 11. 

As hiperboles ocorrem frequentemente como graficos de equaqoes em qulmica, flsica, 
biologia e economia (Lei de Boyle, Lei de Ohm, curvas de demanda e de oferta). Uma apli- 
caqao particularmente importante de hiperboles e encontrada nos sistemas de navegacao 
desenvolvidos nas I e II Guerras Mundiais (veja o Exerclcio 51). 

Observe que a definiqao de uma hiperbole e similar aquela de uma elipse; a unica mudan- 
qa e que a soma das distancias torna-se uma diferenqa das distancias. De fato, a deducao da 
equaqao de uma hiperbole e tambem similar aquela dada anteriormente para uma elipse. Pedi- 
remos para voce mostrar no Exerclcio 52 que, quando os focos estao no eixo x em 
(±c, 0) e a dit'crenca das distancias for \PFi | — | PFi\ = ±2a, entao a equacao da hiperbole e 


a 




FIGURA 10 

9x 2 + 16 r = 144 



FIGURA 11 

P esta na hiperbole quando 
|PF 1 |-| j RF 2 | = ±2«. 


onde c 2 = a 2 + b 2 . Observe que as interseccbes com o eixo x sao novamente ±u, e os pon¬ 
tos ( a , 0) e (— a, 0) sao os vertices da hiperbole. Mas, se colocarmos x = 0 na Equacao 6, 
teremos y 2 = —b 2 , que e imposslvel; dessa forma, nao existe intcrseccao com o eixo y. A 
hiperbole e simetrica em relacao a ambos os eixos. 

Para analisarmos a hiperbole um pouco mais, olhamos a Equaqao 6 e obtemos 


Isso mostra que x 2 S" a 1 , de modo que | x \ = yfx? a. Portanto, temos x 3= a ou + ^ —a. 
Isso significa que a hiperbole consiste em duas partes, chamadas ramos. 

Quando desenhamos uma hiperbole e util desenhar primeiro as assintotas, que sao as linhas 
pontilhadas y = (b/a)x e y = — ( b/a)x mostradas na Figura 12. Ambos os ramos da hiperbole 
atingem as assintotas; isto e, eles se tomam arbitrariamente perto das assintotas. [Veja o Exercl¬ 
cio 73 da Secao 4.5, no Volume I, onde e mostrado que estas retas sao assintotas obllquas.] 


[7] A hiperbole 



tern focos (±c, 0), onde c 2 = a 2 + b 2 , vertices (±a, 0), e assintotas y = ±(b/a)x. 



FIGURA 12 
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FIGURA 13 



Se os focos de uma hiperbole estiverem no eixo y, entao, trocando os papeis dc,tc v, 
obtemos a seguinte informacao, que e ilustrada na Figura 13. 


|~8~| A hiperbole 


tern focos ( 0 , ±c), onde c 2 = 

2 2 

i 

a 2 b 2 

a 2 + b 2 , vertices (0, ±a), e assmtotas y = ±(a/b)x. 


EXEMPLO 4 


grafico. 


Encontre os focos e as assmtotas da hiperbole 9x 2 — 1 6y 2 = 144 e esboce seu 


S0LUCA0 Dividindo ambos os lados da equacao por 144: 


x 


2 


16 



que e da forma dada em [7] com a = 4 e b = 3. Como c 2 = 16 + 9 = 25, os focos sao 
(±5, 0). As assmtotas sao as retas y — 4 x e y = j- x. O grafico e visto na Figura 14. 


EXEMPLO 5 


y = 2x. 


Encontre os focos e a equacao da hiperbole com vertices (0, 


± 1) e assmtota 


FIGURA 14 

9x 2 - I6y 2 = 144 


A partir de [8] e da informacao dada, vemos que a = 1 e alb = 2. Entao, 
b = all = \ e c 2 = a 2 + b 2 = l. Os focos sao (0, ±y / 5/2) e a equacao da hiperbole e 


Conicas Transladadas 

Como discutido no Apendice C, no Volume I, transladamos as conicas tomando as equacoes- 
padrao [T], [2], [4], [5], [7] e [8] e trocando x e y por x — h e y — k. 



FIGURA 15 

9x 2 - 4y 2 - 12x + 8y + 176 = 0 


EXEMPLO 6 


Encontre uma equacao para a elipse com focos (2, 
(1, -2), (5, -2). 


-2), (4, —2) e vertices 


S0LUQA0 O eixo maior e o segmento de reta que une os vertices (1, —2), (5, —2) e tern com- 
primento 4; assim, a = 2. A distancia entre os focos e 2, e assim, c = 1. Entao, 
b 2 = a 2 — c 2 = 3. Como o centra da elipse e (3, —2), trocamos x e y em [4] por x — 3 e 
y + 2 para obter 


como a equacao da elipse. 


(* ~ 3) 2 | (;y + 2) 2 
4 3 


EXEMPLO 7 


Esboce a conica 9x 2 — 4y 2 — 12x 4- Hy + 176 = 0e ache seus focos. 


S0LUQA0 Completamos os quadrados como a seguir: 


4(y 2 - 2 y) - 9(jc 2 - 8x) = 176 
4(.y 2 - 2y + 1) - 9(x 2 - 8x + 16) = 176 + 4-144 
4(y - l) 2 - 9(x - 4) 2 = 36 

(y - i) 2 (x - 4) 2 . 

9 4 


Isso esta na forma de [8], exceto que x e _y estao trocados por x — 4 e y — 1. Entao, a 2 = 9, 
b 2 = 4 e c 2 = 13. A hiperbole esta deslocada quatro unidades para a direita e uma unidade 
para cima. Os focos sao (4, 1 + -y/13) e (4, 1 — %/T3) e os vertices sao (4, 4) e (4, —2). As 
assmtotas sao y -» 1 = ± f (x — 4). A hiperbole e esbocada na Figura 15. 
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Exercicios 


1-8 Encontre o vertice, o foco e a diretriz da parabola e esboce seu 
grafico. 


1. x- = 6y 

3. 2x = — y 1 

5. (x + If = 8(y - 3) 

7. y 2 + 2y + 12* + 25 = 0 


2. 2y 2 = 5x 

4. 3x 2 + 8y=0 

6 . * - 1 = (y + 5f 

8 . y + 12* - 2* 2 = 16 


9-10 Encontre uma equaijao da parabola. A seguir, ache o foco e a 
diretriz. 














2 


X 








11-16 Encontre os vertices e os focos da elipse e esboce seu grafico. 

2 2 

x y 

11 . — + — = 1 12 . 

9 5 


2 2 

x y 

— + — = i 
64 100 


13. 4* 2 + y 2 =16 

15. 9x 2 — 18* + 4y 2 = 27 

16. x 2 +3y 2 +2x- 12 y + 10 = 0 


14. 4x 2 + 25y 2 = 25 


17-18 Encontre uma equa^ao da elipse. A seguir, localize seus focos. 




19-24 Encontre os vertices, os focos e as assmtotas da hiperbole e 
esboce seu grafico. 

y 2 x 2 x 2 y 2 

19. - -=1 20.-— = 1 

25 9 36 64 

21 . x 2 — y 2 = 100 22 . y 2 -16.r 2 =16 

23. Ax 2 -y 2 - 24x - 4y + 28 = 0 

24. f- 4* 2 - 2y + 16* = 31 

Identifique o tipo de se§ao conica cuja equa§ao e dada e 
encontre os vertices e os focos. 


25. * 2 = y + 1 
27. xr — 4y 2y 2 
29. y 2 + 2y = 4jc 2 + 3 


26. x 2 = y 2 + 1 

28. y 2 — 8y = 6* — 16 

30. 4x 2 + 4x + y 2 = 0 


31-48 Encontre uma equagao para a conica que satisfaz as condi- 
§oes dadas. 

31. Parabola, vertice (0,0), foco (1,0) 

32. Parabola, foco (0, 0), diretriz y — 6 

33. Parabola, foco ( — 4,0), diretriz* = 2 

34. Parabola, foco (3, 6), vertice (3, 2) 

35. Parabola, vertice (2, 3), eixo vertical, passando em (1, 5) 

36. Parabola, eixo horizontal, passando em(—1,0), (1, — 1) e (3,1) 

37. Elipse, focos (±2, 0), vertices (±5, 0) 

38. Elipse, focos (0, ±5), vertices (0, ± 13) 

39. Elipse, focos (0, 2), (0, 6), vertices (0, 0), (0, 8) 

40. Elipse, focos (0, —1), (8, —1), vertices (9, —1) 

41. Elipse, centra (—1, 4), vertice ( — 1, 0), foco ( — 1,6) 

42. Elipse, focos (±4, 0), passando por (—4, 1,8) 

43. Hiperbole, vertices (±3, 0), focos (±5, 0) 

44. Hiperbole. vertices (0, ±2), focos (0, ±5) 

45. Hiperbole. vertices ( — 3, —4), (—3, 6), 

focos (—3, -7) e (-3, 9) 

46. Hiperbole, vertices (—1, 2) e (7, 2), focos (—2, 2) e (8, 2) 

47. Hiperbole, vertices (±3, 0), assmtotas y = ±2* 

48. Hiperbole, focos (2, 0) e (2, 8), 
assmtotas y = 3+|*ey = 5 — \x 

49 Em uma orbita lunar o ponto mais proximo da superficie da Lua 
e chamado perilunio e o ponto mais distante da superficie da 
Lua e denominado apolunio. A nave espacial Apollo 11 foi co- 
locada em uma orbita lunar elfptica com altitude de perilunio de 
110 km e altitude de apolunio de 314 km (acima da Lua). En¬ 
contre uma equagao dessa elipse se o raio da Lua for 1.728 km 
e o centra da Lua estiver em um dos focos. 

50. Uma secgao transversal de um refletor parabolico e mostrada na fi- 
gura. A lampada e colocada no foco, e a abertura no foco e 10 cm. 

(a) Ache uma equajao da parabola. 

(b) Encontre o diametro da abertura | CD |, 11 cm a partir do 
vertice. 



D 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 




































































612 


CALCULO 


51. No sistema de navegagao por radio LORAN (LOng RAnge Na¬ 
vigation), duas estagoes locais de radios situadas em A e B trans- 
mitem sinais simultaneamente para um navio ou aviao 
localizados em P. O computador de bordo converte a diferenga 
de tempo na recepgao desses sinais em diferenga de distancia 
\PA\ — \PB\ e isso, de acordo com a definigao de uma hiper- 
bole, localiza o navio ou o aviao em um ramo da hiperbole (veja 
a figura). Suponha que a estagao B esteja localizada 600 km a 
leste da estagao A na costa. Um navio recebe o sinal de B 1 200 
microssegundos (/xs) antes de receber o sinal de A. 

(a) Assumindo que o sinal de radio viaja a uma velocidade de 
980 pes//xs, encontre uma equagao da hiperbole na qual o 
navio esta. 

(b) Se o navio deveria estar ao norte de B, a que distancia da 
costa ele estara? 



52. Use a definigao de uma hiperbole para deduzir a Equagao 6 para 
uma hiperbole com focos (±c, 0) e vertices (±a, 0). 

53. Mostre que a fungao definida pelo ramo superior da hiperbole 
y 2 /a 2 — x 2 lb 1 = 1 tern concavidade para cima. 

54. Encontre uma equagao para a elipse com focos (1, l)e(—1, —1) 
e eixo maior com comprimento igual a 4. 

55. Determine o tipo de curva representado pela equagao 



em cada um dos seguintes casos: (a) k > 16, (b) 0 < k < 16 e 

(c) k < 0. 

(d) Mostre que todas as curvas nas partes (a) e (b) tem os mes- 
mos focos, nao importando o valor de k. 

56. (a) Mostre que a equagao da reta tangente a parabola y 2 = 4 -px no 

ponto (xo, yo) pode ser escrita como 
y 0 y = 2 ,p(x + Xo) 

(b) Onde essa reta tangente intercepta o eixo xl Use esse fato 
para desenhar a reta tangente. 

57. Mostre que as retas tangentes a parabola x 2 = 4 py desenhadas a 
partir de um ponto qualquer na diretriz sao perpendiculares. 

58. Mostre que se uma elipse e uma hiperbole tiverem os mesmos 
focos, entao suas retas tangentes em cada ponto de intersecgao 
sao perpendiculares. 

59. Use a Regra de Simpson com n — 8 para estimar o comprimento 
da elipse 9 jc 2 + Ay 1 = 36. 

60. Plutao percorre uma orbita elfptica ao redor do Sol (em um 
foco). O comprimento do eixo maior e 1,18 X 10 10 km e o com¬ 
primento do eixo menor e 1,14 X 10 10 km. Use a Regra de Simp¬ 
son com n = 10 para estimar a distancia percorrida pelo planeta 
durante uma orbita completa em torno do Sol. 


61. Encontre a area da regiao delimitada pela hiperbole 
x 2 la 2 — y 2 /b 2 = 1 e pela reta vertical passando por um foco. 

62. (a) Se uma elipse e girada em torno de seu eixo maior, encontre 

o volume do solido resultante. 

(b) Se ela for girada em torno de seu eixo menor, encontre o vo¬ 
lume resultante. 

63. Encontre o centroide da regiao limitada pelo eixo tea metade 
superior da elipse 9 jc 2 + 4y 2 = 36. 

64. (a) Calcule a area da superffcie da elipsoide que e gerada ao ro- 

tacionar a elipse em torno de seu eixo maior. 

(b) Qual e a area da superffcie se a elipse for rotacionada em seu 
eixo menor? 

65. Seja P\{x\, yf) um ponto na elipse x 2 la 2 + y 2 /b 2 = 1 com focos F\ 
ef 2 e sejam a e /3 os angulos entre as retas PF\, PF 2 e a elipse 
como na Figura. Demonstre que a = /3. Isso explica como gale¬ 
nas de sussuitos e litotripsia funcionam. O som vindo de um dos 
focos e refletido e passa pelo outro foco. 



66. Seja Pi(x\, yO um ponto na hiperbole x 2 /a 2 — y 2 !b 2 = 1 com focos 
F\ e F 2 e sejam a e f) os angulos entre as retas PF i, PF 2 e a hi¬ 
perbole, como mostrado na figura. Demonstre que a = j3. (Essa 
e a propriedade de reflexao da hiperbole. Isso mostra que a luz 
dirigida ao foco F 2 de um espelho hiperbolico e refletida em di- 
regao ao outro foco F\.) 
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Segoes Cdnicas em Coordenadas Polares 

Na segao anterior definimos a parabola em termos de um foco e da diretriz, mas definimos a 
elipse e a hiperbole em termos de dois focos. Nesta segao daremos um tratamento mais uni¬ 
forme para os tres tipos de segoes conicas em termos de um foco e da diretriz. Alem disso, 
colocaremos o foco na origem; assim, uma segao conica tera uma equagao polar simples, o 
que fornece uma descrigao conveniente do movimento dos planetas, satelites e cometas. 



[TJteorema Seja F um ponto fixado (chamado foco) e / uma reta fixada (denominada 
diretriz) em um piano. Seja e um numero positivo fixado (conhecido como excentri- 
cidade). O conjunto de todos os pontos P no piano tal que 

I PF\ 


(ou seja, a razao da distancia a F e da distancia a / e a constante e) e uma segao coni¬ 
ca. A conica e 

(a) uma elipse se e < 1 

(b) uma parabola se e = 1 

(c) uma hiperbole se e > 1 


DEMONSTRAQAO Observe que, se a excentricidade for e = 1, entao | PF | = |P/|, e assim 
a condigao dada simplesmente se torna a definigao de uma parabola, como mostrado na 
Segao 10.5. 

Vamos colocar o foco F na origem e a diretriz paralela ao eixo v e d unidades para a direi- 
ta. Entao a diretriz tern a equagao x = d e e perpendicular ao eixo polar. Se o ponto P tiver 
coordenadas polares (r, 0), vemos a partir da Figura 1 que 

|PF| = r \Pl\ = d — r cos 6 
Entao, a condigao \PF\/\Pl\ = e ou \PF\ = e\Pl\ torna-se 


2 


r = e(d — r cos 6) 


Se elevarmos ao quadrado ambos os lados dessa equagao polar e convertermos para coorde¬ 
nadas retangulares, teremos 

x 2 + y 2 = e 2 {d — x ) 2 = e 2 (d 2 — 2 dx + x 2 ) 

ou (1 — e 2 )x 2 + 2 de 2 x + y 2 = e 2 d 2 



Depois de completarmos os quadrados, temos 


3 



e 2 d V 
1 -e 2 ) 


+ 



e 2 d 2 

(1 ^ c 2 ) 2 


Se e < 1, reconhecemos a Equagao 3 como a equagao de uma elipse. De fato, ela e da forma 

(x-hf y 2 

a 2 b 2 


onde 

0 


h = 


e 2 d 
1 - e 2 


e 2 d 2 

d-e 2 ) 2 


b 2 


e 2 d 2 

1 - e 2 


Na Segao 10.5 descobrimos que os focos de uma elipse estao a uma distancia c do centra, 
onde 
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5 


Isso mostra que 


2 2 
c = a 


e 4 d 2 

(1 - e 2 ) 2 



—h 


e confirma que o foco como definido no Teorema 1 significa a mesma coisa que o foco defi- 
nido na Segao 10.5. Tambem segue das Equagoes 4 e 5 que a excentricidade e dada por 


c 

e = — 
a 


Se e > 1, entao 1 — e 2 < 0 e vemos que a Equagao 3 representa uma hiperbole. Da mesma 
maneira que fizemos anteriormente, poderiamos reescrever a Equagao 3 na forma 


U - hf _ y^_ 

a 2 b 2 


e ver que e = — onde c 2 = a 2 + b 2 

a 

Isolando r na tqua^ao 2, vemos que a equagao polar da conica mostrada na Figura 1 pode 
ser escrita como 

ed 

r = - 

1 + e cos 0 

Se a diretriz for escolhida como estando a esquerda do foco em x= —d, ou se a diretriz for esco- 
lhida como estando paralela ao eixo polar em y = ±d, entao a equagao polar da conica e dada 
pelo seguinte teorema, que e ilustrado pela Figura 2. (Veja os Exercfcios 21-23.) 



FIGURA 2 

Equagoes polares de conicas 


|~6~| Teorema A equagao polar da forma 

ed ed 

r =- ou r =- 

1 ± e cos 6 1 ± e sen 9 

representa uma segao conica com excentricidade e. A conica e uma elipse se e < 1, 
uma parabola se e = 1 ou uma hiperbole see > 1. 


EXEMPLO 1 


Encontre uma equagao polar para uma parabola que tem seu foco na origem e 
cuja diretriz e a reta y = — 6. 
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SOLUQAO Usando o Teorema 6 com c = 1 e rf = 6, e usando a parte (d) da Figura 2, vemos 
que a equagao da parabola e 

6 

r — - 

1 — sen# 


EXEMPLO 2 


Uma conica e dada pela equagao polar 

10 


3 — 2 cos 9 

Encontre a excentricidade, identifique a conica, localize a diretriz e esboce a conica. 
SOLUQAO Dividindo numerador e denominador por 3, escrevemos a equagao como 


10 

3 


1~3 cos 9 


Do Teorema 6, vemos que isso representa uma elipse com e = §. Uma vez que ed = y, temos 

10 10 

d=—=\= 5 
e 3 

logo, a diretriz tem a equagao cartesiana x = —5. Quando 8 = 0, r = 10; quando 0 = 77, 
r = 2. Assim os vertices tem coordenadas polares (10, 0) e (2, 77). A elipse e esbocada na 
Figura 3. 


EXEMPLO 3 


Esboce a conica r = 


12 


2 + 4 send 
SOLUQAO Escrevendo a cquacao na forma 



FIGURA 3 


1+2 sen 9 


vemos que a excentricidade e e = 2 e, portanto, representa uma hiperbole. Como ed = 6, 
d = 3 e a diretriz tem a equagao v = 3. Os vertices ocorrem quando 9 = tt!2 e 3-77/2, assim 
eles sao (2, tt/2) e (—6, 377/2) = (6, 77/2). Tambem e util marcar os pontos de intersecgao com 
o eixo x. Isso ocorre quando 9 = 0, 77; em ambos os casos r = 6. Para maior precisao pode- 
riamos desenhar as assintotas. Observe r —*■ ±°° quando 1+2 sen 0 —»0 + on 0 ~ e I +2 sen 
9 = 0 quando sen 9 = — \. Entao, as assintotas sao paralelas aos raios 9 = lir/6 e 9 = 1177/6. 
A hiperbole e esbocada na Figura 4. 


FIGURA 4 

12 

2 + 4 sen 6 



Na rotagao de segoes conicas descobriremos que e muito mais conveniente usar as equagocs 
polares do que as equagoes cartesianas. Apenas usamos o fato de que (veja o Exercicio 73, 
na Segao 10.3) o grafico de r = f (0 — a) e o grafico de r = f(9) que gira no sentido anti- 
-horario ao redor da origem por um angulo a. 


EXEMPLO 4 


Se a elipse do Exemplo 2 girar por um angulo 77/4 ao redor da origem, encon¬ 
tre uma equagao polar e trace a elipse resultante. 

SOLUQAO Obtemos a equagao da elipse que gira trocando 9 por 9 — tt/4 na equagao dada 
no Exemplo 2. Assim a nova equagao e 

10 


3 — 2 cos(0 — 77/4) 



FIGURA 5 
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Usamos essa cquaqao para tracar a elipse girada na Figura 5. Observe que a elipse gira ao 
redor de seu foco esquerdo. 

Na Figura 6 usamos um computador para esbocar um numero de conicas para demons- 
trar o efeito de variar a excentricidade e. Note que quando e esta proximo de 0 a elipse e 
quase circular, enquanto ela se torna mais alongada conforme e—>l~. Quando e = 1, claro, 
a conica e uma parabola. 



FIGURA 6 



e = 0,96 



e = 4 


LEIS 


DE KEPLER 


Em 1609, o matematico e astronomo alemao Johannes Kepler, com base em uma enorme 
quantidade de dados astronomicos, publicou as seguintes tres leis do movimento planetario. 


Leis de Kepler 

1. Um planeta gira em torno do Sol em uma orbita ellptica, com o Sol em um dos focos. 

2. O segmento de reta ligando o Sol a um planeta varre areas iguais em tempos iguais. 

3. O quadrado do perfodo de revolu§ao de um planeta e proporcional ao cubo do com- 
primento do eixo maior de sua orbita. 


Embora Kepler tenha formulado suas leis em termos dos movimentos dos planetas em torno 
do Sol, elas se aplicam igualmente bem ao movimento de luas, cometas, satelites e outros 
corpos sujeitos a uma unica for$a gravitacional. Na Sccao 13.4 mostraremos como deduzir 
as leis de Kepler a partir das leis de Newton. Aqui, usamos a Primeira Lei de Kepler, com a 
equacao polar de uma elipse, para calcular quantidades de interesse em astronomia. 

Para o proposito de calculos astronomicos, e util expressar a equagao de uma elipse em 
termos de sua excentricidade e e de seu semieixo maior a. Podemos escrever a distancia d 
do foco a diretriz em termos de a se usarmos [T]: 


a 


2 


e 2 d 2 

(1 - e 2 ) 2 


d 2 


a 2 ( 1 - e 2 ) 2 


d = 


a{ 1 — e 2 ) 


e 


Assim, ed = a( 1 — <r). Se a diretriz for x = d, entao a equa 5 ao polar e 


ed _ a{ 1 — e 2 ) 

1 + e cos 9 1 + e cos 9 


r = 
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|~ 7 ] A equagao polar de uma elipse com foco na origem, semieixo maior a, excentri- 
cidade e e diretriz x = d pode ser escrita na forma 

a( 1 — e 2 ) 

r =- 

1 + e cos 6 


As posicdes de um planeta que estao mais proximas e mais distantes do Sol sao chama- 
das perielio e afelio, respectivamente, e correspondem aos vertices da elipse. As distancias 
do Sol ao perielio e afelio sao chamadas distancia do perielio e distancia do afelio, res¬ 
pectivamente. Na Figura 1, o Sol esta no foco F, de modo que no perielio temos 0 = 0 e, da 
Equacao 7, 

a (1 - e 2 ) a (1 - e){\ + e) 

r = -=-= a( 1 — e) 

1 + ecosO 1 + e FIGURA 7 

De forma analoga, no afelio 0 = tt e r = a(l + e). 


~8l A distancia do perielio de um planeta ao Sol e a( 1 — e) e a distancia do afelio e 
a{ 1 + e). 



EXEMPLO 5 


(a) Encontre uma equacao polar aproximada para a orbita eliptica da Terra em torno do Sol 
(em um foco), dado que a excentricidade e cerca de 0,017 e o comprimento do eixo maior e 
cerca de 2,99 X 10 s km. 

(b) Encontre a distancia da Terra ao Sol no perielio e no afelio. 

S0LUQA0 

(a) O comprimento do eixo maior e 2 a = 2,99 X 10 s , de modo que a = 1,495 X 10 8 . Foi 
dado que e = 0,017 e assim, da Equa 5 ao 7, uma equagao da orbita da Terra em torno do Sol 
e 


_ a( 1 - e 2 ) _ (1,495 X 10 s ) [1 - (0,017) 2 ] 
1 + e cos# 1 + 0,017 cos 6 


ou, aproximadamente. 


1,49 X 10 8 
1 + 0,017 cos0 

(b)De [8], a distancia do perielio da Terra ao Sol e 

a{ 1 - e) = (1,495 X 10 8 )(1 - 0,017) « 1,47 X 10 s km 


e a distancia do afelio e 


a( 1 + e) « (1,495 X 10 8 )(1 + 0,017) = 1,52 X 10 8 km 
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Exercicios 


1-8 Escreva uma equagao polar de uma conica com o foco na ori- 
gem e com os dados fomecidos 

1. Elipse, excentricidade \, diretriz x = 4 

2. Parabola, diretriz x = —3 

3. Hiperbole, excentricidade 1,5, diretrizy = 2 

4. Hiperbole, excentricidade 3, diretriz x = 3 

5. Parabola, vertice em (4, 3 tt/2) 

6 . Elipse, excentricidade 0,8, vertice (1, tt/2) 

7. Elipse, excentricidade \, diretriz r = 4 sec 8 

8. Hiperbole, excentricidade 3, diretriz r = —6 cossec 8 

9-16 (a) Encontre a excentricidade, (b) identifique a conica, (c) de 
uma equagao da diretriz e (d) esboce a conica. 

4 „ 12 


9. r = 


5—4 sen 8 


10 . r = 


3 — 10 cos l 


11 . r = 


1 


1 + sen 6 


12 . r = 


2 + 2 cos 8 


13. r = ■ 


6 + 2 cos 8 


14. r = 


8 


4 + 5 sen 8 


15. 


3 

4 — 8 cos 8 


16. 


10 

r = - 

5 — 6 sen 8 


17. (a) Encontre a excentricidade e a diretriz da conica 

r = 1/(1 — 2 sen 8) e faga um grafico da conica e sua diretriz. 
(b) Se a conica girar no sentido anti-horario em tomo da origem 
por um angulo 3 tt/ 4, escreva a equagao resultante e trace sua 
curva. 

18. Trace a parabola r — 4/(5 + 6 cos 8) e sua diretriz. Tambem 
trace a curva obtida pela rotagao dessa parabola ao redor de seu 
foco por um angulo tt/3. 

19. Trace as conicas r = e/(l — e cos 6) com e = 0,4, 0,6, 0,8 e 1,0 
na mesma tela. Como o valor de e afeta o formato da curva? 

20. (a) Faga o grafico das conicas r = ed/(l + e sen 8) para e = 1 e 

varios valores de d. Como o valor de d afeta o formato da 
curva? 

(b) Faga o grafico das conicas para d = 1 e varios valores de e. 
Como o valor de e afeta o formato da curva? 

21. Mostre que uma conica com foco na origem, excentricidade e e 
diretriz x = — d tem a equagao polar 


1 — e cos 8 

22. Mostre que uma conica com foco na origem, excentricidade e e 
diretriz y = d tem a equagao polar 


1 + e sen 8 


23. Mostre que uma conica com foco na origem, excentricidade e e 
diretriz y = — d tem a equagao polar 


1 — e sen 8 

24. Mostre que as parabolas r = c/C 1 + cos 8) e r = <7/(1 — cos 8) 
se interceptam em angulos retos. 

25. A orbita de Marte em tomo do Sol e uma elipse com excentrici¬ 
dade 0,093 e semieixo maior 2,28 X 10 8 km. Encontre uma 
equagao polar da orbita. 

26. A orbita de Jupiter tem excentricidade 0,048 e o comprimento do 
seu eixo maior e 1,56 X 10 9 km. Encontre uma equagao polar 
para a orbita. 

27. A orbita do cometa Halley, visto pela ultima vez em 1986 e com 
retorno esperado para 2062, e uma elipse com excentricidade 
0,97 e com um foco no Sol. O comprimento do eixo maior e 
36,18 AU [Uma unidade astronomica (AU) e a distancia media 
entre a Terra e o Sol, cerca de 93 milhoes de milhas.] Encontre 
uma equagao polar para a orbita do cometa Halley. Qual e a dis¬ 
tancia maxima do cometa ate o Sol? 

28. O cometa Hale-Bopp, descoberto em 1995, tem uma orbita elfp- 
tica com excentricidade 0,9951 e o comprimento do eixo maior 
e 356,5 AU. Encontre uma equagao polar para a orbita desse co¬ 
meta. Quao perto do Sol chega esse cometa? 



29. O planeta Mercurio viaja numa orbita elfptica com excentrici¬ 
dade de 0,206. Sua distancia minima do Sol e de 4,6 X 10 7 km. 
Calcule sua distancia maxima do Sol. 

30. A distancia de Plutao ate o Sol e 4,43 X 10 9 km no perielio e 
7,37 X 10 9 km no afelio. Encontre a excentricidade da orbita de 
Plutao. 

31. Usando os dados do Exercfcio 29, calcule a distancia percorrida 
pelo planeta Mercurio durante uma orbita completa ao redor do 
Sol. (Se sua calculadora ou sistema de computagao algebrica 
calcular integrals definidas, use-o. Caso contrario, use a Regra 
de Simpson.) 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homeworks Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 
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Revisao 


Verificacao de Conceitos 


1. (a) O que e uma curva parametrizada? 

(b) Como voce esboga uma curva parametrizada? 

2. (a) Como voce calcula a inclinagao de uma tangente a uma curva 

parametrizada? 

(b) Como voce calcula a area sob uma curva parametrizada? 

3. Escreva uma expressao para cada um dos seguintes itens: 

(a) O comprimento de uma curva parametrizada. 

(b) A area da superffcie obtida pela rotagao de uma curva para¬ 
metrizada em torno do eixo x. 

4. (a) Use um diagrama para explicar o significado das coordena- 

das polares (r, 0) de um ponto. 

(b) Escreva as equagoes para expressar as coordenadas cartesia- 
nas ( x, y) de um ponto em termos de coordenadas polares. 

(c) Quais equagoes voce usaria para encontrar as coordenadas 
polares de um ponto se soubesse as coordenadas cartesianas? 

5. (a) Como voce calcula a inclinagao de uma reta tangente a uma 

curva polar? 

(b) Como voce calcula a area de uma regiao limitada por uma 
curva polar? 


(c) Como voce calcula o comprimento de uma curva polar? 

6. (a) De uma definigao geometrica de uma parabola. 

(b) Escreva uma equagao de uma parabola com foco (0, p) e di- 
retriz y — —p. Entao, o foco e (p, 0) e a diretriz e x = —p. 

7. (a) De uma definigao de uma elipse em termos dos focos. 

(b) Escreva uma equagao para a elipse com focos (±c, 0) e ver¬ 
tices ( ±a , 0). 

8. (a) De uma definigao de uma hiperbole em termos dos focos. 

(b) Escreva uma equagao para a hiperbole com os focos 
(±c, 0) e os vertices (±a, 0). 

(c) Escreva equagoes para as assfntotas da hiperbole 
na parte (b). 

9. (a) O que e a excentricidade de uma segao conica? 

(b) O que voce pode dizer sobre a excentricidade se a segao co¬ 
nica for uma elipse? Uma hiperbole? Uma parabola? 

(c) Escreva uma equagao polar para uma segao conica com ex¬ 
centricidade e e diretriz x = d. O que acontece se a diretriz 
for x = -dt y = dl y = -dt 


Teste - Verdadeiro ou Falso 

Determine se a afirmagao e falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique 
por que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que mostre que 
e falsa. 

1. Se a curva parametrizada x — f (f), y = git) satisfaz 
g'( 1) = 0, entao ela tern uma tangente horizontal quando 7=1. 

2. Se x = /(f) e y = g(t) tern segundas derivadas, entao 

d 2 y _ d 2 y/dt 2 
dx 2 d 2 x/dt 2 

3. O comprimento da curva x = f it) e y = q(t), a =S t =£ b 6 

£V [/'«] 2 + [g'UW dt. 

4. Se um ponto e representado por (x, y) em coordenadas cartesia¬ 
nas (onde x ¥= 0) e (r, 0) em coordenadas polares, entao 
0 = tg-'Cy/x). 


5. As curvas polares r — 1 — sen 20 e r = sen 20 — 1 tern o mesmo 
grafico. 

6. As equagdes r = 2, x 2 + y 2 — 4 e x = 2 sen 3 1, 
y = 2 cos 3r (0 =£ t ^ 2tt) tern todas o mesmo grafico. 

7. As equagoes parametricas x = t 2 ,y = i 4 possuem o mesmo gra¬ 
fico de x = r 3 , y = f. 

8. O grafico de y 2 =2y + ~ix€ uma parabola. 

9. A reta tangente a uma parabola intercepta a parabola apenas uma 
vez. 

10. Uma hiperbole nunca intercepta sua diretriz. 


Exercicios 

1-4 Esboce a curva parametrizada e elimine o parametro para en¬ 
contrar a equagao cartesiana da curva. 

1. x = t 2 + At, y = 2 - t, -4=Sf=Sl 

2. x = 1 + e 2 ', y — e‘ 

3. x = cos 0, y = sec 0, 0 =£ 0 < tt/2 

4. x = 2 cos 0 , y = 1 + sen 0 

5. Escreva os diferentes conjuntos de equagoes parametricas para 
a curva y = *Jx. 

6. Use os graficos de x = fit) e y = git) para esbogar a curva pa¬ 
rametrizada x = fit), y = g{t). Indique com setas a diregao na 
qual a curva e tragada quando t aumenta. 


\ x 


r 



\ 


l 



/ 

/"X 






1 

t 

-1 


/ 




7. (a) Marque o ponto com coordenadas polares (4, 2 tt 73). A se- 

guir, encontre suas coordendas cartesianas. 

(b) As coordenadas cartesianas de um ponto sao (—3, 3). En¬ 
contre dois conjuntos de coordenadas polares para o ponto. 

8. Esboce a regiao que consiste nos pontos cujas coordenadas po¬ 
lares satisfazem 1 r < 2 e tt76 =£ 6 ■£ 5tt/6. 
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9-16 Esboce a curva polar. 


9. 

r = 1 — cos 8 

10 . 

r = sen 48 

11. 

r = cos 38 

12 . 

r = 3 + cos 38 

13. 

r = 1 + cos 28 

14. 

r = 2 cos(0/2) 

15. 

3 

r = - 

16. 

3 

r =- 


1+2 send 2 — 2 cos 8 


17-18 Encontre uma equagao polar para a curva representada pela 
equagao cartesiana dada. 

17. x + y = 2 18. x 2 + y 2 — 2 

19. A curva com equagao polar r — (sen 8)18 e chamada cocleoide. 
Use um grafico de r como fungao de 8 em coordenadas carte- 
sianas para esbogar a cocleoide manualmente. Entao trace-a com 
uma maquina para verificar seu esbogo. 

20. Trace a elipse r = 2/(4 — 3 cos 8) e sua diretriz. Trace tambem 
a elipse obtida por sua rotagao em torno da origem, de um an- 
gulo de 2tt/3. 

21-24 Calcule a inclinagao da reta tangente a curva dada no ponto cor- 
respondente ao valor especificado do parametro. 


37-40 Calcule o comprimento da curva. 

37. x = 3f 2 , y = 2t\ 0 « t =S 2 

38. x = 2 + 3/, y — cosh 3/, 0 =£ t =£ 1 

39. r = 1/d, T7 =£ d 27 t 

40. r = sen 3 (d/3), 0 d =£ it 

41-42 Calcule a area da superficie obtida pela rotagao da curva dada 
em torno do eixo x. 

r f3 1 

41. x = 4 yft, y = J + ^I’ l=st=s4 

42. x = 2 + 3t, y = cosh 3 1, 0 =£ t =£ 1 

43. As curvas definidas pelas equagoes parametricas 

t 2 - c t{t 2 - c ) 

t 2 + 1 t 2 + 1 

sao chamadas estrofoides (do grego "girar ou torcer"). Investi- 
gue como essas curvas mudam quando c varia. 

44. Uma famflia de curvas tem equagoes polares r° = |sen 2dl, onde 
a e um numero positivo. Investigue como essas curvas mudam 
quando a varia. 






21 . 

x = In t, y = 1 + r 2 ; t = 1 

22 . 

x — t 2 + 6t + 1, 

V 

II 

to 

1 

II 

1 

23. 

II 

II 

3 


24. 

r — 3 + cos 30; 

II 

to 


25-26 Encontre dy/dx e cPy/dx 2 . 

25. x = t + sen t, y — t — cos t 

26. x = 1 + t 2 , y — t — t 2 

27. Use um grafico para estimar as coordenadas do ponto mais baixo 
na curva x = / 3 — 3t, y = t 2 + t + 1. Entao, use o calculo para 
calcular as coordenadas exatas. 

28. Calcule a area da regiao delimitada pelo lago da curva no Exer- 
clcio 27. 

29 Em quais pontos a curva 

x = 2a cos t — a cos 2t y = 2 a sen t — a sen 2 1 

tem tangentes verticals e horizontais? Use essa informagao para 
ajudar a esbogar a curva. 

30. Calcule a area delimitada pela curva no Exercfcio 29. 

31. Calcule a area delimitada pela curva r 2 = 9 cos 58. 

32. Calcule a area delimitada pelo lago interno da curva 
r = 1—3 sen 8. 

33. Encontre os pontos de intersecgao das curvas r = 2 e 
r = 4 cos 8. 

34. Encontre os pontos de intersecgao das curvas r — cotg 6 e 
r = 2 cos 8. 

35. Encontre a area da regiao que esta dentro de ambos os ctrculos 
r = 2 sen 8 er = sen 8 + cos 8. 

36. Encontre a area da regiao que esta dentro da curva 
r = 2 + cos 28, mas fora da curva r — 2 + sen 8. 


Encontre os focos e os vertices e esboce o grafico. 

2 2 

45. —+ —= 1 46. 4* 2 —y 2 =16 

9 8 J 

47. 6y 2 + x — 36y + 55 = 0 

48. 25x 2 + 4y 2 + 50x - 16y = 59 

49. Encontre uma equagao da elipse com foco (±4, 0) e diretriz 
(±5,0). 

50. Encontre uma equagao da hiperbole com focos (2, 1) e vertices 
x = -4. 

51. Encontre uma equagao da hiperbole com focos (0, ±4) e assrn- 
totas y — ±3x. 

52. Encontre uma equagao da elipse com focos (3, ±2) e eixo prin¬ 
cipal com comprimento 8. 

53. Encontre uma equagao para a elipse que compartilhe um vertice 
e um foco com a parabola x 2 + y = 100 e que tenha seu outro 
foco na origem. 

54. Mostre que, se m for qualquer numero real, entao existem 
exatamente duas retas de inclinagao m tangentes a elipse 
x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 e suas equagoes sao y = mx ± yja 2 m 2 + b 2 . 

55. Encontre uma equagao polar para a elipse com foco na origem, 
excentricidade j e diretriz com equagao r — 4 sec 8. 

56. Mostre que os angulos entre o eixo polar e as assmtotas da hi¬ 
perbole r = edl{ 1 — e cos 6), e > 1, sao dados por cos _I (± 1/e). 

57. Uma curva chamada folio de Descartes e definida pelas equa¬ 
goes parametricas 

3/ 3 1 2 


(a) Mostre que, se ( a , b) estiverem na curva, entao (b, a) tambem 
esta; isto e, a curva e simetrica em relagao a reta y = x. Onde 
a curva intercepta essa reta? 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


E necessario usar um sistema de computagao algebrica 
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(b) Encontre os pontos na curva onde as retas tangentes sao ho¬ 
rizontals ou verticais. 

(c) Mostre que a reta y = — x — 1 e uma assfntota oblfqua. 

(d) Esboce a curva. 

(e) Mostre que a equagao cartesiana dessa curva 
x 3 + y 3 = 3xy. 

(f) Mostre que a equagao polar pode ser escrita na forma 


_ 3 sec 6 tg 6 
' ~ 1 + tg 3 6 

(g) Encontre a area da regiao dentro do lago dessa curva. 
e (h) Mostre que a area do lago e a mesma que esta entre a assm¬ 

tota e os ramos infinitos da curva. (Use um sistema de com- 
putagao algebrica para calcular a integral.) 




Problemas Quentes 


1. Uma curva e definida pelas equagoes parametricas 


ri cos u ri sen u 

x = - du y = I - du 

Ji u Ji u 


Calcule o comprimento do arco da curva a partir da origem ate o ponto mais proximo onde exista 
uma reta tangente vertical. 


2 . 




3. 


(a) Encontre os pontos mais altos e mais baixos sobre a curva x 4 + y 4 = x 2 + y 2 . 

(b) Esboce a curva. (Observe que ela e simetrica em relagao a ambos os eixos e a ambas as retas 
y = ±x; assim, inicialmente e suficiente considerar y 3 = x 3 = 0.) 

(c) Use as coordenadas polares e um sistema de computagao algebrica para encontrar a area dentro 
da curva. 

Qual e a menor janela que content cada membro da famflia de curvas polares r = 1 + c sen 6, onde 
0 =£ c =£ 1? Ilustre sua resposta tragando varios membros da famflia nesta janela. 


4. Quatro insetos sao posicionados nos quatro cantos de uma quadrado com comprimento de a. Os in- 
setos andam no sentido anti-horario na mesma velocidade e cada um deles sempre anda diretamente 
em diregao ao proximo inseto. Eles se aproximam do centra do quadrado ao longo de um caminho 
em espiral. 

(a) Encontre a equagao polar do caminho do inseto supondo que o polo esteja no centra do quadrado. 
(Use o fato de que a reta ligando um inseto ate o proximo e tangente ao caminho do inseto.) 

(b) Encontre a distancia percorrida por um inseto quando ele encontra os outros insetos no centra. 

5. Mostre que qualquer linha tangente a hiperbole toca a hiperbole na metade do caminho entre os pon¬ 
tos de intersecgao com a tangente e as assfntotas. 

6. Um cfrculo C de raio 2 r tern seu centra na origem. O cfrculo de raio r rola sent sair do sentido anti- 
-horario ao redor de C. Um ponto P esta localizado num raio fixo de um cfrculo em movimento numa 
distancia b do centra, 0 < b < r. [Ver partes (i) e (ii) da Figura.] Seja L a reta do centra de C ao cen¬ 
tra do cfrculo em rotagao e seja 6 o angulo que L faz com o eixo x positivo. 

(a) Usando 6 como um parametro, mostre que as equagoes parametricas da trajetoria percorrida por 
P sao 


a 



FIGURA PARA 0 PROBLEMA 4 


x = b cos 36 + 3 r cos 6 y — b sen 36 + 3 r sen 6 

Observagao : se b = 0, a trajetoria e um cfrculo de raio 3r ; se b = r, a trajetoria e uma epicicloide. 
A trajetoria percorrida por P para 0 < b < r 6 chamada epitrocoide. 

(b) Trace a curva para diversos valores de b entre 0 e r. 

(c) Mostre que pode ser inscrito um triangulo equilatero na epitrocoide e que seu centroide esta no 
cfrculo de raio b centrado na origem. 

Observagao: Este e o princfpio do motor de rotagao de Wankel. Quando o triangulo equilatero gira 
com seu vertice na epitrocoide, seu centroide percorre um cfrculo cujo centra esta no centra da curva. 
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(d) Na maioria dos motores de rota§ao os lados do triangulo equilatero sao substitufdos por arcos 
de cfrculo centrados no vertice oposto como na parte (iii) da figura (entao, o diametro do rotor 
e constante). Mostre que o rotor ira caber na epitrocoide se b =£ 2 (2 — 'S)r. 





FIGURA PARA 0 PROBLEMA 6 










Sequences e 
Series Infinitas 



Na ultima segao deste capftulo voce sera 



solicitado a usar uma serie para obter 
uma formula para a velocidade de uma 
onda oceanica. 
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Sequencias e series infinitas foram introduzidas rapidamente em Uma Apresentagao do 
Calculo em conexao com os paradoxos de Zenon e a representagao decimal de numeros. 
Sua importancia em calculo surge da ideia de Newton da representagao de funcdes 
como somas de series infinitas. Por exemplo, para encontrar areas, ele frequentemente 
integrava uma fungao expressando-a primeiro como uma serie e entao integrando cada 
termo da serie. Seguiremos sua ideia na Secao 11.10 para integral' funcdes como e x . 
(Lembre-se de que, anteriormente, fomos incapazes de fazer isso.) Muitas das fungoes 
que surgem em ffsica-matematica e quimica, tais como as fungoes de Bessel, sao 
definidas como somas de series; assim, e importante nos familiarizarmos com os 
conceitos basicos de convergencia de sequencias e series infinitas. 

Os ffsicos tambem usam series de outra maneira, como veremos na Segao 11.11. 

Em areas de estudo diversas, como optica, relatividade especial e eletromagnetismo, 
eles analisam fenomenos trocando uma fungao pelos primeiros termos da serie 
que a representa. 




Pode-se pensar numa sequencia como uma lista de numeros escritos em uma ordem defmida: 

Cl 2 » G3, Cl 4 , ..., a n , . . . 

O numero a\ e chamado primeiro termo, ch e o segundo termo e, em geral, a„ e o n-esimo termo. 
Trataremos exclusivamente de sequencias infinitas, de modo que cada termo a„ tera um sucessor 
G n +\ • 

Observe que, para cada inteiro positivo n existe um numero correspondente a„ e, dessa 
forma, uma sequencia pode ser definida como uma fungao cujo dommio e o conjunto dos in- 
teiros positivos. Mas, geralmente, escrevemos a„ em vez da notagao de fungao/(n) para o va¬ 
lor da fungao no numero n. 


NOTAQAO A sequencia [a 1 , ( 12 , a 3 , . . .} e tambem indicada por 

Oil 


EXEMPLI) 1 


Algumas sequencias podem ser definidas dando uma formula para o n-esimo 
termo. Nos exemplos seguintes, damos tres descrigoes da sequencia: uma usando a notagao 
anterior, outra empregando a formula da definigao e uma terceira escrevendo os termos da se¬ 
quencia. Observe que nao e necessario comegar em 1. 


(a) 


n + 1 


n + 1 


(b) 


(-D> + 1) 

3" 


a„ = 


(-! )"(« + 1) 
3" 


f 1 2 3 4 

n | 

[2 ’ 3’4’5’" 

n + 1 J 

[23 4 

5 

(-!)"(« + 1) 

l 3 ’ 9 ’ 27 ’ 

81’" 

3" 

{0, 1, y/2, V3, ■ 

.., y/n - 3,...} 


H IT \ 

r 

mr I 

f, V? 

1 

n it | 

[ C0S ~6 J 

1 n=0 

a„ — cos — —, n 5 0 

6 I 

L 1 -' 

2-0- 

.,COS—,...j 


EXEMPLO 2 


Encontre uma formula para o termo geral a„ da sequencia 
3_ 


25 ’ 125 ’ 625 ’ 3.125 

supondo que o padrao dos primeiros termos continue. 
SOLUQAO Foi-nos dado que 

3 4 5 


a 1 


a 2 = ~ 


25 


Cl 3 — 


125 


a 4 = — 


625 


Cl 5 — 


3.125 


Observe que os numeradores dessas fragoes comegam com 3 e sao incrementados por 1 a me- 
dida que avangamos para o proximo termo. O segundo termo tern numerador 4; o terceiro, nu- 
merador 5; generalizando, o n-esimo termo tera numerador n + 2. Os denominadores sao a 
potencia de 5, logo a„ tem denominador 5". Os sinais dos termos alternam entre positivo e ne- 
gativo, assim, precisamos multiplicar por uma potencia de — 1. No Exemplo 1(b) o fator (— 1)" 
significava que comegamos com um termo negativo. Neste exemplo, queremos comegar com 
um termo positivo e assim usamos (— l)" -1 ou (—1)" +1 . Portanto 


= (-!)" 


n + 2 


5 
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EXEMPLO 3 


Aqui estao algumas sequencias que nao tem uma equagao de defmigao simples. 

(a) A sequencia {/;„}. onde p„ e a populacao do mundo no dia l a de janeiro do ano n. 

(b) Se fizermos a„ ser o algarismo na n-esima casa decimal do numero e, entao {a,,} e uma se¬ 
quencia bem definida cujos primeiros termos sao 


{7, 1, 8, 2, 8,1, 8,2, 8, 4, 5,...} 

(c) A sequencia de Fibonacci {/„} e definida recursivamente pelas condigoes 


/l = 1 fl = 1 fn=fn-l+fn-2 3 

Cada termo e a soma dos dois termos precedentes. Os primeiros termos sao 

{1, 1.2, 3, 5, 8, 13,21,...} 

Essa sequencia surgiu quando o matematico italiano conhecido como Fibonacci resolveu, no 
seculo XIII, um problema envolvendo a reprodugao de coelhos (veja o Exercfcio 83). 


Uma sequencia como aquela no Exemplo 1(a), a n = n/(n + 1), pode ser visualizada mar- 
cando seus termos na reta real, como na Figura 1, ou tragando seu grafico, como na Figura 2. 
Observe que, como uma sequencia e uma fungao cujo domfnio e o conjunto dos inteiros po- 
sitivos, seu grafico consiste em pontos isolados com coordenadas 

(l,ai) (2, a 2 ) (3, a 3 ) ( n,a „) 


A partir da Figura 1 ou 2 parece que os termos da sequencia a„ = nl(n + 1) estao se apro- 
ximando de 1 quando n se torna grande. De fato, a diferenca 

n 1 

n + 1 n + 1 

pode ficar tao pequena quanto se desejar, tornando n suficientemente grande. Indicamos isso 
escrevendo 


n 

lim-= 1 

n + 1 


a„i 


1 

. • 1 

. 


. ' 

7 



«7- 8 

0 

1 2 3 4 5 6 7 

n 


FIGURA 2 


Em geral, a notagao 


lim a„ = L 

o 


significa que os termos da sequencia {a,,} aproximam-se de L quando n torna-se grande. Ob¬ 
serve que a seguinte dcfinicao do limite de uma sequencia e muito parecida com a definigao 
do limite de uma fungao no infinito, dada na Segao 2.6, no Volume I. 


|~T~| Definicao Uma sequencia {«„} tem limite L e escrcvemos 

lim a n = L ou a n ^> L quando n —> 00 

n —>oo 

se pudermos tornar os termos a„ tao proximos de L quanto quisermos ao fazer n sufi¬ 
cientemente grande. Se lim n _»» a„ existir, dizemos que a sequencia converge (ou e con- 
vergente). Caso contrario, dizemos que a sequencia diverge (ou e divergente). 


A Figura 3 ilustra a Definigao 1 mostrando os graficos de duas sequencias que tem limite L. 
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FIGURA3 

Graficos de duas 
sequencias com 
lim a n = L 

n -* oo 


Compare esta definigao com a 
Definigao 2.6.7 


a n 

L 

a n> 




0 

n 0 

n 


Uma versao mais precisa da Definigao lea seguinte. 


2 Definigao Uma sequencia {a,,} tem limite L e escrevemos 


lim a n = L ou a„ —> L quando n 


se, para cada e > 0 existir um inteiro correspondente N tal que 
se n > N entao I a„ — L I < e 


A Definigao 2 e ilustrada pela Figura 4, na qual os termos a i, a 2 , a 3 ,. . . sao marcados na 
reta real. Nao importa quao pequeno seja escolhido o intervalo {L — e, L + e), existe um N 
tal que todos os termos da sequencia de On+ 1 em diante devem estar naquele intervalo. 


FIGURA 4 


u iV+l U N+ 2 


L — £ 


L + £ 


Outra ilustragao de Definigao 2 e dada na Figura 5. Os pontos no grafico de {a,,} devem 
estar entre as linhas horizontais y = L + eey = L — e se n > N. Esse quadro deve ser va- 
lido independentemente do quao pequeno ee escolhido, mas geralmente um emenor exige um 
N maior. 


FIGURA 5 


y. 

. ‘ ' . y = L + e 

L 




CO 

1 

II 

0 

12 3 4 

N 

n 


A comparagao da Definigao 2 com a Definigao 2.6.7, no Volume 1, mostra que a unica di- 
ferenga entre lim„ a n = L e lirn^oo fix) = L 6 que n precisa ser inteiro. Entao, temos o se¬ 
guinte teorema, que e ilustrado pela Figura 6 . 


3 Teorema Se lim*^® /(A) = L e f{n ) = a„ quando n e um inteiro, entao 
lim n ^t» a n = L. 
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Em particular, como sabemos que lim, ( \/x') = 0 quando r > 0 (Teorema 2.6.5, no 
Volume I), temos 


s 


1 

lim — = 0 se r > 0 

»-»“ n r 


Se a„ aumentar quando n aumentar, usaremos a notacao lim„_ >x a n = °°. A seguinte defi- 
ni£ao precisa e similar a Defin^ao 2.6.9, no Volume I. 


5 Definicac lim= 00 significa que para cada numero positivo M existe um in- 
teiro N tal que 

se n > N entao a„ > M 


Se lim,,^ a„ = °°, entao a sequencia {«„} e divergente, mas de maneira especial. Dize- 
mos que {a„} diverge para 

As Propriedades do Limite dadas na Seciio 2. 3, no Volume I, tambem valem para os li- 
mites de sequencias, e suas demonstracdes sao similares. 


Se {a,,} e {b„} forem sequencias convergentes e c for uma constante, entao 
lim (a„ + b„) = lim a„ + lim b„ 

n—»oo 

lim ( a„ — b n ) = lim a„ — lim b„ 


lim ca n = c lim a„ 

n —>oo 

lint ( a„b „) = lim a„ • lim b„ 

n—n — 

lim a n 


.. Q-n n —>oo 

lim — =- 

b„ lim b„ 


se lim b, t 0 


lim aH = [lim se p > 0 e a„ > 0 


lim c = c 


O Teorema do Confronto tambem pode ser adaptado para sequencias como a seguir (veja 
a Figura 7). 


Se a„ ' b„ ' c„ para n ^ n 0 e lim a„ 

n—>oo 


lim c„ = L, entao lim b„ = L. 

n—xx n—xn 


Propriedades do Limite para Sequencias 



* Cn 



h; : 



& n 


0 

n 


FIGURA 7 

A sequencia {Zi„} fica presa 
entre as sequencias {a„} 
e{c„} 


Outro fato util sobre limites de sequencias e dado pelo seguinte teorema, cuja demonstra- 
gao e pedida no Exercfcio 87. 
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|~6~| Teorema 


Se lim 


= 0, entao lim a„ 


0. 


EXEMPLO 4 


Encontre lim 


n + 1 

S0LUCA0 O metodo e semelhante ao que foi utilizado na Segao 2.6, no Volume I: dividir o 
numerador e denominador pela maior potencia de n que ocorre no denominador e depois usar 
as Leis de limite. 


lim 


n + 1 


lim 


1 


lim 1 


1 


1 + 0 


1 1 
1 + — lim 1 + lim — 

n *->“ n-^oo n 

= 1 


Aqui usamos a Equagao 4 com r = 1. 

n 


EXEMPLO 5 


A sequencia a„ = 


e convergente ou divergente? 


VlO + n 

S0LUCA0 Como no Exemplo 4, dividimos o numerador e o denominador por n: 


lim 


= lim 


10 + n " 


10 1 

—r H- 


rr n 

porque o numerador e constante e o denominador se aproxima de 0. Entao {a„} e divergente. 


EXEMPLO 6 


Calcule lim 


In n 


S0LUQA0 Observe que numerador e denominador se aproximam do infinito quando n —> 'A 
Nao podemos empregar a Regra de l’Hospital diretamente, porque ela nao se aplica a 
sequencias, mas, sim, a funcoes de uma variavel real. Contudo, podemos usar a Regra de 
l’Hospital para a funcao relacionada fix) = (In x)/x e obter 


In x \/x 

lim-= lim — = 0 

X x^oo 1 


Temos, portanto, pelo Teorema 3, 


In n 

lim-= 0 

n n 


EXEMPLO 7 


Determine se a sequencia a„ 


(—1)" e convergente ou divergente. 


S0LUQA0 Se escrevermos os termos da sequencia, obteremos 

{- 1 , 1 , - 1 , 1 , - 1 , 1 , - 1 ,...} 

H-1-1-1-1-1-1-> 

1 2 3 4 ” O grafico desta sequencia e mostrado na Figura 8. Uma vez que os termos oscilam entre 1 e 

— 1 com frequencia indefinida, a„ nao se aproxima de nenhum numero. Logo (—l)' * 1 nao 

existe; ou seja, a sequencia {(—1)"} e divergente. 


FIGURA 8 

0 grafico da sequencia no Exemplo 8 e 
mostrado na Figura 9 e confirma a nossa 
resposta. 


EXEMPLO 8 


(- 1 )" 

Calcule lim-se ele existir. 


n->co fi 

S0LUCA0 Primeiro calculamos o limite do valor absoluto: 


lim 

n—> oo 


(-D 

n 


1 

lim — = 0 


n—>c o fl 


Portanto, pelo Teorema 6, 

























SEQUENCIAS E SERIES INFINITAS 


629 


(-1)" 

lim --— = 0 

n 

O seguinte teorema diz que se aplicarmos uma funqao contmua aos termos de uma se¬ 
quencia convergente, 0 resultado tambem sera convergente. A demonstraqao e pedida no Exer- 
cfcio 88. 

a n> 

1 


0 

1 

* * * n 

[71 Teorema Se lim a„ = L e se a funqao / tor contmua em L, entao 

- fl—>00 

-1 



lim f{a„) = f(L) 

00 

FIGURA 9 



EXEMPLO 9 


Encontre lim sen(-7r/«). 

n —>oo 


SOLUQAO Como a funcao seno e contmua em 0, o Teorema 7 nos permite escrever 


lim sen(77/n) = sen 

n—> oo 


lim ( 7 r/n) 


sen 0 = 0 


Discuta a convergencia da sequencia a„ = n\/n", onde 
n\ = 1-2-3. n. 


SOLUQAO Numerador e denominador se aproximam do infinito quando n —> mas aqui nao 
temos uma funcao correspondente para usar com a Regra de 1’Hospital (x! nao esta defmido 
quando x nao e um inteiro). Vamos escrever alguns termos para pensar sobre o que acontece 
com a„ quando n cresce: 


a i=l 


Cl 2 — 


1 • 2 

2 • 2 


Cl 3 — 


1-2-3 

3-3-3 


8 


1-2-3. n 

n • n • n . n 


Criando Graficos de Sequencias 

Alguns sistemas de computagao algebrica 
tem comandos especiais que nos permitem 
criar sequencias e traga-las diretamente. 
Com a maioria das calculadoras graficas, 
contudo, as sequencias podem ser tragadas 
usando equagoes parametricas. Por 
exemplo, a sequencia no Exemplo 10 pode 
sertragada inserindo-se as equagoes 
parametricas 

x = t y = t\/t' 
e fazendo 0 grafico no modo pontual 
comegando com t = 1 e tomando 0 passo 
t igual a 1. 0 resultado e exposto na Figura 
10 . 


Parece, a partir dessas expressoes e do grafico na Figura 10, que os termos estao decrescendo 
e talvez se aproximem de 0. Para confirmar isso, observe na Equacao 8 que 

1 

a„ = — 
n 

Observe que a expressao em parenteses e no maximo 1, porque o numerador e menor (ou igual) 
ao denominador. Logo, 

1 

0 < a n st — 
n 



FIGURA 10 


Sabemos que \/n —» 0 quando n —> 00 . Portanto a„ —> 0 quando n pelo Teorema do Con- 

fronto. 


EXEMPLO 11 


Para que valores de r a sequencia {r"} e convergente? 


SOLUQAO Sabemos da Se^ao 2.6 e dos graficos das fun 5 oes exponenciais na Se^ao 1.5, 
ambos do Volume I, que linv >so a x = °° para a > 1 e limj. .. , a x = 0 para 0 < a < 1. Logo, 
colocando a = r e usando o Teorema 3, temos 


E obvio que 


lim r" 

n —>00 


{ 00 se r > 1 
0 se 0 < r < 1 


lim 1" = 1 e lim 0" = 0 


Se — 1 < r < 0 entao 0 < \r < 1 entao 
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lim | r" | = lim | r |" = 0 

n—>00 n —>00 

e, portanto, lim„ r" = 0 pelo Teorema 6. Sec S —1, entao {r"} diverge como no Exem- 
plo 7. A Figura 11 mostra os graficos para varios valores de r. (O caso r = - I e mostrado na 
Figura 8.) 



a n 



r > 1 _ 



1 

j -1 < r < 0 


0 

II 

5 *. 

72 

1 ■ 



0 

11 

1 ^ n 

1 0 < r < 1 

r < — 1 • 

r n 




Os resultados do Exemplo 11 estao resumidos a seguir para uso futuro. 


9 A sequencia {/■"} e convergente se — 1 < r le divergente para todos os outros 
valores de r. 


lim r" = 

n —>oo 


se — 1 < r < 1 
se r = 1 


0 lado direito e menor porque tem urn 
denominador maior. 


pio] Definicao Uma sequencia {a,,} e chamada crescente se a„ < a n + i para todo n I, 
isso e, U] <U2<a-s< • • ■. E chamado decrescente se a„ > a,,+1 para todo n > 1. 
Uma sequencia e monotona se for crescente ou decrescente. 


EXEMPLO 12 


A sequencia 



e decrescente porque 


3 3 _ 3 

n + 5 (n + 1) + 5 n + 6 


e, portanto, a„ > a „+1 para todo n 3= 1. 


EXEMPLO 13 


Mostre que a sequencia a„ = 


n + 1 

SOLUQAO Devemos mostrar que a n+l < a n , isto e, 


e decrescente. 


n + 1 n 

(n + l) 2 + 1 n 2 + 1 

Essa desigualdade e equivalente aquela que obteriamos pela multiplica 5 ao cruzada: 


n + 1 


< 


(n + 1) _ + 1 nr + 1 


(n + l)(n 2 + 1) < n[(n + l) 2 + 1] 

n 3 + n 2 + n + 1 < n 3 + 2 n 2 + 2n 
1 < n 1 + n 


Como n 3= 1, sabemos que a desigualdade n 2 + n > 1 e verdadeira. Portanto a„ +] < a„e {a,,} 
e decrescente. 
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Considere a funcao fix) = — -: 

x + 1 

x 2 + 1 — 2x 2 1 — x 2 , 

/w = (x= + d= "IFTTF < 0 sempreque ' > 1 

Assim,/e decrescente em (1, °°) e em f(n) > f{n + 1). Portanto, {a,,} e decrescente. 

[TT| Definicao Uma sequencia {a,,} e limitada superiormente se existir um numero M 
tal que 

a„ M para todo n 3s 1 

Ela e limitada inferiormente se existir um numero m tal que 

m *5 a„ para todo n 3 = 1 

Se ela for limitada superior e inferiormente, entao {a,,} e uma sequencia limitada. 


Por exemplo, a sequencia a n = n€ limitada inferiormente (a n > 0) mas nao superiormente. 
A sequencia a n = n/(n + 1) e limitada porque 0 < a„ < 1 para todo n. 

Sabemos que nem toda sequencia limitada e convergente [por exemplo, a sequencia 
a„ = (—1)" satisfaz —1 sJ a„ 1, mas e divergente, como mostrado no Exemplo 7], e que 
nem toda sequencia monotona e convergente ia n = n —> °°). Mas se uma sequencia for limi¬ 
tada e monotona, entao ela deve ser convergente. Este fato e provado no Teorema 12, mas in- 
tuitivamente voce pode entender porque e verdadeiro, olhando para a Figura 12. Se {«„} esta 
aumentando e a„ =£ M para todo n, entao os termos sao tornados se aglomerar e se aproxi- 
mar de algum numero L. 


a n 

M 






L 



0 

1 2 3 

n 


FIGURA 12 


A demonstragao do Teorema 12 e baseada no Axioma de Completude para o conjunto R 
dos numeros reais, que diz que, se S e um conjunto nao vazio de numeros reais, que tern um 
limitante superior M (x =S M para todo x em .S'), entao S tern um limitante superior mmimo 
b. (Isto significa que b 6 um limite superior para S, mas se M 6 qualquer outro limitante su¬ 
perior, entao b =£ M.) O Axioma de Completude e uma expressao do fato de que nao ha salto 
ou furo na reta do numero real. 


12 


Teorema da Sequencia Monotona Toda sequencia monotona limitada e convergente. 


DEM0NSTRACA0 Suponha que {a,,} seja uma sequencia crescente. Como {a,,} e limitada, 
o conjunto S = {a n \ n 3= 1} tem um limitante superior. Pelo Axioma de Completude, existe um 
menor limitante superior L. Dado e > 0, L — e nao e um limitante superior para S (pois L 6 
o limite superior mmimo). Portanto, 


a N > L — e para algum inteiro N 


Mas a sequencia e crescente, logo a 


a ; v para cada n > N. Assim, se n > N, temos 
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a„> L — s 

entao 0 s£ L — a n < e 

desde que a„ L. Assim, 

| L — a n | < e sempre que n > N 


entao lim„ _ >a . a„ = L. 

Uma demonstragao similar (usando o maior limitante inferior) funciona se {a,,} for de- 
crescente. 

Na dcmonstracao do Teorema 12 vemos que uma sequencia que e crescente e limitada su- 
periormente e convergente. (Da mesma forma, uma sequencia decrescente que e limitada infe- 
riormente e convergente.) Este fato e usado muitas vezes quando lidamos com series infinitas. 


EXEMPLO 14 


Investigue a sequencia {a n } definida pela relagao de recorrencia 


a i = 2 a „+1 = \{a n + 6) para n = 1, 2, 3, ... 


SOLUQAO Comecamos calculando os primeiros termos: 

ai = 2 a 2 = j(2 + 6) = 4 a 3 = ^(4 + 6) = 5 

A indugao matematica e frequentemente 
usada para trabalhar com sequencias 
recursivas. Veja o fim do Caitulo 1 
(Volumel) para consultar o Principio da 
Indugao Matematica. 


Clk+l > dk 

entao a.k +1 + 6 > a* + 6 

e ^(ajr+i + 6) > l(a k + 6) 

Logo, a k + 2 > a^+i 

Deduzirmos que a„+i > a„ e verdadeiro para n = k + 1. Portanto, a desigualdade e verdadeira 
para todo n por indugao matematica. 

Em seguida, veriftcamos que {«„} e limitada mostrando que «„ < 6 para todo «. (Uma vez 
que a sequencia e crescente, ja sabemos que ela tem um limitante inferior: a„ u\ = 2 para 
todo n). Sabemos que a i <6, assim a afirmacao e verdadeira para n = 1. Suponha que isso 
seja verdadeiro para n = k. Entao, 


G4 = |(5 + 6) = 5,5 a 5 = 5,75 a 6 = 5,875 

a 7 = 5,9375 a 8 = 5,96875 a, = 5,984375 

Esses termos iniciais sugerem que a sequencia e crescente e que os termos estao se apro- 
ximando de 6. Para confirmar que a sequencia e crescente, usamos a indugao matematica para 
mostrarquea„+i > a„ para todo n 5= 1. Is to e vci'dtidc para n = 1 porquea 2 = 4 > a i. Seas- 
sumirmos que isso e verdadeiro para n — k, entao temos 


ak < 6 

entao a k + 6 < 12 

e !(a,t + 6) < |(12) = 6 

Logo, ak+i < 6 

Isso mostra, por indugao matematica, que a„ < 6 para todo n. 

Como a sequencia {a,,} e crescente e limitada, o Teorema 12 garante que ela tem um limite. 
O teorema nao nos conta qual e o valor do limite. Mas agora que sabemos que L = a„ 

existe, podemos usar a relagao de recorrencia dada para escrever 
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lim a n + 1 = lim }(a„ + 6) = |(lim a n + 6] = \{L + 6) 

n —>oo n— \rt—>°° / 


Como a„ —> L, segue tambem que < 2 „ +] —> L (quando n —> o°, n + 1 —» igualmente). 

Logo, temos 


Uma demonstragao desse fato e pedida no 
Exercfcio 70. 


L = \{L + 6) 


Resolvendo essa equagao para L. temos L = 6, como previsto. 



Exercicios 


1. (a) O que e uma sequencia? 

(b) O que significa dizer que I i m „ a„ = 8? 

(c) O que significa dizer que lim„^.» a„ = °°? 

2. (a) O que e uma sequencia convergente? De dois exemplos. 
(b) O que e uma sequencia divergente? De dois exemplos. 

3-12 Liste os cinco primeiros termos da sequencia. 


2 n 


3" 


a„ = 


7. a„ = 


n 2 + 1 

(-ir 1 

5" 

3(— 1)" 
n\ 


1 + 2 " 
1VTT 


a„ = cos - 


8 . {2-4-6 


(2n)} 


9. oi = 1, a n+1 = 5 a n - 3 
a„ 

11. a i = 2, a„+ 1 = —- 

1 + a„ 

12 . a i = 2, a 2 = 1. a n+l = a„ - a„-, 


a„ 


10 . a i = 6, a „+1 = — 


13-1 Encontre uma formula para o termo geral a„ da sequencia, as- 
sumindo que o padrao dos primeiros termos continue. 

i3. {ii,U, 

14 [1 _I i _J_ J_ 1 

,4 ‘ l 3» 9> 27 9 81 ? • - - / 

15. {-3,2, -ll -g,...} 

16. {5, 8, 11, 14, 17, . ..} 

17 f 1 _4 9 _ 16 25 1 

1 2> 3-4- 5 - 6 > ■ ■ ■ I 

18. {1,0, -1,0, 1,0,-1,0, . . .} 


19-22 Calcule, com quatro casas decimals, os primeiros 10 termos da 
sequencia e use-os para tragar o graftco da sequencia com a mao. Esta 
sequencia parece ter um limite? Se assim for, calcule-o. Se nao, ex- 
plique por que. 


19. a„ 


3m 

1 + 6m 


(- 1 )' 

20 . a„ = 2 +- 

n 


21 . a„ = 1 + (-{)" 


22 . 


a n — 1 + 


10 " 

~¥ 


23-56 Determine se a sequencia converge ou diverge. Se ela conver- 
gir, encontre o limite. 

it 3 

23. a„= 1 — (0,2)" 24. a„ = — -- 


3 + 5m 2 
25. a„ = --—, 

M + M 


= x, 1 /" 


27. a„ = e 
29. a„ = tg 

31. a„ = 

33. a„ = 


2M7r 
1 + 8 m 
,.2 


Vm 3 + 4m 
( 1)" - ‘m 


M 2 + 1 

35. a„ = cos(m/2) 

37. } (2 " ~ 1>! 
(2m + 1)! 

e" + 
e 2 " - 1 

41. {mV"} 

cos 2 m 


39. 


43. a„ = 


2" 


45. a„ = n sen(l/M) 


47. a„ = I 1 + — 

M 


26. a„ = 
28. a„ = 
30. a„ = 


n 

n + 1 

3 „+2 


M + 1 


9m + 1 
32. a„ = e 2 " K " +2> 

(— 1)"m 3 


34. a„ = 


n 3 + 2 m 2 + 1 
36. a„ = cos(2/m) 

, In m 

38. 


In 2m 
tg 'm 

40. a„ = — - 

n 

42. a„ = ln(M + 1) — In n 

44. a„ = ^/2 I+3 " 

46. a„ = 2~"cos mr 

sen 2 m 


48. a„ = 


1 + 4Tt 


49. a„ = ln(2M 2 + 1) — ln(n 2 + 1) 
(In m) 2 


50. a„ = 


51. a„ = arctg(ln n) 


52. a„ = n — y/n + 1 yjn + 3 


53. {0, 1, 0,0, 1,0, 0, 0, 1, . . .} 54. {{ 


11111111 


3- 2- 4- 3- 5- 4- 6- 


m! 

55. a„ = — 


56. a„ = 


(-3)" 


^ 57-63 Use um graftco da sequencia para decidir se ela e convergente 
ou divergente. Se a sequencia for convergente, conjecture o valor do 
limite a partir do grafico e entao demonstre sua conjectura. 


57. a„ = 1 + (-2/e)" 

58. a„ = yfn sen(7r / y/n) 

/3 + 2m 2 

59. a„ = -v / , 

V 8m 2 + n 

60. a n = y/3 n + 5 n 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao dispom'veis em www.stewartcalculus.com 
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61. a„ 

62. a„ 

63. a„ 


n 2 cos n 
1 + n 2 

1-3-5.(2n — 1) 

n\ 

1-3-5.(2k - 1) 

(2«)" 


64. (a) Determine se a sequencia definida a seguir e convergente ou 

divergente: 

a i = l a „+1 = 4 — a„ para n 3* 1 

(b) O que acontece se o primeiro termo para a i = 2? 

65. Se $ 1.000 forem investidos a uma taxa de juros de 6%, contabi- 
lizados anualmente, depois de n anos o investimento valera 
a„ = 1.000(1,06)" dolares. 

(a) Encontre os cinco primeiros terrnos da sequencia {«„}. 

(b) A sequencia e convergente ou divergente? Explique. 

66 . Se voce depositar $ 100 no final de cada mes em uma conta que 
paga juros de 3% ao ano com capitalizagao mensal, o montante 
de juros acumulados apos n meses e dado pela sequencia 



1,0025" - 1 
0,0025 



(a) Encontre os seis primeiros terrnos da sequencia. 

(b) O quanto de juros voce vai ter ganho depois de dois anos? 
67. Um piscicultor possui 5.000 bagres em sua lagoa. O numero de 

bagres aumenta 8% ao mes e o agricultor retira 300 bagres por 
mes. 

(a) Mostre que a popula§ao de bagres P„ depois n meses e dada 
recursivamente por 


P„ = 1,08/V , - 300 P 0 = 5.000 


(b) Quantos bagres estao na lagoa depois de seis meses? 

68 . Calcule os primeiros 40 terrnos da sequencia definida por 


{ \a„ se a„ e um numero par 

3o„ + 1 se a„ e um numero impar 


e ai = 11. Fa§a o mesmo se Oi = 25. Faqa uma conjectura sobre 
este tipo de sequencia. 

69. Para quais valores de r a sequencia {nr"} e convergente? 

70. (a) Se {a,,} for convergente, mostre que 

lim a„+ 1 = lim a„ 

/J—>00 /l—» 00 

(b) Uma sequencia {a„}e definida por a i = lea,+i = 1/(1 + a „) 
paran > 1. Supondo que {a„} seja convergente, encontre seu li- 
mite. 

71. Suponha que voce saiba que {a,,} e uma sequencia decrescente 
e que todos os terrnos estao entre os numeros 5 e 8. Explique por 
que a sequencia tem um limite. O que voce pode dizer sobre o va¬ 
lor do limite? 

72-78 Determine se a sequencia dada e crescente, decrescente ou nao 
monotona. A sequencia e limitada? 


72. 

a„ = 

(— 2)" +1 



73. 

a„ = 

1 

74 . 

2m - 3 

2 n + 3 

Cl n 

3m + 4 

75. 

a„ = 

m(-d- 

76. 

a n = ne~" 

77. 

a„ = 

n 

78. 

1 

a„ = n -\ - 


n 2 + 1 n 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


ffl 85. 


86 . 

87. 

88 . 

89. 

90. 


Calcule o limite da sequencia 

{ y/2, JlJl. V2V2V2- ' ' '} 

Uma sequencia {a,,} e dada por a 1 = a „+1 = V2T^7. 

(a) Por indu^ao, ou de outra maneira, mostre que {a,,} e crescente 
e limitada superiormente por 3. Aplique o Teorema da Se¬ 
quencia Monotona para mostrar que lim„_,» a„ existe. 

(b) Encontre lim„^„ a„. 

Mostre que a sequencia definida por 

1 

a, = 1 a „+1 = 3- 

a„ 

e crescente e a„ < 3 para todo n. Deduza que {a,,} e convergente 
e encontre seu limite. 

Mostre que a sequencia definida por 

1 

a 1 2 ci n +1 — 

3 - a„ 

satisfaz 0 < a„ 2 e e decrescente. Deduza que a sequencia e 
convergente e encontre seu limite. 

(a) Fibonacci colocou o seguinte problema: suponha que coelhos 
vivam para sempre e que a cada mes cada par produza um novo 
par, que se toma reprodutivo com 2 meses de idade. Se come- 
§armos com um par recem-nascido, quantos pares de coelhos te- 
remos no M-esimo mes? Mostre que a resposta e /„, onde [/„ j e 
a sequencia de Fibonacci definida no Exemplo 3(c). 

(b) Seja a„ = e mostre que a n -1 = 1 + l/a„- 2 . 

Supondo que {«„} seja convergente, encontre seu limite. 

(a) Sejam a 1 = a, a 2 =/(a), a 3 =f(a 2 ) =/(/(«)), • • • , 
a„+i = onde/e uma fungao contmua. Se lim„^» a„ = L , 
mostre que /(L) = L. 

(b) Ilustre a parte (a) tomando /( x) = cos x, a = 1, e estimando 
o valor de L com precisao de cinco casas decimais. 

(a) Use um grafico para conjecturar o valor do limite 

n 5 

lim — 
m! 

(b) Use um grafico da sequencia na parte (a) para encontrar os me- 
nores valores de N que correspondam as = 0,1 ee = 0,001 
na Defini^ao 2. 

Use a Dcfmiqao 2 diretamente para demonstrar que lim„^«c r" = 0 
quando | r \ < 1. 

Demonstre o Teorema 6. 

[Dica\ Use a Definiqao 2 ou o Teorema do Confronto.] 
Demonstre o Teorema 7. 

Demonstre que, se lim„^a„ = 0 e { b „} for limitada, entao 
lim„^o= ( a„b „) = 0. 

( 1 V 

Sejaa,, = 1-1-. 

V n) 

(a) Mostre que, se 0 =£ a < b, entao 


b n+1 - 


■ < (m + 1 )b" 


b — a 

'eduza que b"{{n + 1 )a - nb ] < a n+I . 
se a=l + 1/(m + 1) e b = 1 + 1/m na parte (b) para 
lostrar que {o„} e crescente. 


'011 dl LJLlv /j J v vl voLLlllf. . 

eo = le&=l + 1/(2 m) na parte (b) para mostrar 




(e) Use as partes (c) e (d) para mostrar que a„ < 4 para todo n. 

(f) Use o Teorema 12 para mostrar que lim„^co (1 + 1/m)" existe. 
(O limite e e. Ver Equaqao 3.6.6, no Volume I). 
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91. Sejam aeb numeros positivos com a > b. Seja «i sua media arit- 
metica e b i, sua media geometrical 

a + b 

Ql = — *.= 

Repita esse procedimento de modo que, em geral, 



Cln+l — ' 


a n + b„ 


b „+1 = yja„b„ 


(a) Use a indugao matematica para mostrar que 

a„ > a n +i > b „+1 > b„ 

(b) Deduza que {a,,} e {b„} sao ambas convergentes. 

(c) Mostre que lim n _,<» a„ = lim„_>® b„. Gauss chamou o valor 
comum desses limites de media aritmetica-geometrica dos 
numeros a e b. 

92. (a) Mostre que, se lim„^»i22n = L e lim„^=o a 2 „+\ = L, entao 
{a„} e convergente e lim,,-^ a„ = L. 

(b) Se a i = 1 e 


encontre os oito primeiros membros da .sequencia {a,,}. Entao 
use a parte (a) para mostrar que lim„^* a„ = *J 2 . Isso da a 

expansao em frames continuas 

V2 = 1 +-^- 


93. O tamanho de uma populagao de peixes pode ser modelado pela 
formula 


bp„ 


onde p„ e o tamanho da populagao de peixes depois de n anos e 
aeb sao constantes positivas que dependem da especie e de seu 
habitat. Suponha que a populagao no ano 0 seja p 0 > 0. 

(a) Mostre que se {p,,} e convergente, entao os tinicos valores pos- 
slveis para seu limite sao 0 e b — a. 

(b) Mostre que p„+\ < ( b/a)p n . 

(c) Use o item (b) para mostrar que, se a > b, entao 
lim„^«p„ = 0; em outras palavras, a populaijao se extingue. 

(d) Agora suponha que a < b. Mostre que, se pa < b — a , entao 

{p,,} e crescente e 0 < p„ < b — a. Mostre tambem que, se 
p o > b a, entao {p„} e decrescente e p„> b — a. Deduza 

que s e a < b, entao lim„^«p„ = b — a. 


SEQUENCIAS LOGISTICAS 


Uma sequencia que aparece em ecologia corno um modelo para o crescimento populacional e defi- 
nida pela equagao de diferenga logistica 

p„+i = kp„( 1 - p„) 

onde p„ mede o tamanho da populagao da n-esima geragao de uma unica especie. Para manter os nu¬ 
meros manejaveis, p„ e uma fragao do tamanho maximo da populagao, e assim 0 =£ p„ 1. Observe 
que a forma dessa equagao e similar a da equagao diferencial logistica na Segao 9.4. 0 modelo dis¬ 
crete - com sequencias em vez de fungoes continuas - e preferivel para modelar populagoes de in- 
setos, nas quais acasalamento e morte ocorrem de maneira periodica. 

Um ecologista esta interessado em prever o tamanho da populagao com o passar do tempo e faz 
as perguntas: ela vai estabilizar em um valor limite? Ela mudara de uma maneira clclica? Ou ela exi- 
bira comportamento aleatorio? 

Escreva um programa para calcular os n primeiros termos dessa sequencia, comegando com uma 
populagao inicial p 0 , onde 0 < p 0 < 1. Utilize este programa para fazer o seguinte. 

1. Calcule 20 ou 30 termos da sequencia para p 0 = \ e para dois valores de k tal que 1 < k < 3. 
Faga um grafico de casa sequencia. As sequencias parecem convergir? Repita para um valor di- 
ferente de p 0 entre 0 e 1. O limite depende da escolha de p 0 ? Depende da escolha de kl 

2. Calcule termos da sequencia para um valor de k entre 3 e 3,4 e faga seu grafico. O que voce nota 
sobre o comportamento dos termos? 

3. Experimente com valores de k entre 3,4 e 3,5. O que acontece com os termos? 

4. Para valores de k entre 3,6 e 4, calcule e trace pelo menos 100 termos e comente sobre o com¬ 
portamento da sequencia. O que acontecera se voce mudar p 0 por 0,001? Esse tipo de compor¬ 
tamento e chamado cadtico e e exibido por populagoes de insetos sob certas condigoes. 

SCA E necessario usar um sistema de computagao algebrica 
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Series 


0 recorde atual (2011) de tt foi calculado 
para mais de dez trilhoes de casas deci¬ 
mals por Shigeru Kondo e Yee Alexander. 


O que queremos dizer quando expressamos um numero como um decimal infinito? Por exem- 
plo, o que significa escrever 

tt = 3,14159265358979323846264338327950288 . . . 

A convencao por tras de nossa notagao decimal e que qualquer numero pode ser escrito como 
uma soma infinita. Aqui, isso significa que 


77 



4 1 5 

—t—I-t 5-r 

10 2 1 0 3 1 0 4 


9 

10 5 


2 6 
10 6 + 10 7 


5 

10 8 


+ • • • 


onde os tres pontos (■ • •) indicam que a soma continua para sempre, e quanto mais termos adi- 
cionarmos, mais nos aproximaremos do valor real de tt. 

Em geral, se tentarmos somar os termos de uma sequencia infinita {a„}/ =1 , obteremos uma 
expressao da forma 

+ c(3 + • ■ ■ + a n + • • • 

(ou apenas serie) e e denotada, por simplicidade, pelo 


a„ ou ^ a„ 

Faz sentido falar sobre a soma de uma quantidade infinita de termos? 
Seria impossfvel encontrar uma soma finita para a serie 


|~1~| a i + a 2 

que e denominada uma serie infinita 
simbolo 

2 


l+2 + 3 + 4 + 5 + -- -+ n+ -- - 


n 

Soma dos n 
primeiros termos 

i 

0,50000000 

2 

0,75000000 

3 

0,87500000 

4 

0,93750000 

5 

0,96875000 

6 

0,98437500 

7 

0,99218750 

10 

0,99902344 

15 

0,99996948 

20 

0,99999905 

25 

0,99999997 


porque, se comccarmos adicionando os termos, obteremos as somas cumulativas 1, 3, 6, 10, 
15, 21,... e depois do n-esimo termo, obtemos n(n + l)/2, que se torna muito grande a medida 
que n aumenta. 

Contudo, se comeqarmos a somar os termos da serie 

111111 1 

— 4- — + — 4- - + - + - 4- • • • 4- — 4- • • • 

2 4 8 16 32 64 2" 

obtemos . -., 1 — 1/2",.. . . A tabela mostra que, quando adicionamos mais 

e mais termos, essas somas parciais se tornam cada vez mais proximas de 1. De fato, somando 
um numero suficiente de termos da serie, podemos fazer as somas parciais se tornarem tao pro¬ 
ximas quanto quisermos de 1. Assim, parece razoavel dizer que a soma dessa serie infinita e 
1 e escrever 


2 


2 " 



1 1 1 

4- — + - -f • • ■ + — 4- • ■ • — 

8 16 2" 


1 


Usamos uma ideia parecida para determinar se uma serie geral |T] tern uma soma ou nao. 
Consideramos as somas parciais 

Si = a i 
s 2 = ai + a 2 

5 3 = a i 4- a 2 4- a 3 

5 4 = ai 4- a 2 4- a 2 4- 


e, em geral, 

n 

S n = Cl\ + Cl2 + <23 + * * * + Cl n = 2 Cli 

i=l 
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Essas somas parciais formam uma nova sequencia {.v„}, que pode ou nao ter um limite. Se 
lim s„ = s existir (como um numero finito), entao, como no exemplo anterior, o chama- 
mos soma da serie infinita 2 a„. 


2 Definicao Dada uma serie 2”=i a„ 


H-esima soma parcial: 


= ai + d 2 + ci 3 + ■ ■ ■, denote por s„ sua 


s n = 2 a i = fli + a 2 + ■ ■ ■ + a„ 

i= 1 

Se a sequencia {,v„} for convergente e I i m „ , *, s n = s existir como um numero real, en¬ 
tao a serie Xa, e chamada convergente, e escrevemos 

a i + a .2 + • • ■ + a„ + • • • = s ou a n = s 

n=l 

O numero s e chamado a soma da serie. Se a sequencia {s„} e divergente, entao a se¬ 
rie e chamada divergente. 


Assim, a soma de uma serie e o limite da sequencia de somas parciais. Desse modo, quando 
escrevemos 2"=i a„ = s, queremos dizer que, somando um numero suficiente de termos da se¬ 
rie, podemos chegar tao perto quanto quisermos do numero s. Observe que 

oo n 

2 a„ = lim 2 cti 

n= 1 ” i= 1 


EXEMPLO 1 


Suponhamos que se saiba que a soma dos primeiros n termos da serie v; , a „ seja 


2 n 

s„ = a i + a 2 + • ■ ■ + a„ = ———— 

3 n + 5 


Compare com a integral impropria 

£ /W dx = Jim j^'/W dx 

Para encontrarmos essa integral, inte- 
gramos de 1 ate t e entao fazemos t —>». 
Para uma serie, somamos de 1 a ne entao 
fazemos n^°°. 


Em seguida, a soma da serie e o limite da sequencia {.v„}: 


2 a„ = lim s n = lim 

n=l n -” n 


2 n 

3n + 5 


lim 

n —»co 



2 

3 


No Exemplo 1 foi nos dada uma expressao para a soma dos primeiros termos n, mas ge- 
ralmente nao e facil encontrar tal expressao. No Exemplo 2, no entanto, olhamos para uma 
famosa serie para a qual podemos encontrar uma formula explicita para s„. 


EXEMPLO 2 


Um exemplo importante de uma serie infinita e a serie geometrica 


a + ar + ar 2 + ar 3 + • • • + ar" 1 + • • ■ = 2 ar " 1 a 0 

n=l 

Cada termo e obtido a partir do anterior, multiplicando-se pela razao comum r. 

(Ja consideramos o caso especial onde a = \ & r = \). 

Se r = 1, entao s„ = a + a + ■ ■ ■ + a = na —> ± co . Como lim„_»® s„ nao existe, a se¬ 
rie geometrica diverge nesse caso. 

Se r ¥= 1, temos 


e 


s n = a + ar + ar 2 + • • • + ar" 1 
rs n = ar + ar 2 + • • • + ar" -1 + ar" 


Subtraindo essas equacbes, obtemos 
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A Figura 1 fornece lima demonstragao 
geometrica do resultado no Exemplo 2. Se 
os triangulos forem construidos como 
mostrado e s for a soma da serie, entao, 
por semelhanga de triangulos, 



a 


FIGURA 1 

Em palavras: a soma de Lima serie 
geometrica convergente e 

primeiro termo 
1 — re lag ao comum 


0 que realmente queremos dizer quando 
afirmamos que a soma da serie no Exemplo 
3 e 3? Claro, nao podemos somar literal- 
mente urn numero infinito de termos, urn a 
urn. Mas, de acordo com a Definigao 2, a 
soma total e o limite da sequencia de 
somas parciais. Entao, fazendo a soma de 
urn numero suficiente de termos, podemos 
chegar tao proximo quanto gostarfamos do 
numero. A tabela mostra as primeiras dez 
somas parciais e o grafico da Figura 2 
mostra como a sequencia de somas 
parciais se aproxima de 3. 


s„ — rs n = a — ar 


s n = 


o(l - r") 
1 - r 


Se — 1 < r < 1, sabemos, a partir de (11.1.9), que r" —» 0 quando n —» °°, assim 


,. ,. a{ 1 - r") 

lim s„ = lim- 


1 — r n- 


lim r" = 


Entao, quando | r \ < 1, a serie geometrica e convergente, e sua soma 6 a/{\ — r). 

Se r =S — 1 our > 1, a sequencia {/'"} e divergente por (11.1.9); assim, pela Equaqao 3, 
lim„ s„ nao existe. Portanto, a serie geometrica diverge naqueles casos. 

Resumimos os resultados do Exemplo 2 como a seguir. 


|~4~| A serie geometrica 

2 ar"~ l = a + ar + ar 2 + ■ • • 

n=i 

e convergente se | r < 1 e sua soma e 

v) _1 a 

2 ar" 1 =- \r < 1 

n =t 1 ~ r 

Se | r | S* 1, a serie geometrica e divergente. 


EXEMPLO 3 


Encontre a soma da serie geometrica 


10 , 20 _ 40 , 
3 ■*" 9 27 


I0LUQA0 O primeiro termo e a = 5 e a razao comum 6 r = —|. Como | r \ = | < 1, a serie 
e convergente por {4} e sua soma e 


10 20 40 5 

3 9 27 1 - (-|) 



n 

Sn 

i 

5,000000 

2 

1,666667 

3 

3,888889 

4 

2,407407 

5 

3,395062 

6 

2,736626 

7 

3,175583 

8 

2,882945 

9 

3,078037 

10 

2,947975 


EXEMPLO 4 


A serie ^ 2 2 "3 1 " e convergente ou divergente? 

n=i 


SOLUCAO Vamos reescrever o termo n-esimo termo da serie na forma ar" 1 
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oo 


2 


2 2 "3 


l-n 


n= 1 


S (2 2 )"3 _( ' 1_1) = i -Jzr 


i 4(s> 


Reconhecemos essa serie como uma serie geometrica com a = 4 e r = 5 . Como r > I, a 
serie diverge por [4]. 


Outra maneira de identificar ae re 
escrever os primeiros termos: 

4 + f + f + • • • 


EXEMPLO 5 


Escreva o numero 2,317 = 2,3171717. . . como uma razao de inteiros. 


SOLUQAO 


17 17 17 


2,3171717... = 2,3 + —r + —r 

,r > 3 10 s 


10 3 


+ 


10 7 


+ • • • 


Depois do primeiro termo, temos uma serie geometrica com a = 17/10 3 er= 1/10 2 . 
Portanto, 


2,317 = 2,3 + 


17 

To 2 


= 2,3 


+ 


17 

1.000 

99 

Too 


_ 23 J7_ _ 1.147 
~~ 10 990 ~~ 495 


EXEMPLO 6 


00 

Encontre a soma da serie 2 x n onde x < 1 . 

n =0 


SOLUQAO Observe que esta serie comeca com n = 0, de modo que o primeiro termo e x° = 1. 
(Com a serie, adotamos a conven^ao de que x° = 1 mesmo quando x = 0.) Assim 


2 x" = 1 + X + x 1 + x 3 + x 4 + ■ ■ ■ 

11 =0 

Esta e uma serie geometrica com a = 1 e r = x. Uma vez que r = x < 1 , que converge 
e [4] resulta em 


2r" =- 

n =0 1 - X 


EXEMPLO 7 


Mostre que a serie 2 


1 


e convergente e calcule sua soma. 


n=\ n{n + 1) 

SOLUQAO Essa nao e uma serie geometrica e, assim, voltamos a dctinicao de uma serie con¬ 
vergente e calculamos as somas parciais. 


BB 0 Module 11.2 explora uma 
serie que depende de um angulo 6 em 
urn triangulo e permite que voce veja 
quao rapidamente a serie converge 
quando 9 varia. 


^ 1 1 1 1 1 
Sn ~ “i /(/ + 1) _ 1 • 2 + 2 • 3 + 3 • 4 + ‘ ' + + I) 

Podemos simplificar essa expressao se usarmos a dccomposicao em fra 5 oes parciais 

1 _ J_ _ 1 

i(i +1) i i + 1 

(veja a Secao 7. 4, no Volume I). Entao, temos 



n + 1 


Observe que os termos se cancelam em 
pares. Este e um exemplo de uma soma 
telescopica: por causa de todos os 
cancelamentos, a soma retrai-se (como um 
antigo telescopio) em apenas dois termos. 
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A Figura 3 ilustra o Exemplo 7 mostrando 
os graficos da sequencia de termos 
a„ = 1 /[n(n + 1)] e a sequencia {.s„} 
das somas parciais. Observe que a„ —» 0 
e s„ —» 1. Veja os Exercfcios 76 e 77 para 
duas interpretagoes geometricas do 
Exemplo 7. 


e, assim, 


lim s„ = lim 1 


1 


n + 1 


= 1 - 0=1 


Portanto, a serie dada e convergente e 


1 


n =i n(n + 1) 


1 ■ 



Li 


K} 

0 

n 


FIGURA 3 


EXEMPLO 8 


Mostre que a serie harmonica 


e divergente. 


” 1 11 

21 — = 1 1-1-F 

n =i n 23 


1 

- + * * * 

4 


SOLUQAO Para essa serie particular e conveniente considerar as somas parciais 52 , * 4 , ss, Si6, 
532 , . . . e mostrar que elas se tornam grandes. 


*2=1+1 

S 4 =l+5 + (5 + t) > l+7 + (t + l) = l+i 

Sg = 1 + \ + (5 + j) + (5 + l \ + 5 ) 

>i+l +(* + !) +(I+ I + I + I) 

= l+ 3 + 3 + |= l+ | 

5i6 = 1 + \ + (I + 1) + (5 + • ■ ■ + i) + (I + ■ ■ • + s) 

> 1 + \ + (i + i) + (I + • • ■ + I) + + • • ■ + i^) 

= 1 + ^ + ^ + 4 + ^=1+^ 


Analogamente, 532 > 1 + §, s M > 1 + f, e, em geral. 


0 metodo usado no Exemplo 8 para 
mostrar que a serie harmonica diverge 
deve-se ao estudioso trances Nicole 
Oresme (1323-1382). 


n 

52" > 1 + 2 


Isso mostra que S 2 ~ —> 00 quando n —> °° e assim {5,,} e divergente. Portanto, a serie harmonica 
diverge. 


ITI Teorema Se a serie 21 for convergente, entao lim a„ = 0. 

n=l 

DEMO NSTRAQAO Seja5„ = + a 2 + • • • + a n . Entao, a„ = 5„ — 5„-i. ComoEa.econ¬ 

vergente, a sequencia {5,,} e convergente. Seja lim„ ,-„s„ = 5. Como n — 1 —> °° quando 
n 00 , tambem temos lim„^oo 5„-i = 5. Portanto 


lim a„ = lim (s n — s n -i) = lim s„ — lim 5„-i 



OBSERVACAO 1 Com qualquer serie 2 a„ associamos duas sequential : a sequencia {5,,} de 
suas somas parciais e a sequencia {«„} de seus termos. Se 2 a„ for convergente, o limite da se¬ 
quencia {.?„} e 5 (a soma da serie) e, como o Teorema 6 afirma, o limite da sequencia {a,,} e 0. 

OBSERVACAO 2 A reciproca do Teorema 6 nao e verdadeira, em geral. Se lim„ a„ = 0, nao 
podemos concluir que 2 a„ e convergente. Observe que, para a serie harmonica 2 1/ m , temos 
a„= 1 /m —> 0 quando n —*■ mas mostramos no Exemplo 8 que 2 1 /m e divergente. 


p7~| Teste de Divergencia Se lim a„ nao existir ou se lim a„ 0, entao a serie 21 a n e 

divergente. " " n=I 
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O Teste para Divergencia vem do Teorema 6, porque, se a serie nao for divergente, ela e 
convergente e, assim, Iim„ - a„ = 0. 


EXEMPLO 9 


S0LUQA0 


Mostre que a serie Y 


“ 5 tr + 4 


diverge. 


lim a„= lim 


= lim 


" 5 n~ + 4 5 + 4/n 



Desse modo, a serie diverge pelo Teste para Divergencia. 

OBSERVAQAO 3 Se descobrirmos que lim,, ,, a„ ¥= 0, saberemos que 2 a„ e divergente. Se 
acharmos que lim„ a„ = 0, nao saberemos sobre a convergence ou divergencia de 2 a„. Lem- 
bre-se o aviso na Observa^ao 2: se lim„. >cs a n = 0, a serie 2 a„ pode convergir ou divergir. 


8 Teorema Se 2 a„ e 2 b„ forem series convergentes, entao tambem o serao as series 
2 ca„ (onde c e uma constante), 2 ( a„ + b„) e 2 (a„ — b„ ) e 


(i) Y ca„ = c Y a„ 

n=l 71=1 

(iii) 2 (tAi bn') ^ @n , bn 


(ii) Y (a,, + b„) = Y a„ + Y b„ 

n= 1 n= 1 n= 1 


Essas propriedades de series convergentes vem das Propriedades do Limite para Sequen¬ 
ces Convergentes na Secao 11.1. Por exemplo, aqui esta como a parte (ii) do Teorema 8 e de- 
monstrada. 

Sejam: 


Sn 2 &, S Q n t n bj 

i= 1 n= 1 i=l 


t = Y b„ 

n= 1 


A «-esima soma parcial para a serie 2 ( a„ + b„) e 

n 

U„ = Y («i + bj) 

i= 1 

e, usando a Equaqao 5.2.10, no Volume I, temos 

n 

lim u n = lim 2 (<A + bi) = lim I 2 + Y bj 


7=1 7=1 


= lim 2 + lim Y bj 

7i-^oo j=1 n -*co . =1 

= lim s„ + lim t n = s + t 

° n— 

Portanto 2 (a„ + b„) e convergente e sua soma e 

Y («77 + bn ) = S + t = Y + Y bn 


EXEMPLO 10 


Calcule a soma da serie Y 


_J3_ J_ 

'i V n{n + 1) + 2" ' 


OLUQAO A serie 2 1/2" e uma serie geometrica com a = 5 e r = assim 


1 


y — = 2 = 1 

•^9 n 1 I 

n=l ^ I 2 


1 


77=1 n(n + 1) 


= 1 


No Exemplo 7 encontramos que 
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Assim, pelo Teorema 8, a serie dada e convergente e 


2 


( 3 
\ n(n + 1) 




1 

n(n + 1) 


+ 2 


2" 


= 3 • 


1 + 1=4 


OBSERVACAO 4 Um numero fmito de termos nao afeta a convergencia ou divergencia de uma 
serie. Por exemplo: suponha que possamos mostrar que a serie 


n=4 n 3 + 1 

e convergente. Uma vez que 

^ n 12 3 Z n 

„r, n 3 + 1 2 9 28 ,ir 4 n 3 + 1 

segue que a serie inteira 2“=i n/{n 3 + 1) e convergente. Analogamente, se soubermos que a 
serie X“=,v +1 a„ converge, entao a serie completa 

CO N CO 

2 an = 2 an + 2 

n= 1 n=l n=N +1 

tambem e convergente. 



Exercicios 


1. (a) Qual e a diferenga entre uma sequencia e uma serie? 

(b) O que e uma serie convergente? O que e uma serie divergente? 

2. Explique o significado de se dizer que a„ = 5. 

3-4 Calcule a soma da serie 2^=i a„ cuja somas parciais sao dadas. 

n 2 — 1 

3. s n = 2- 3(0,8)" 4. s„ = — 2 - - 


Calcule os oito primeiros termos da sequencia de somas parciais 
corretas para quatro casas decimais. Parece que a serie e convergente 
ou divergente? 


5 . 2 


„=i n 


7. 2 

n= 1 



6 . 2 

n= 1 

8 . 2 


1 

ln(/z + 1) 
n\ 


^ Calcule pelo menos dez somas parciais da serie. Faqa o grafico 
de ambas as sequencias de termos e de somas parciais na mesma tela. 
Parece que a serie e convergente ou divergente? Se ela for conver¬ 
gente, calcule a soma. Se for divergente, explique por que. 


9. 2 

n =1 

ii. 2 

n =1 

13. i 


12 

FsF 

1 

■sin 1 + 4 

(JL _L_ 

\ sfn s/n + 1 


10. 2 cos n 

n=l 

oo nn+\ 

"■ 2 1 


n =2 n(n + 2) 


15. Seja a„ 


2 n 

3n + 1 ' 


(a) Determine se {a,,} e convergente. 

(b) Determine se 2^-i a„ e convergente. 
16. (a) Explique a diferenga entre 


2 e 2 aj 

»-i j -1 

(b) Explique a diferenga entre 

n n 

2 a, e 2 aj 

;-i i-i 

17-26 Determine se a serie geometrica e convergente ou divergente. 
Se for convergente, calcule sua soma. 

17. 3 + 4 + y- “+ -- - 

19. 10 - 2 + 0,4 - 0,08 + • • • 

20. 1 + 0,4 + 0.16 + 0,064 + • 


21. 2 6(0,9)"“ 1 


10 " 


23. 2 


(-3)" 


4" 
it" 


n 

25- 2 T7+T 

n=0 J 


22 (-9)"“ 

24 ‘ lo W 

^ e" 

26. 2 —r 

^ on — 1 
n=l 


27-42 Determine se a serie e convergente ou divergente. Se for con¬ 
vergente, calcule sua soma. 


27. 

28. 


11111 
— + — + — + — + — + • * • 
3 6 9 12 15 

12 12 1 2 

— + — + — + — +-+- 

3 9 27 81 243 729 


FR E necessario usar uma calculadora grafica ou computador E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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k 2 


29 le-i 

3i. i -tiA 

^ n n 

n= 1 J 


33. 2 ^2 


35. 2 In 


n 2 + 1 

„=i \ 2n 2 + 1 

k 


"■Slf 


39. 2 arctg j 


30. 


y fc(fc + 2) 

(k + 3) 2 


32. 


2 


1 + 3" 
2 " 


34. 2 [(0,8)" 1 - (0,3)"] 

M=1 


36. 



38. 2 (cos 1)* 

k= 1 


40. 



63. 2 « 

n= 0 


64. Vimos que a serie harmonica e unia serie divergente cujos termos 
tendem a 0. Mostre que 


2 


In 1 + 



tambem e uma serie com essa propriedade. 

| SCA 1 65-66 Use o comando de fragdes parciais em seu SCA para encontrar 
uma expressao conveniente para a soma parcial; entao utilize essa ex- 
pressao para encontrar a soma da serie. Verifique sua resposta usando 
o SCA para somar a serie diretamente. 

», 3 n 1 + 3n + 1 ^ 1 

65 - 2 — , i, — 66. 2 -5 - ,34 

(n + n) 1 n — 5 n + n 


41. 


2 



1 


n(n + 1) 


42. 


2 


e 

n 


rt 

7 


43-48 Determine se a serie e convergente ou divergente expressando 
s n como uma soma telescopica (como no Exemplo 7). Se for conver¬ 
gente, calcule sua soma. 


43. 2 


„_ 2 n — I 


44. 2 In 


n-\ n + 1 


45. 2 


„_i n(n + 3) 

^ ( I 1 

46. 2 j I cos “7 — cos 


(n + l) 2 


47. 2 (e 1/n ~ e 1/(n+1> ) 


48. 2 


n + n 


49. Sejax = 0,99999 .... 

(a) Voce pensa que x < 1 oui = 1? 

(b) Some uma serie geometrica para encontrar o valor de x. 

(c) Quantas representa^oes decimals o numero 1 tem? 

(d) Quais os numeros que tem rnais de uma representagao deci¬ 
mal? 

50. Uma sequencia de termos e definida por 

ai = 1 a n = (5 - n)a„~i 
Calcule a„. 

51-56 Expresse o numero como uma razao de inteiros. 

51. 0,8^= 0,8888 ... 52. 0,46 = 0,46464646 ... 

53. 2,516_= 2,516516516... 

54. 10,135 = 10,135353535 ... _ 

55. 1,5342 56. 7,12345 


57-63 Encontre os valores de x para os quais a serie converge. Calcule 
a soma da serie para esses valores de x. 


57. 2 (—5)V 

58. 2 (x + 2)" 

59. 2 ( * 2) " 

^ 7/1 

n= 0 3 

60. 2 (~4)"(x - 5)" 

/7=0 


61. 


2 


2 " 

x" 


62. 


2 


sen"* 

3" 


67. Se a n-esima soma parcial de uma serie X"_i a„ e 

n — 1 


encontre a„ e S“_i a n . 

68. Se a n-esima soma parcial de uma serie 5"_i a„ 6 s„ = 3 — n 2~", 
encontre a„ eX“=i a n . 

69. Um paciente toma 150 mg de um farmaco, ao mesmo tempo, to- 
dos os dias. Imediatamente antes de cada comprimido que e to¬ 
rnado, 5% da droga permanece no corpo. 

(a) Qual quantidade do farmaco no corpo depois do terceiro com¬ 
primido? Apos o n-esimo comprimido? 

(b) Qual quantidade da droga permanece no corpo, a longo prazo? 

70. Depois da injegao de uma dose D de insulina, a concentragao de 
insulina no sistema do paciente decai exponencialmente e por isso 
pode ser escrito como De a \ onde t representa o tempo em horas 
e a e uma constante positiva. 

(a) Se uma dose D e injetada a cada T horas, escreva uma ex¬ 
pressao para a soma das concentragoes residuais pouco antes 
da (n + l)-esima injegao. 

(b) Determine o limite de concentragao pre-injegao. 

(c) Se a concentragao de insulina deve ser sempre igual ou supe¬ 
rior a um valor critico C, determine uma dose minima D em 
termos de C, a e T. 

71. Quando o dinheiro e gasto em produtos e servigos, aqueles que 
o recebem tambem gastam uma parte dele. As pessoas que rece- 
bem parte do dinheiro gasto duas vezes gastarao uma parte, e as- 
sim por diante. Os economistas chamam essa reagao em cadeia 
de efeito multiplicador. Em uma comunidade hipotetica isolada, 
o governo local comega o processo com gastando D dolares. Su- 
ponha que cada destinatario de dinheiro gasto gaste 100c% e 
guarde 100i% do dinheiro que ele ou ela recebe. Os valores c e 
s sao denominados propensao marginal a consumir e propensao 
marginal a economizar e, e claro, c + s = 1. 

(a) Seja S„ o gasto total que foi gerado depois de n transagoes. En¬ 
contre uma equagao para S„. 

(b) Mostre que lim„^» S„ = kD, onde k = l/s. O numero k e 
chamado multiplicador. Qual e o multiplicador se a propen¬ 
sao marginal para consumir for 80%? 

Obs. O governo federal usa esse principio para justificar o gasto 
deficitario. Os bancos usam esse principio para justificar o 

























644 


CALCULO 


emprestimo de uma grande porcentagem do dinheiro que recebem 
em depositos. 

72. Uma certa bola tem a seguinte propriedade: cada vez que cai a par- 
tir de uma altura h em uma superffcie dura e nivelada, ela volta 
ate uma altura rh, onde 0 < r < 1. Suponha que a bola seja lan- 
gada de uma altura initial de H metros. 

(a) Supondo que a bola continua a pular indefinidamente, calcule 
a distancia total que ela percorre. 

(b) Calcule o tempo total que a bola pula. (Use o fato de que a 
bola cai \gt 2 metros em t segundos.) 

(c) Suponha que, cada vez que a bola atingir a superffcie com 
velocidade v, ela rebatera com velocidade — kv, onde 
0 < r < 1. Quanto tempo levara para a bola parar? 

73. Encontre o valor de c se 

2 (1 + c)- = 2 

n=2 

74. Encontre o valor de c tal que 

2 e nc = 10 

n=0 

75. No Exemplo 8 mostramos que a serie harmonica e divergente. 
Aqui, esbogamos outro metodo, que faz uso do fato de que 
e* > 1 + .vparaqualquer.r > 0. (Veja o Exercfcio 4.3.78, no Vo¬ 
lume I.) 

Se s„ for a n-esima soma parcial da serie harmonica, mostre 
que e s " > n + 1. Por que isto implica que a serie harmonica e di¬ 
vergente? 

76. Trace as curvas y = x", 0 =£ x =£ 1, para n = 0, 1, 2, 3,4,... na 
mesma tela. Encontrando as areas entre as curvas sucessivas, de 
uma demonstragao geometrica do fato, mostrado no Exemplo 7, 
de que 

V _ - _= i 

ti n(n + 1 ) 

77. A figura mostra dois cfrculos C e 73 de raio 1 que se tocam em P. 
T e uma reta tangente comum; Ci e o cfrculo que toca C, D e T; 
Ci e o cfrculo que toca C, D e Ci; C 3 e o cfrculo que toca C, D e 
Ci- Esse procedimento pode continuar indefinidamente e produ- 
zir uma sequencia infinita de cfrculos {C„}. Encontre uma ex- 
pressao para o diametro de C„ e entao fornega outra demonstra¬ 



gao geometrica do Exemplo 7. 

78. Um triangulo retangulo ABC e dado com AA = 0 e | AC \ = b. 
CD e desenhado perpendicularmente a AB, DE e desenhado per- 
pendicularmente a BC, EF _L AB, e esse processo continua inde¬ 
finidamente, como mostrado na figura. Calcule o comprimento to¬ 
tal de todas as perpendiculares 

| CD | + | DE | + | EF | + | FG \ + ■ ■ • 



79. O que esta errado com o seguinte calculo? 

0 = 0 + 0 + 0 + -- - 

= (1 - 1 ) + (1 - 1 ) + (1 - 1 ) + - - ■ 

= 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + -- - 

= 1 + (—1 + 1 ) + (—1 + 1 ) + (—1 + 1 ) + - - - 

= 1 + 0 + 0 + 0+ -- - = l 

(Guido Ubaldo pensou que isso provava a existencia de Deus, por- 
que “alguma coisa tinha sido criada do nada'V) 

80. Suponha que 5"_i a„ ( a„ t 4 0) seja uma serie convergente. De- 
monstre que JZ=\ 1 /a„ e uma serie divergente. 

81. Demonstre a parte (i) do Teorema 8. 

82. Se X a„ for divergente e c ¥= 0, mostre que 2 ca„ e divergente. 

83. Se X a„ for convergente e X b„ divergente, mostre que a serie 

X (a n + b„) 6 divergente. [Dica: Argumente por contradigao.] 

84. Se X a„ e X b„ forem ambas divergentes, X ( a„ + b n ) e necessa- 
riamente divergente? 

85. Suponha que uma serie X a„ tenha termos positivos e suas somas 
parciais s„ satisfagam a desigualdade s„ 1.000 para todo n. Ex- 
plique porque X a„ deve ser convergente. 

86 . A sequencia de Fibonacci foi definida na Segao 11.1 pelas equa- 
goes 

/l=l, f2=h /.=/.-!+/.-* 3 

Mostre que cada uma das afirmagoes a seguir e verdadeira. 


/»-l/»+l fn-lfn fjn+l 


87. O conjunto de Cantor, cujo nome e uma homenagem ao mate- 
matico alemao Georg Cantor (1845-1918), e construfdo como a 
seguir. Comegamos com o intervalo fechado [0, 1] e removemos 
o intervalo aberto Q, |). Isso nos leva a dois intervalos, [0, j] e 
[|, l], e removemos cada tergo intermediario aberto. Quatro in¬ 
tervalos permanecem, e novamente repetimos o processo. Conti- 
nuamos esse procedimento indefinidamente, em cada passo re- 
movendo o tergo do meio aberto de cada intervalo que permanece 
do passo anterior. O conjunto de Cantor consiste nos numeros em 
[ 0 , 1 ] que permanecem depois de todos estes intervalos terem 
sido removidos. 

(a) Mostre que o comprimento total de todos os intervalos que fo- 
ram removidos e 1. Apesar disso, o conjunto de Cantor con¬ 
tent infinitos numeros. De exemplos de alguns numeros no 
conjunto de Cantor. 


em termos de b e 6. 




















SEQUENCIAS E SERIES INFINITAS 


645 


(b) O tapete de Sierpinski e o correspondente bidimensional do 
conjunto de Cantor. Ele e construfdo pela remo§ao do sub- 
quadrado central de um quadrado de lado 1 dividido em nove 
subquadrados. A etapa seguinte consiste em remover os sub- 
quadrados centrais dos oito quadrados menores que perma- 
neceram, e assim por diante. (A figura mostra os tres primei- 
ros passos da construgao.) Mostre que a soma das areas dos 
quadrados removidos e 1. Isso implica que o tapete de Sier¬ 
pinski tem area 0. 

n d—h ,. i ■ i-j WW 

UttMJ 

o 

88 . (a) Uma sequencia {«„} e definida recursivamente pela equagao 

a„ = \(a „-1 + a „- 2 ) para n 3= 3, onde a\ e a 2 podem ser 
quaisquer numeros reais. Experimente com varios valores de 
fli e a 2 e use sua calculadora para descobrir o limite da se¬ 
quencia. 

(b) Encontre a„ em termos de a\ e a 2 expressando 

a „+1 — a„ em termos de a 2 — at e somando uma serie. 

89. Considere a serie S"=i n/(n + 1)!. 


(a) Encontre as somas parciais ,S|, s 2 . Si e ,S' 4 . Voce reconhece os de- 
nominadores? Use o padrao para conjectural' uma formula para 

Sn- 

(b) Use indujao matematica para demonstrar sua conjectura. 

(c) Mostre que a serie infinita dada e convergente e calcule sua 
soma. 

90. Na figura existem infinitos cfrculos se aproximando dos vertices 
de um triangulo equilatero. Cada cfrculo toca outros cfrculos e la- 
dos do triangulo. Se o triangulo tiver lados de comprimento 1, cal¬ 
cule a area total ocupada pelos cfrculos. 






0 Teste da Integral e Estimativas de Somas 


Em geral e diffcil encontrar a soma exata de uma serie. Conseguimos fazer isso para as series 
geometricas e a serie 2 I /\n(n + 1)] porque em cada um desses casos pudemos encontrar uma 
formula simples para a n-esima soma parcial ,v„. Mas geralmente nao e facil descobrir uma for¬ 
mula. Portanto, nas proximas secdes, desenvolveremos varios testes que nos permitem deter- 
minar se uma serie e convergente ou divergente sem encontrar sua soma explicitamente. (Em 
alguns casos, contudo, nossos metodos nos permitirao encontrar boas estimativas da soma.) 
Nosso primeiro teste envolve integrals improprias. 

Comegamos investigando as series cujos termos sao os recfprocos dos quadrados de inteiros 
positivos. 



Nao existe uma formula simples para a soma s„ dos primeiros termos n, mas a tabela de va¬ 
lores aproximados gerada por computador dada na margem sugere que as somas parciais es- 
tao se aproximando de um numero proximo de 1,64 quando n —> ^ e, assim, parece que a se¬ 
rie e convergente. 

Podemos confirmar essa impressao com um argumento geometrico. A Figura 1 mostra a 
curva y = \/x 2 e retangulos colocados abaixo dela. A base de cada retangulo e um intervalo 
de comprimento 1; a altura e igual ao valor da ftmcao y = \/x 2 na extremidade direita do in¬ 
tervalo. 


n 

n i 

Sn = 2 TT 

1=1 l 

5 

1,4636 

10 

1,5498 

50 

1,6251 

100 

1,6350 

500 

1,6429 

1.000 

1,6439 

5.000 

1,6447 



FIGURA 1 


area = ^ 
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Dessa forma, a soma das areas dos retangulos e 



1 1 

+ 4 1 + 5 1 + 


= 2 4 

„=1 ri¬ 


se, excluirmos o primeiro retangulo, a area total dos retangulos remanescentes sera menor 
que a area sob a curva y = I /x 2 para x 3= 1, que e o valor da integral [” (I /x 2 ) dx. Na Se£ao 
7.8, no Volume I, descobrimos que essa integral impropria e convergente e tem valor 1. As- 
sim, a figura mostra que todas as somas parciais sao menores que 

1 roo 1 

— + — dx = 2 

l 2 Ji x 2 


Entao, as somas parciais sao limitadas. Tambem sabemos que as somas parciais sao crescen- 
tes (porque todos os termos sao positivos). Portanto, as somas parciais convergem (pelo Teo- 
rema da Sequencia Monotona) e, dessa maneira, a serie e convergente. A soma da serie (o li- 
mite das somas parciais) e tambem menor que 2: 


i 



_L _L J_ 

~ T 2 " + ~2* + ~3^ + 



2 


n 

n 1 

S* = E —7F 
i -1 V* 

5 

3,2317 

10 

5,0210 

50 

12,7524 

100 

18,5896 

500 

43,2834 

1.000 

61,8010 

5.000 

139,9681 


A soma exata dessa serie encontrada pelo matematico sufco Leonhard Euler (1707-1783) e 
7t 2 /6, mas a demonstra 5 ao desse fato e muito diffcil. (Veja o Problema 6 em Problemas Quen- 
tes, no Capftulo 15.) 

Agora vamos olhar para a serie 


i 


J_-_L J_ _L J_ 1 
7^-7r + 72 + W + V4 + W 


A tabela de valores de s„ sugere que as somas parciais nao estao se aproximando de um rui- 
mero; assim, suspeitamos que essa serie possa ser divergente. Novamente usamos um dese- 
nho para a confirmagao. A Figura 2 mostra a curva v = \/yfx, porem dessa vez utilizamos re¬ 
tangulos cujos topos estao acima da curva. 



A base de cada retangulo e um intervalo de comprimento 1. A altura e igual ao valor da 
funcao v = \/\fx na extremidade esquerda do intervalo. Dessa forma, a soma de todas as areas 
dos retangulos e 


1 1 1 1 1 

7T + 7^ + 7^ + T* + 7$ + 



Essa area total e maior que a area sob a curva y = \/\[x para x S* 1, que e igual a integral 
| “ (l l\fx) dx. Mas sabemos, a partir da Se^ao 7.8, no Volume I, que essa integral impropria 
e divergente. Em outras palavras, a area sob a curva e infinita. Assim a soma da serie deve ser 
infinita; isto e, a serie e divergente. 

O mesmo tipo de argumentagao geometrica que usamos para essas duas series pode ser 
usado para demonstrar o seguinte teste. (A demonstraqao e dada no fim desta seyao.) 
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0 Teste da Integral Suponha que/seja uma fungao contfnua, positiva e decrescente em 
[1, °°) e seja a n = fin). Entao a serie 2"=i a„ e convergente se, e somente se, a inte¬ 
gral impropria f"/(x) dx for convergente. Em outras palavras: 

oo 

(i) Se fix) dx for convergente, entao 2 e convergente. 

1,1 n= 1 

(ii) Se I fix) dx for divergente, entao 2 e divergente. 

" 1 n= 1 


OBSERVAQAO Quando voce usar o Teste da Integral lembre-se de que nao e necessario co- 
megar a serie ou a integral em n = 1. Por exemplo, testando a serie 


1 


1 


n =4 (« - 3) 2 


^4 (x — 3) : 


dx 


Tambem nao e necessario que/seja sempre decrescente. O importante e que/seja decrescente 
a partir de certo ponto, isto e, decrescente para x maior que algum numero N. Entao, X* =;V a n 
e convergente, e assim 2”=i a„ e convergente pela Observacao 4 da Secao 11.2. 


EXEMPLO 1 


Teste a serie 2 ;-quanto a convergencia ou divergencia. 

n =1 n- + 1 


A funqao /(x) = l/(x 2 + 1) e contfnua, positiva e decrescente em [1, 
usamos o Teste da Integral: 


oo) e assim 


f —r- dx = lim I -xr- dx = lim tg 'xl, 

Ji x 2 + 1 Ji x 2 +1 J 


= lim I tg t - 




77 

~4 


Entao, J“ l/(x 2 + I) dx c uma integral convergente e, dessa forma, pelo Teste da Integral, a 
serieS l/(n 2 + 1) e convergente. 


EXEMPLO 2 


1 


Para que valores de p a serie 2 — e convergente? 

n= 1 

SOLUQAO Se p < 0, entao lim„_cc (l/n p ) = °°. Se p — 0, entao lim„-»oo (l/« p ) = 1. Em 
qualquer dos dois casos, lim„-*„ (I /n p ) 0, e, assim, a serie dada diverge pelo Teste de 
Divergencia (11.2.7). 

Se p > 0, entao a tuncao/(x) = l/x p e claramente contfnua, positiva e decrescente em 
[1, oo). Encontramos no Capftulo 7, [veja (7.8.2, no Volume I)] que 


1 

—- dx e convergente se p > 1 e divergente se/? ^ I 


J i x y 


Segue do Teste da Integral que a serie S I /n converge se p > 1 e diverge se 0 < p 
(Para p = 1, esta e a serie harmonica discutida no Exemplo 8 da Secao 11.2). 


1. 


Para usarmos o Teste da Integral, 
precisamos ser capazes de calcular 
J”/(x) dx e, portanto, precisamos ser 
capazes de encontrar uma antiderivada de 
f. Frequentemente e diffcil ou impossfvel, 
por isso precisamos de outros testes de 
convergencia tambem. 


A serie no Exemplo 2 e chamada serie p. E importante para o restante deste capftulo; desse 
modo, resumimos os resultados do Exemplo 2 para referenda futura como a seguir. 


m 


A serie p 2 

n= t 


1 

— e convergente se p > 1 e divergente se p ^ 1. 

n p 


EXEMPLO 3 


(a) A serie 



e convergente porque ela e uma serie p com p = 3 > 1. 
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(b) A serie 



1 1 1 

W + w + w 


e divergente porque ela e uma serie p com p 


< 1. 


OBSERVACAO Nao devemos inferir a partir do Teste da Integral que a soma da serie e igual 
ao valor da integral. De fato, 

1 7T 2 fn 1 

2j — —- enquanto — dx = I 

„= i n 6 Ji x 

Portanto, em geral, 

2 ^ f /W dx 

n=l •'* 


In n 


ill u 

Determine se a serie 2/ -converge ou diverge. 


EXEMPLO 4 


n= 1 « 

SOLUQAO A funcao /(x) = (In jc)/jc e positiva e continua para x > 1 porque a fungao loga- 
ritmo e continua. Mas nao e obvio se/e decrescente ou nao; assim, calculamos sua derivada: 


/'W 


( \/x)x — In x 1 — In x 


Entao fix) < 0 quando In x > 1, isto 6, x > e. Segue qu e/e decrescente quando x > e e 
podemos aplicar o Teste da Integral 


’co lnx rt lnx 

- dx = lim - dx = lim 

i x x 


(lnx) 2 

2 



00 


Como essa integral impropria e divergente, a serie 2 (In «)/n tambem e divergente pelo Teste 
da Integral. 


Estimando a Soma de uma Serie 

Suponha que possamos usar o Teste da Integral para mostrar que uma serie 2 a„ seja conver- 
gente e que queremos encontrar uma aproximacao para a soma ,v da serie. Claro, qualquer soma 
parcial ,s„ e uma aproximacao para s porque lim„,s„ = ,v. Mas quao precisa e tal aproxima- 
cao'.’ Para descobrirmos, precisamos estimar o tamanho do resto 


R n S S n Q n +\ "b Qn+2 ”b 6( n +3 T 



O resto R„ e o erro resultante de quando s n , a soma dos n primeiros termos, e utilizada como 
uma aproximagao para a soma total. 

Usamos a mesma notagao e ideias que no Teste da Integral, supondo que/seja decrescente 
em [«, °o). Comparando as areas dos retangulos com a area sob y =/(x) para x > n na Fi- 
gura 3, vemos que 


Rn CLn +1 ”b Cln + 2 ~b 



dx 


De maneira semelhante, vemos, a partir da Figura 4, que 


f °° 

R„ = a n +1 + a n +2 + ■ ■ ■ 5® fix) dx 

J n +1 

Assim, demonstramos a seguinte estimativa para o erro: 
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2 Estimativa do Resto Para o Teste da Integral Suponha que f(k) = ak, onde/e uma fun- 

gao contlnua, positiva, decrescente para x S/icX a„ e convergente. S e R„ = s — ,s„, 
entao 


f , fix) 

Jn +1 


dx ' R„ 


f fix) 

Jn 


dx 


EXEMPLO 5 


(a) Aproxime a soma da serie 2 I j n usando a soma dos 10 primeiros termos. Estime o erro 
envolvido nessa aproximacao. 

(b) Quantos termos sao necessarios para garantir que a soma tenha precisao de 0,0005? 

UQA0 Em ambas as partes, (a) e (b), precisamos conhecer J”/(x) dx. Com fix) = 1/x 3 , 
que satisfaz as condiqoes do Teste da Integral, temos 


1 

—r dx = lim 

x 5 f-> 00 



lim 


21 2 2n 2 j 


1 

2 nr 


(a) A aproximacao da soma da serie pela 10 a soma parcial, temos 


2 


— SlO — 



1 1 

+ —, + • ■ ■ H- -r ~ 1,1975 

3 3 10 3 


De acordo com a estimativa do resto em [2], temos 


R\n r 


roo 1 

dx = 

J10 X 


2 ( 10) 2 


1 

200 


Por conseguinte, o tamanho do erro e no maximo 0,005. 

(b) A precisao de 0,0005 significa que temos de encontrar um valor de n tal que R„ =£ 0,0005. 
Uma vez que 


r 2 

Jn X 


R„ ^ ~^dx = 


2n~ 


1 

queremos —- < 0,0005 

2 n 

Resolvendo esta desigualdade, obtemos 


n 1 > 


1 


0,001 


1.000 


ou n > -J 1.000 ~ 31,6 


Precisamos de 32 termos para garantir a precisao em 0,0005. 

Se acrescentarmos ,s„ para cada lado das desigualdades em [2], obtemos 

Tl s n + I f{x) dx ^ s s„ + fix) dx 

Jn+1 Jn 


como s„ + R n = s. As desigualdades em [3] dao um limite inferior e um limite superior para ,v. 
Eles fomecem uma aproximacao mais precisa para a soma da serie do que a soma parcial s„. 


EXEMPLO 6 


Use [3] com n = 10 para estimar a soma da serie 2 . 


As desigualdades em [3] tornam-se 


n=l n 


1 f® 1 

S 10 + —r dx « s ^ J 10 + —7 dx 

J 11 x J 10 x 


\y = fix) 



FIGURA 4 


Embora Euler tenha sido capaz de calcular 
a soma exata da serie p para p — 2, 
ninguem foi capaz de encontrar a soma 
exata por p = 3. IMo Exemplo 6, no 
entanto, vamos mostrar como estimativa 
essa soma. 
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Do Exemplo 5, sabemos que 


f-i 


—r dx 

X 


I 

2 n 2 


S "> + W® 

Usando iio ~ 1,197532, obtemos 


S Sio + 


1 

2(10) 2 


1,201664 s 1,202532 


Se aproximarmos s pelo ponto medio desse intervalo, entao o erro e no maximo metade do com- 
primento do intervalo. Logo, 


£ 1 

2 —r ~ 1,2021 com erro < 0,0005 

n= 1 n 

Se compararmos o Exemplo 6 com o Exemplo 5, veremos que a estimativa melhorada em 
|~3~1 pode ser muito melhor que a estimativa s ~ s n . Para fazer um erro menor que 0,0005 ti- 
vemos de usar 32 termos no Exemplo 5, mas apenas dez termos no Exemplo 6. 


Demonstracao do Teste da Integral 



FIGURA 5 


Ja vimos a ideia basica por tras da demonstra£ao do Teste da Integral nas Figuras 1 e 2 para 
as series 2 1 /n 2 el, l/*Jn. Para a serie geral 2 a„, olhe as Figuras 5 e 6. A area do primeiro 
retangulo sombreado na Figura 5 e o valor de / na extremidade direita de [1, 2], isto e, 
/(2) = a 2 - Assim, comparando as areas dos retangulos sombreados com a area sob y = fix) 
de 1 ate n, vemos que 


H 


Hi + d3 + ' " + fill 



dx 



FIGURA 6 


(Observe que essa desigualdade depende do fato de /ser decrescente.) Da mesma forma, a Fi¬ 
gura 6 mostra que 


5 J fix) dx =£ + a 2 + • • • + a„-i 

(i) Se f(x) dx for convergente, entao |~4~| da a 

^ a, =£ f f(x) dx =S [ f[x) dx 
i=2 A J 1 


ja que fix) 3= 0. Portanto, 


n 

s„ = di + 2 a i ’ fli 

i=2 


+ 



dx = M, digamos 


como =£ M para todo n, a sequencia { 5 ,,} e limitada superiormente. Tambem 


■Sn + 1 Sn dn +1 ^ Sn 

jaquea„+i = f{n + 1) & 0. Entao, { 5 ,,} e uma sequencia crescente limitada, e assim, elae con¬ 
vergente pelo Teorema da Sequencia Monotona (11.1.12). Isso significa que 2 a„ e convergente. 

(ii) Se J "fix) dx for divergente, entao J "fix) dx — » 00 quando n — > 00 porque fix) 3= 0. 
Mas [5~| da a 

n— 1 

fix) dx 2 di = Sn -1 

i= 1 

e tambem s n ~\ —> 00 . Isso implica que s n —> 00 e, assim, E a n diverge. 
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Exercicios 

1. Fa§a um desenho para mostrar que 


i 


< 


r 



O que voce pode concluir sobre a serie? 

2. Suponha que/seja uma funqao contmua, positiva e decrescente 
para is 1 ea, = f(n). Desenhando uma figura, coloque em or- 
dem crescente as tres quantidades: 


[ f(x ) dx 2 Oi 2 Oi 

‘ 1 i-l i—2 

3-8 Use o Teste da Integral para determinar se a serie e convergente 
ou divergente. 


3 . i 

n—1 

5. i 

n—1 

7. i 


i 



i 

(In + l) 3 


n 

n 2 + 1 


4. 

6 . 

8 . 



V 1 
„_i y/n + 4 

2 n 2 e - "’ 


9-26 Determine se a serie e convergente ou divergente 


2 


9-2^7 


»=i n 


10. 2 (t? - 1,4 + 3n ~ 1,2 ) 


1111 

11 . 1 H-1-1-1-b * * * 

8 27 64 125 

1111 

12. 1 H- j= H-H- 1= H-+ • ■ 

2V2 3V3 4V4 5V5 

1111 

13. 1+ — + — + — + — + ■•■ 

3 5 7 9 

11111 

14. -b-b - H-b - + * * * 

5 8 11 14 17 


15. I 

n-l n 

1 


yjn + 4 


17. 2 


*=i n + 4 
In n 

19. 2 — 

n-1 n 


16. 2 


18. 2 


n“l W 3 + 1 

3n - 4 


20 . 2 


„=3 « — 2tt 

1 


1 71 2 + 6/7 + 13 


21 . 2 


1 


n —2 n In 77 
* «!/» 

23. 2^ 

"-1 n 


22 . 2 


1 


»-2 77 (In 7l) 2 


n =3 e 


25. 2 -i—T 

„ =1 77 + 77 


26. 2 


„=i 77 + 1 


27-28 Explique por que o Teste da Integral nao pode ser usado para 
determinar se a serie e convergente. 
cos 1777 


27. 2 

«=1 


28. 2 


n-1 1 + « 


29-32 Encontre os valores de p para os quais a serie e convergente. 

1 1 


29. 2 


„_2 77 (In n) p 


30. 2 


„_ 3 77 In 77 [ln(ln 77 )] p 


31. 2 "(1 + 

n=l 


In 77 

32- 2 — 

"=1 77 p 


33. A fungao zeta de Riemann f e definida por 


"-1 « 

e e usada em teoria de numeros para estudar a distribuiqao de nu- 
meros primos. Qual e o domlnio de 
34. Leonhard Euler foi capaz de calcular a soma exata da serie p com 
P = 2: 


Ax) = 2 4 = £ 

»-l '7 6 

Utilize este fato para encontrar a soma de cada serie. 


(a) 2 t 


n=2 77 


(b) 2 


1 


„_ 3 (77 + l ) 2 


(C) 2 


1 


„=1 ( 277) 2 

35. Euler tambem descobriu a soma da serie p com p = 4: 

A 1 it 4 

m= 1 ^=— 

»-l 77 90 

Use o resultado de Euler para encontrar a soma da serie. 


(a) 2 — 

«-i \ '7 


(b) 2 


1 


"5 ft - 2) 4 

36. (a) Encontre a soma parcial ^i 0 da serie I/ 7 ? 4 . Estime o erro 
cometido ao usar S 10 como uma aproximaqao para a soma da 
serie. 


(b) Utilize [3] com 77 = 10 para dar uma estimativa melhorada da 
soma. 

(c) Compare sua estimativa da parte (b) com o valor exato dado 
no Exerclcio 35. 

(d) Encontre um valor de n tal que s„ represente a soma com pre- 
cisao de 0,00001. 

37. (a) Use a soma dos dez primeiros termos para estimar a soma da 

serie I/ 77 2 . Quao boa e essa estimativa? 

(b) Melhore essa estimativa usando [3] com n — 10. 

(c) Compare sua estimativa da parte (b) com o valor exato dado 
no Exerclcio 34. 

(d) Encontre um valor de n que garanta que o erro na aproxima- 
§ao s ~ s„ seja menor que 0,001. 

38. Calcule a soma da serie 2“_i I/ 77 5 com precisao de tres casas de- 
cimais. 

39. Estime 5“_i (2 77 + 1)~ 6 com precisao de cinco casas decimais. 

40. Quantos termos da serie SJ -2 l/[i7 (In n) 2 ] voce precisaria somar 
para encontrar sua soma com precisao de 0,01 ? 


E necessario usar um sistema de compulacao algebrica 


1. As Homework Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 
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41. Mostre que, se queremos aproximar a soma da serie 2"=i n~ 1,m 
de maneira que o erro seja menor que 5 na nona casa decimal, en¬ 
tao precisamos somar mais que 10 1L301 termos! 

42. (a) Mostre que a serie 2“_i (In n) 2 /n 2 e convergente. 

(b) Encontre um limitante superior para o erro na aproximagao 
s ~ s„. 

(c) Qual e o menor valor de n tal que esse limitante superior seja 
menor que 0,05? 

(d) Encontre s„ para esse valor de n. 

43. (a) Use [4] para mostrar que, se s„ e a n-esima soma parcial da 

serie harmonica, entao 

s„ =£ 1 + In n 

(b) A serie harmonica diverge, mas muito lentamente. Use a 
parte (a) para mostrar que a soma do primeiro milhao de ter¬ 
mos e menor que 15 e a soma do primeiro bilhao de termos e 
menor que 22. 

44. Use as seguintes etapas para mostrar que a sequencia 

1 1 1 

t n — 1 + — +-b + — — In /? 

2 3 n 


tern um limite. (O valor do limite e denotado por yee chamado 
constante de Euler.) 

(a) Desenhe uma figura como a Figura 6 com f(x) = l/.t e in- 
terprete t„ como uma area [ou use [5]]para mostrar que t„> 0 
para todo n. 

(b) Interprete 

tn - tn+ 1 = [In (n + 1 ) - In n\ - —- 

n + 1 

como uma diferenga de areas para mostrar que t„ — t„+i > 0 . 
Portanto, { 4 } e uma sequencia decrescente. 

(c) Use o Teorema da Sequencia Monotona para mostrar que 
{ 4 } e convergente. 

45. Encontre todos os valores positivos de b para os quais a serie 
2 “_j b ,nn converge. 

46. Encontre todos os valores de c para os quais a seguinte serie con¬ 
verge: 



Os Testes de Comparagao 

Nos testes de comparagao, a ideia e comparar uma serie dada com uma que sabemos ser con¬ 
vergente ou divergente. Por exemplo, a serie 


m 


i 


i 

2 " + 1 


nos remete a serie E"=i 1 / 2 ", que e uma serie geometrica com a = Jer = lee, portanto, con¬ 
vergente. Como a serie |T] e muito similar a uma serie convergente, temos a impressao de que 
esta tambem deve ser convergente. Na verdade, e. A desigualdade 

1 J_ 

2 " + 1 < 2 " 


mostra que nossa serie dada [T] tem termos menores que aqueles da serie geometrica e, dessa 
forma, todas as suas somas parciais sao tambem menores que 1 (a soma da serie geometrica). 
Isso significa que suas somas parciais formam uma sequencia crescente limitada, que e con¬ 
vergente. Tambem segue que a soma da serie e menor que a soma da serie geometrica: 


i 


i 

2 " + 1 


< 1 


Argumentaqao semelhante pode ser usada para demonstrar o seguinte teste, que se aplica 
apenas a series cujos termos sao positivos. A primeira parte diz que, se tivermos uma serie cu- 
jos termos sao menores que aqueles de uma serie que sabemos ser convergente, entao nossa 
serie tambem sera convergente. A segunda parte diz que, se comegarmos com uma serie cu¬ 
jos termos sao maiores que aqueles de uma serie que sabemos ser divergente, ela tambem sera 
divergente. 


0 Teste de Comparagao Suponha que 2 a„ e 2 b„ sejam series com termos positivos. 

(i) Se 2 b„ for convergente e a„ /?„ para todo n, entao 2 a„ tambem sera convergente. 

(ii) Se 2 b„ for divergente e a„ 5= b„ para todo n, entao 2 a„ tambem sera divergente. 
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DEMONSTRAQAO 

n n oo 

(i) Seja s n = 2 a, t n ='2 J b, t = 2 b„ 

i— 1 i= 1 n—\ 

Como ambas as series tem termos positivos, as sequencias {,v„} e {f„} sao crescentes 
(,s„+i = ,s„ + a„+ 1 5* ,s„). Tambem f„ — * t, portanto, t„ sS t para todo n. Como a, b t , temos 
,s„ =£ t„. Assim, ,s„ t para todo n. Isso significa que {,v„} e crescente e limitada superiormente 
e, portanto, converge pelo Teorema da Sequencia Monotona. Por conseguinte, 2 a„ converge. 

(ii) Se 2 b„ for divergente, entao t„ (porque {t„ } e crescente). Mas a, S* assim, 

,s„ S 5 f„. Entao, ,s„ —> Portanto, 2 a„ diverge. 


E importante ter em mente a diferenga 
entre uma sequencia e uma serie. Uma 
sequencia e uma lista de numeros, enquan- 
to que uma serie e uma soma. Com cada 
serie S a„ nao estao associadas duas 
sequencias: a sequencia {«„} de termos e 
a sequencia {s„} de somas parciais. 


Ao usarmos o Teste de Comparacao, devemos, e claro, ter algumas series conhecidas 2 b„ 
para o proposito de comparacao. Na maior parte do tempo usamos uma destas series: 

■ Uma serie p [2 I jn p converge se p > 1 e diverge se p 1; veja (11.3.1)] 

■ Uma serie geometrica [2 or " -1 converge se | r \ < 1 e diverge se | r ^ 1; veja (11.2.4)] 


Series padrao para usar no Teste de 
Comparagao 


EXEMPLO 1 


Determine se a serie X 

n= 1 


—;-converge ou diverge. 

2 n + 4 n +3 


SOLUQAO Para um n grande, o termo dominante no denominador e In 1 , assim, comparamos 
a serie dada com a serie 2 5/(2 n 2 ). Observe que 


5 5 

—^7 
2 n~ + An + 3 2 


pois o lado esquerdo tem um denominador maior. (Na notacao do Teste de Comparagao, a„ e 
o lado esquerdo e b„ e o lado direito.) Sabemos que 


2 

n= 1 


5 

2 n 2 



1 


n 


2 


e convergente porque e uma constante vezes uma serie p com p = 2 > 1. Portanto 


i 


5 

2 n 2 + 4n + 3 


e convergente pela parte (i) do Teste de Comparagao. 


OBSERVACAO 1 Embora a condigao a„ b„ ou a„ > b„ no Teste de Comparagao seja dada 
para todo «,/jrecisamos verificar apenas que ela vale para n 3 * N, onde N e algum inteiro fixo, 
porque a convergencia de uma serie nao e afetada por um numero finito de termos. Isso e ilus- 
trado no proximo exemplo. 


EXEMPLO 2 


Teste a serie 2 

k=\ 


In k 

-quanto a convergencia ou divergencia. 

k 


SOLUQAO Usamos o Teste da Integral para testar esta serie no Exemplo 4 da Segao 11.3, mas 
tambem podemos testa-lo comparando-o com a serie harmonica. Observe que k > 1 para 
2 s 3 e assim 


In k 1 

-> — 

k k 


k 3= 3 


Sabemos que 2 1 /k 6 divergente (serie p com p = 1). Entao, a serie dada e divergente pelo 
Teste de Comparagao. 


OBSERVAQAO 2 Os termos da serie sendo testada devem ser menores que aqueles de uma 
serie convergente ou maiores que aqueles de uma serie divergente. Se os termos forem maio- 
res que os de uma serie convergente ou menores que os de uma serie divergente, entao o Teste 
de Comparagao nao se aplica. Considere, por exemplo, a serie 
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A desigualdade 

1 J_ 
2 " - 1 ~T 


e inutil para ser usada com o Teste de Comparacao, porque X b„ = 2 (/)" e convergente e 
a„ > b„. Mesmo assim, temos a impressao de que 2 1/(2" — 1) deve ser convergente, pois ela 
e muito parecida com a serie geometrica convergente 2 Q)". Em tais casos, o seguinte teste 
pode ser usado. 


Os Exercfcios 40 e 41 lidam com os casos 
c = 0 e c = °°. 


0 Teste de Comparacao de Limite Suponha que 2 a„ e 2 b„ sejam series com termos po¬ 
sitives. Se 

lim — = c 
b„ 

onde c e um numero finito e c > 0 , entao ambas as series convergem ou ambas as se¬ 
ries divergem. 


DEM0NSTRAQA0 Sejam m e M numeros positivos tais que m < c < M. Uma vez que 
a„/b„ esta proximo de c para um n grande, existe um inteiro N tal que 


e, assim, 


a n 

m < — < M onde n > N 

On 

mb,, < a„ < Mb,, quando n > N 


Se 2 b„ convergir, entao 2 Mb,, tambem converge. Entao, 2 a„ converge pela parte (i) do 
Teste de Comparacao. Se 2 b„ divergir, entao 2 mb,, tambem diverge, e a parte (ii) do Teste de 
Comparacao mostra que 2 a„ diverge. 


EXEMPLO 3 


1 


Teste a serie 2 - -quanto a convergencia ou divergencia. 

n= i 2" — 1 

S0LUQA0 Usamos o Teste de Comparacao no Limite com 


e obtemos 


2 " - 1 


bn V 


a„ 1 /( 2 '' - 1 ) 2 " 1 

lim — = lim -- = lim-= lim-— = 1 > 0 

b„ 1 / 2 " 2 " - 1 1 - 1 / 2 " 


Como esse limite existe e 2 1/2" e uma serie geometrica convergente, a serie dada converge 
pelo Teste de Comparacao no Limite. 


EXEMPLO 4 


Determine se a serie 2 


2 n 2 + 3 n 


converge ou diverge. 


n =i \/5 + n 5 

S0LUQA0 A parte dominante do numerador e 2 n 2 e a parte dominante do denominador e 
— n 5/2_ j sso SU g ere tomar 


a„ 


2rr + 3n 
a/5 + n 5 


b„ 


2 ir 


n 5/2 n i/2 


a„ 2 n 2 + 3 n n 1/2 2 n 5/2 + 3 n 3/2 

lim — = lim — , •-= lim 


V5 + 


n 


2^/5~+~ 


= lim ■ 


2 + ^ 
n 


2W ^ +1 


2 + 0 
2V0 + 1 


= 1 
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Como 2 b„ = 2 2 1 /« 1/2 e divergente (serie p com p 2 ^ 1), a serie dada diverge pelo Teste 
de Comparacao de Limite. 

Observe que ao testar muitas series, encontramos uma serie de comparacao apropriada 2 b„ 
mantendo apenas as potencias mais altas no numerador e denominador. 

Estimando Somas 

Se tivessemos usado o Teste de Comparacao para mostrar que uma serie 2 a„ converge pela 
comparacao com uma serie 2 b„ , poderfamos ser capazes de estimar a soma 2 a„ pela com¬ 
paracao dos restos. Como na Secao 11.3, consideramos o resto 

R,i S Sn &n +1 fl-n + 2 T 

Para a serie de comparacao 2 b„ consideramos o resto correspondente 

T n t t n b n +i “t - b n +2 3" 

Como a„ =S b„ para todo n, temos R„ =£ 7'„. Se 2 b„ e uma serie p, podemos estimar seu res- 
tante T n como na Secao 11.3. Se 2 b„ for uma serie geometrica, entao T„ e a soma de uma se¬ 
rie geometrica e podemos soma-la exatamente (veja os Exercfcios 35 e 36). Em qualquer dos 
dois casos, sabemos que R„ 6 menor que T„. 


EXEMPLO 5 


Use a soma dos 100 primeiros termos para aproximar a soma da serie 


2 l /(« 3 + 1). Estime o erro envolvido nessa aproximacao. 


S0LUQA0 Uma vez que 


1 ^ 1 

ra 3 + l < ^ 


a serie dada e convergente pelo Teste de Comparacao. O resto 7'„ para a serie de comparacao 
2 1 /m 3 foi estimado no Exemplo 5 da Secao 11.3 usando a Estimativa do Resto para o Teste 
da Integral. La encontramos que 


T 

n 


roo 1 1 

— dx = — T 
Jn x 2 n 


Portanto, o resto R„ para a serie dada satisfaz 


R n 


1 

~2^ 


Comn = 100, temos 


1 

* 100 ^ 2 (!ooF 


0,00005 


Usando uma calculadora programavel ou um computador, encontramos que 


i 


i 

M 3 + 1 


100 i 

y ___ 

„=i n 3 + 1 


0,6864538 


com erro menor que 0,00005. 
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Exercicios 


1. Suponha que Sa„eS b„ sejam series com termos positivos e que 

2 b„ seja convergente. 

(a) Se a„ > b„ para todo n, o que voce pode dizer sobre 2 a„? Por 
que? 

(b) Se a„ < b„ para todo n, o que voce pode dizer sobre 2 a„? Por 
que? 

2. Suponha que 2 a„ e 2 b„ sejam series com termos positivos e que 

2 b„ seja divergente. 

(a) S ea„> b„ para todo n, o que voce pode dizer sobre 2 a„ ? Por 
que? 

(b) Se a„ < b„ para todo n, o que voce pode dizer sobre 2 a n l Por 
que? 

3-32 Determine se a serie converge ou diverge. 


3. 2 


5. 2 


2 n 3 + 1 
n + 1 


7. 2 


„_i nyjn 

9" 


“i 3 + 10" 
Infc 


9 ' 2 , 

k=l k 


y/k 


11. 2 n_ 

*±j y/k J + 4k + 3 

arctg n 




13. 2 

»-i n‘ 

“ 4 n+1 


15. 2 


17. 2 


“i 3" - 2 

1 


19. 2 


n -1 y/n 2 + 1 

1 + 4" 


21 . 2 

n=l 

23. 2 

n= 1 

25. 2 


n-l 1 + 3" 

y/n~+~2 


n =\ 2n 2 + w + 1 
5 + 2n 
(1 + n 2 ) 2 

Vn 4 + 1 

« 3 + n 2 


27. 2 ( 1 + -) e 


29. 2 -7 

»=i n\ 


4. 2 


6 . 2 

n —1 

8 . 2 


"2 M 4 - 1 

n — 1 


„ =1 n V« 

4 + 3" 


10. 2 


n=l ^ 

1 + senn 


12 . 2 


(2k - 1 )(k 2 - 1) 


14. 2 


“ (k + 1 )(k 2 + 4) 2 
yjn 


16. 2 


18. 2 


20 . 2 


n—2 n ~ 1 

1 

»ti V3n 4 + 1 

1 

“1 2« + 3 
n + 4" 


22 . 2 


„_i n + 6" 
« + 2 


24. 2 


(n + l) 3 
n 2 — 5« 


„-i n 2 + n + 1 


26. 2 


1 


„=2 tly/n 1 ~ 1 

\/n 


28. 2 — 

„-l M 

^ n! 

30 ' 

«=1 W 


31. 2 sen ( — 

n -1 \ n 




33-36 Use a soma dos dez primeiros termos para aproximar a soma 
da serie. Estime o erro. 

1 


33. 2 rr—r 

n —1 y/n + 1 

35. 2 5 "cos 2 « 


34. 2 


„_i n 


36. 2 — 

^ on 


"1 3" + 4" 


37. O significado da representa§ao decimal de urn numero 0,did 2 dy. .. 
(onde o algarismo d , e um dos numeros 0, 1, 2,. .., 9) e que 

.... d\ di dy d4 

0,did 2 did4 ... — —-(- —. + —. + —-7 + * • ■ 

10 10 2 10 3 10 4 

Mostre que essa serie sempre converge. 

38. Para quais valores de p a serie S “_2 1 /(n p In n) converge? 

39. Demonstre que, se a„ & 0 e 2 a„ converge, entao 2 a, 2 tambem 
converge. 

40. (a) Suponha que 2 a„ e 2 b„ sejam series com termos positivos e 

que 2 b„ seja convergente. Demonstre que se 
a,, 

lim ~ = 0 

*-►” b„ 

entao 2 a„ tambem e convergente. 

(b) Use a parte (a) para mostrar que as series convergem. 

In n 


^ In n 
(i) 2 —r 

n= 1 ^ 


(ii) 2 


n -1 yjne 

41. (a) Suponha que 2 a„ e 2 b„ sejam series com termos positivos e 
que 2 b„ seja divergente. Demonstre que se 
a„ 

lim — = 00 
b„ 

Entao 2 a„ tambem e divergente. 

(b) Use a parte (a) para mostrar que as series divergem. 


V 1 

(i) 2 j- 

n —2 In n 


In n 

(ii) 2 - 

«-i n 


42. De um exemplo de um par de series 2 a„ e 2 b„ com termos po¬ 
sitivos para as quais lim„_>„. ( a„/b„) = 0 e 2 b„ diverge, mas 2 a„ 
converge. (Compare com o Exercfcio 40.) 

43. Mostre que, se a„ > 0 e lim„_>« na„ ¥= 0, entao 2 a„ e diver¬ 
gente. 

44. Mostre que, se a„ > 0 e 2 a„ for convergente, entao 2 ln( 1 + a„) 
e convergente. 

45. Se 2 a„ for uma serie convergente com termos positivos, e ver- 
dade que 2 sen(a„) tambem sera convergente? 

46. Se 2 a„ e 2 b„ forem ambas series convergentes com termos po¬ 
sitivos, e verdade que 2 a„b„ tambem sera convergente? 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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Series Alternadas 


Os testes de convergencia que estudamos ate aqui se aplicam apenas a series com termos po¬ 
sitives. Nesta seqao e na proxima aprenderemos como lidar com series cujos termos nao sao 
necessariamente positivos. De particular importancia sao as series alternadas, cujos termos 
se alternant no sinal. 

Uma serie alternada e aquela cujos termos sao alternadamente positivos e negativos. Aqui 
estao dois exemplos: 


11111 

1 - 1 - 1 - 

2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 

— -|- — — — _|_ — — — q_ — 

2 3 4 5 6 7 


+ ••• = 1 (-ir 1 - 


= 1 (- 1 )" 


n + I 


Vemos desses exemplos que o n-esimo termo de uma serie alternada e da forma 


a„ = (— 1 )" 1 b„ ou a„ = (— \)"b n 


onde b„ e um numero positivo. (De fato, b„ = a„ |.) 

O teste a seguir diz que, se os termos de uma serie alternada decrescem para 0 em valor 
absolute, entao a serie converge. 


Teste da Serie Alternada Se a serie alternada 


2 (—1 ) n ~ l b n = b\ — bi + hi — bi + £>5 — be + * * * 

n= 1 

b n > 0 

satisfaz 

(i) b„+i b„ para todo n 

(ii) lim b„ = 0 

n —>co 


entao a serie e convergente. 



Antes de demonstrarmos, vamos olhar a Figura 1, que esbo^a a ideia por tras da demons- 
tragao. Primeiro tragamos ,s'i = b\ sobre a reta real. Para encontrarmos s 2 , subtrafmos b 2 , as- 
sim s 2 esta a esquerda de s i. Entao, para encontrarmos S 3 , adicionamos bv, assim, S 3 esta a di- 
reita de ,v 2 . Mas, como b 2 < b 2 , S3 esta a esquerda de S\. Continuando dessa maneira, vemos 
que as somas parciais oscilam de um lado para outro. Como b„ —> 0, as etapas subsequentes 
vao se tornando cada vez menores. As somas parciais pares ,v 2 , ,v 4 , Sf,, . . . sao crescentes e as 
somas parciais fmpares si, S 3 , .v 2 ,. . . sao decrescentes. Entao, parece plausfvel que ambas es- 
tejam convergindo para algum numero s, que e a soma da serie. Portanto, consideramos as so¬ 
mas parciais pares e fmpares separadamente na demonstra^ao a seguir. 


b t 



- b 2 

+ Z ? 3 



- 

+ b 5 


£ 

1 


S S 5 S 3 


FIGURA 1 


0 


s 2 


■s 6 
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A Figura 2 ilustra o Exemplo 1 mostrando 
os graficos dos termos a„ = (-1 )" _1 /n e 
as somas parciais s„. Observe como os 
valores de s„. ziguezagueiam em torno de 
valor limite, o que parece ser cerca de 0,7. 
Na verdade, pode-se provar que a soma 
exata da serie e In 2 = 0,693 (ver 
Exerclcio 36). 


M 


K) 


FIGURA 2 


DEMONSTRAQAO DO TESTE DA SERIE ALTERNADA Primeiro consideramos as somas parciais pa¬ 
res: 

s 2 = bi — b 2 5= 0 uma vez que b 2 =£ b\ 

s 4 = *2 + (b-i — A 4 ) 3* $2 uma vez que A 4 «£ b 2 

Em geral s 2n = s 2 „- 2 + {b 2n -i ~ b 2n ) 3= s 2 „- 2 uma vez que A 2 „ =S b 2n - i 

Logo 0 =£ s 2 s 4 ^ s 6 s 2n ■ ■ • 

Mas podemos escrever tambem 

s 2 „ = bi - {b 2 - b 2 ) - Q>4 - b 5 ) - ■ ■ ■ - (b 2n - 2 - b 2n - 1 ) - b 2n 

Cada termo entre parenteses e positivo, portanto s 2 „ ^ b\ para todo n. Dessa forma, a sequencia 
{i 2 „} de somas parciais pares e crescente e limitada superiormente. E, portanto, convergente 
pelo Teorema da Sequencia Monotona. Vamos chamar esse limite de s, isto e, 

lim s 2n = s 

oo 

Agora, calculamos o limite das somas parciais impares: 

lim s 2n +i = lim (s 2 „ + b 2n+l ) 

n—>oo n—> oo 

= lim s 2 „ + lim b 2n + 1 

n —>co n— 

= s + 0 
= s 

Como ambas as somas parciais pares e impares convergem para s , temos lim,,^*, s n = s 
[veja o Exercicio 92(a) na Se 9 ao 11.1] e, assim, a serie e convergente. 


EXEMPLO 1 


A serie harmonica alternada 


2 3 4 tx n 


satisfaz 


(i) b „+1 < b n uma vez que 
(ii) lim b n = lim — = 0 

>00 fl —>00 yi 


1 1 

< — 


n + 1 n 


logo, a serie e convergente pelo Teste da Serie Alternada. 


EXEMPLO 2 


£ (—1)"3« 

A serie 2j -e alternada, mas 

n= 1 4/2 - 1 


lim b„ = lim —-— = lim 


4/z — 1 


1 4 

4- 

n 


assim, a condigao (ii) nao e satisfeita. Em vez disto, olhamos para o limite do n-esimo termo 
da serie: 


(- 1 )“ 3 « 

lim a„ = lim- 

»->*> 4n - 1 


Este limite nao existe, logo a serie diverge pelo Teste da Divergencia. 
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EXEMPLO 3 


Teste a serie 2 ( — 1)" 


n 3 + 1 


quanto a convergencia ou divergencia. 


SOLUCAO A serie dada e alternada; assim, tentamos verificar as condigoes (i) e (ii) do Teste 
da Serie Alternada. 

Ao contrario da situagao no Exemplo 1, nao e obvio que a sequencia dada por 
b„ = n 2 /(n 3 + 1) seja decrescente. Contudo, se considerarmos a fungao associada 
fix) — x 2 /{x 3 + 1), descobriremos que 


fix) 


x(2 — x 3 ) 
(x 3 + l) 2 


Como estamos apenas considerando x positivo, vemos que fix) < 0 se 2 — x 3 < 0, isto 
6 ,x > \/2. Entao,/e decrescente no intervalo if2, °°). Isso significa que f(n + 1) < /(«) e, 
portanto, b„ +l < b„ quando « 3= 2. (A desigualdade b 2 < b i pode ser verificada diretamente, 
mas o que realmente importa e que a sequencia {b„} e eventualmente decrescente.) 

A condigao (ii) e prontamente verificada: 


n 2 n 

lim b n = lim —-= lim-= 0 

n + \ 1 



Em vez de verificarmos a condigao (i) do 
Teste da Serie Alternada calculando lima 
derivada, poderfamos verificar b „+1 < b„ 
diretamente usando a tecnica da Solugao 1 
do Exemplo 13 da Segao 11.1. 


Entao, a serie dada e convergente pelo Teste da Serie Alternada. 


Estimando Somas 

Uma soma parcial s„ de qualquer serie convergente pode ser usada como uma aproximacao para 
a soma total s, porem isso nao e de muita utilidade, a menos que possamos estimar a precisao 
da aproximacao. O erro envolvido usando s ~s,eo resto R„ = ,v — ,s„. O proximo teorema 
diz que, para series que satisfazem as condicoes do Teste da Serie Alternada, o tamanho do 
erro e menor que b„+ r, que e o valor absoluto do primeiro termo negligenciado. 


Teorema da Estimativa de Series Alternadas Se s — E (— 1)" l b„ for a soma de uma serie 
alternada que satisfaz 

(i) b n +1 =£ b„ e (ii) lim b„ = 0 

n — 

entao, | R„ \ = |— s„ \ < b„+ 1 


DEM0NSTRACA0 Sabemos pela demonstracao do Teste da Serie Alternada que s esta entre 
duas somas parciais consecutivas quaisquer ,v„ e x„+i. (Mostramos que ,v e maior que todas as 
somas ate mesmo parciais. Um argumento similar mostra que ,v e menor que todas as somas 
(mpares.) Segue-se que 


s - s„ 


Ai+i 


Sn I — b„ + 


Por definigao, 0! = 1. 


EXEMPLO 4 


Encontre a soma da serie 2 


(- 1 )" 


n=o n\ 


com precisao de tres casas decimals. 


SOLUCAO Primeiro observamos que a serie e convergente pelo Teste da Serie Alternada, por- 
que 


(i) 

(ii) 


1 1 J_ 

(n + 1 )! n \ (n + 1 ) n\ 

1 1 1 

0 < — <-» 0 logo- > 0 quando n — » oo 

n\ n nl 


Para termos uma ideia de quantos termos precisamos usar em nossa aproximagao, vamos es- 
crever os primeiros termos da serie 
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s 


0 ! 


1111111 

- _|_ - — - _|_ - — - _|_ - — - _|_ 

1! 2! 3! 4! 5! 6 ! 7! 


i + \ 


- + - 

6 T 24 


120 ' 720 


Observe que 


bl — 5.040 < 5.000 0,0002 


Na Segao 11.10 demonstraremos que 
e x = 2"-o x"/n\ para todo x, assim, o 
que obtivemos no Exemplo 4 e realmente 
uma aproximagao para o numero e 1 . 


e Se 1 1 + 2 6 + 24 120 + 720 0,368056 

Pelo Teorema da Estimativa da Serie Alternada, sabemos que 

| s — S6 1 =£ bj < 0,0002 

Esse erro menor que 0,0002 nao afeta a terceira casa decimal, assim, temos s ~ 0,368 com 
precisao de tres casas decimals. 


HI OBSERVAQAO A regra de que o erro (ao usar ,v„ para aproximar ,v) e menor que o primeiro termo 
negligenciado e, em geral, valida apenas para series altemadas que satisfazem as condicoes do 
Teorema da Estimativa da Serie Alternada. A regra nao se aplica a outros tipos de series. 



Exercicios 


1. (a) O que e uma serie alternada? 

(b) Sob que condigoes uma serie alternada converge? 

(c) Se essas condicoes forem satisfeitas, o que voce pode dizer so- 
bre o resto depois de n termos? 

2-20 Teste a serie quanto a convergencia ou divergencia. 


3 5^7 9 ^ 11 


5^6 7^8 9 


1 _ i 1 _ 1 1 

4 - 7^"7T + 7r - 7T + 7^ 


5. sVtt 

«=i 2 n + 1 

6. 

. 3n — 1 

7- 2 ( i)% , , 

n= 1 2^2 + 1 

8. 

9. £(-l)" — 

n— 1 10" 

10. 

ii. £ t-ir 1 ^— 

n— 1 77+4 

12. 

13. £ (—l)" _1 e 2/ " 

14. 

A sen(n + |)7r 

15 - 2 i , /- 

/i=o 1 + \Jn 

16. 

17. £ (—1)" sen( — ) 

n-l \ n j 

18. 

19. £(-l)”4 

n-l n\ 

20. 


(-D" 


ln(n + 4) 


Vw 3 + 2 


2n + 3 


e l / n 


i2. i (-lr 1 — 


14. 2 (—1)" 'arctgi 


2 " 


18. 2 (-l)"cos — 


20 . 2 (-l)"(Vn+TT - -Jn) 


21-22 Faga o grafico de ambas as sequencias de termos e de somas par- 
ciais na mesma tela. Use o grafico para fazer uma estimativa aproxi- 


mada da soma da serie. Em seguida, use o Teorema de Estimativa de 
Series Alternadas para estimar a soma correta para quatro casas de- 
cimais. 


2 i. i 

n =1 


(-0,8)" 

n\ 


22 . 2 (— 1 )" 1 

n-l 


n 

8 " 


23-26 Mostre que a serie e convergente. Quantos termos da serie pre- 
cisamos somar para encontrar a soma parcial com a precisao indicada? 
“ C_J3"+1 

23. 2 A i - (I erro | < 0,00005) 

n=1 Yl 

00 (— 

24. 2 --— (I erro | < 0,0001) 

n-i n 5" 

25. 2 (I erro | < 0,000005) 

«—o I O n! 

26. E (-l)" _ 1 ne“" (| erro | < 0 , 01 ) 

n =1 


27-30 Aproxime a soma da serie com a precisao de quatro casas de- 
cimais. 


27. 2 

n =1 

29. i 


(- 0 " 

( 2 «)! 

(- 1)'" 1 

10 " 


28. 2 

n= 1 

30. i 


(-ir 1 

n 6 

(- 1 )" 

3 "n\ 


31. A 50 a soma parcial ^50 da serie alternada S"_i (— 1)" '/n e uma 
superestimativa ou uma subestimativa da soma total? Explique. 


32-34 Para quais valores de/cada serie e convergente? 


32. £ 

n =1 


(- 1)'" 1 

n p 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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33. 2 

„_i n + p 


34. 2 (-1)"" 1 

n=2 


(In n) p 
n 


35. Mostre que a serie X ( — l)" -1 /?,,, onde b„ = \/n se n for fmpar, e 
b„ = \/n 1 se n for par, e divergente. Por que o Teste da Serie Al- 
temada nao se aplica? 

36. Use as seguintes etapas para mostrar que 
^ = ln2 

n -1 n 


Sejam h„ e s„ as somas parciais das series harmonica e harmonica 
altemada. 

(a) Mostre que s 2 „ = h 2 „ — h„. 

(b) Do Exercfcio 44 da Se^ao 11.3 temos 

h„ — In n —* y quando n —> oo 

e, portanto, 

h 2 „ — ln(2n) —» y quando n —» oo 
Use esses fatos junto com a parte (a) para mostrar que s 2 „ —» In 2 
quando n —> 00 . 



Convergencia Absoluta e os Testes da Razao e da Raiz 


Dada qualquer serie 2 a„, podemos considerar a serie correspondente 

2 |dn| = | a i| d" | Q2 | 4" | | + ••• 

)i=i 

cujos termos sao os valores absolutos dos termos da serie original. 


|~T~| Definicao Uma serie 2 a„ e dita absolutamente convergente se a serie de valores 
absolutos 2 | a„ \ for convergente. 


Observe que, se 2 a„ for uma serie com termos positivos, entao \a„ \ = a„ e, assim, a con¬ 
vergencia absoluta e a mesma coisa que a convergencia nesse caso. 


Temos testes de convergencia para series 
com termos positivos e para series 
alternadas. Mas o que acontece se os 
sinais dos termos mudarem irregularmente? 
Veremos no Exemplo 3 que a ideia de 
convergencia absoluta algumas vezes ajuda 
em tais casos. 


EXEMPLO 1 


A serie 


n= 1 n 

e absolutamente convergente porque 


_ J_ J_ \_ 

1 + 44 + ' ’ 


“ j_ _ j_ j_ j_ 


-i n 


6 uma serie p convergente (p = 2). 


EXEMPLO 2 


Sabemos que a serie harmonica alternada 

iU»U_ 1 _T + i.I + 

n 2 3 4 


e convergente (veja o Exemplo 1 da Seqao 11.5), mas nao e absolutamente convergente, por¬ 
que a serie de valores absolutos correspondente e 

(_l)n-! “ 1 111 

---- = ^- =l+- + — + — +■■■ 

n „=i n 2 3 4 


que e a serie harmonica (serie p com p = 1) e e, portanto, divergente. 


2 Definicao Uma serie 2 a„ e chamada condicionalmente convergente se ela for 


convergente, mas nao for absolutamente convergente. 


O Exemplo 2 mostra que a serie harmonica alternada e condicionalmente convergente. En¬ 
tao, e posstvel uma serie ser convergente, porem nao absolutamente convergente. Contudo, o 
proximo teorema mostra que a convergencia absoluta implica convergencia. 
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A Figura 1 mostra os graficos dos termos 
a„ e das somas parciais s„ da serie 
no Exemplo 3. Observe que a serie nao 
e alternada, mas tem termos positivos 
e negativos. 


0,5 -- 

... W 




FIGURA 1 


3 Teorema Se uma serie 2 a„ for absolutamente convergente, entao ela e convergente. 


DEMONSTRAQAO Observe que a desigualdade 

0 =S a„ + | a„ | 2\ a„ \ 

e verdadeira porque a„ | e a„ ou —a„. Se 2 a„ for absolutamente convergente, entao 2 | a„ | e 
convergente, assim 2 2\ a„ | e convergente. Portanto, pelo Teste da Comparagao, 2 ( a„ + a„ |) 
e convergente. Entao, 

2 @n 2 (^t/i T | @n |) ^ | | 

e a diferenga de duas series convergentes e e, portanto, convergente. 


EXEMPLO 3 


Determine se a serie 
cos n 


cos 1 cos 2 cos 3 
- H-s— H-s— + • 


„=i n~ I - r 5 

e convergente ou divergente. 

S0LUCA0 Essa serie tem termos positivos e negativos, mas nao e alternada. (O primeiro 
termo e positivo, os proximos tres sao negativos e os tres seguintes sao positivos. Os sinais 
trocam irregularmente.) Podemos aplicar o teste de comparagao com a serie de valores abso- 
lutos 


= 2 


cos n 


Uma vez que | cos n \ 1 para todo n, temos 

I cos n I 


Sabemos que 2 1 /n 2 e convergente (serie p com p = 2) e, assim, 2 | cos n \/n 2 e convergente 
pelo Teste da Comparagao. Entao a serie dada 2 (cos n)/n 2 e absolutamente convergente e, por¬ 
tanto, convergente pelo Teorema 3. 


O teste a seguir e muito util para determinar se uma serie dada e absolutamente convergente. 


0 Teste da Razao 

&n +1 


(i) Se lim 


a„ 


= L < 1, entao a serie 2 a„ e absolutamente convergente 


(e, portanto, convergente). 

&n +1 


(ii) Se lim 


= L > 1 ou lim 


&n +1 


a n 

e divergente. 


oo, entao a serie ^ a„ 

n= 1 


(iii) Se lim 


Q n +1 


a„ 


= l,o Teste da Razao e inconclusivo, ou seja, nenhuma 


conclusao pode ser tirada sobre a convergencia ou divergencia de 2 a„. 


DEMONSTRAQAO 

(i) A ideia e comparar a serie dada com uma serie geometrica convergente. Como L < 1, 
podemos escolher um numero r tal que L < r < 1. Uma vez que 


lim 


@ n +i 


= L 


L < r 


l razao | a„+i/a„ \ eventualmente sera menor que r; isto e, existe um inteiro N tal que 
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&n +1 


< r 


ou, de maneira equivalente, 


sempre que « 3= A 


a 


a n + 1 1 < | a„ | r sempre que « 3® A 


Colocando n sucessivamente igual a A, A + \, N + 2, . . . em [T|. obtemos 



| &N+1 

< 

\a N \r 




| CIn+2 

< 

| QiV+i 

r < 

a N | r 2 

e, em geral, 

| Gn +3 

< 

| &N+2 

r < 

a N \r 3 

5 

| dN+k | < 

On 

r k 

para 

todo k S" 1 


Agora, a serie 

2 | as\ r k = | aN | r + | cin\ r 2 + | | r 3 4- • • • 

A’=l 

e convergente porque e uma serie geometrica com 0 < r < 1. Assim, a desigualdade [5], junto 
com o Teste da Compara^ao, mostra que a serie 

| an | | | | rTjv+i | Ht - | rr^v+21 d - | cin +3 1 d - 

n=N +1 k=l 


tambem e convergente. Segue que a serie 2“=x | a„ \ e convergente. (Lembre-se de que um nu- 
mero finito de termos nao afeta a convergencia.) Portanto, 2 a„ e absolutamente convergente. 

(ii) Se | a„+i/a„ |—» L > 1 ou | a n +i/a n |—» entao a razao | a„+i/a„ \ eventualmente sera 

maior que 1; isto e, existe um inteiro N tal que 


Cln +1 


a„ 


> 1 


sempre que n 5= N 


Isso significa que | a„+ 1 1 > \a„ \ quando n & N,e assim 

lim a„ ¥= 0 

n—>ao 

Portanto, 2 a„ diverge pelo Teste da Divergencia. 


OBSERVACAO A parte (iii) do Teste da Razao diz que, se lim„ ,=o | a n +i/a„ | = 1, o Teste da 
Razao nao da nenhuma informagao. Por exemplo, para a serie convergente 2 I /n 1 temos 


&n +1 


Cln 


1 

Jn + l) 2 _ n 2 
1 ~ (n + l) 2 



quando n —> 00 


enquanto para a serie divergente 2 1/n temos 

1 

a „+1 n + 1 n I 

- =-=-=-> 1 quando n —> 00 

a„ 1 n + 1 1 

— 1 + — 

n n 

Portanto, se lim„^oo | a„+i/fl„ | = I, a serie 2 a„ pode convergir ou divergir. Nesse caso, o Teste 
da Razao falha e devemos usar outro teste. 


0 teste da razao e geralmente conclusivo 
se 0 n-esimo termo da serie contem um 
exponencial ou fatorial, como veremos nos 
Exemplos 4 e 5. 
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Estimando Somas 

Nas ultimas tres segoes, usamos varios 
metodos para estimar a soma de uma serie 
- o metodo dependia de qual teste era 
usado para demonstrar a convergencia. 0 
que acontece com a serie para a qual o 
Teste da Razao funciona? Existem duas 
possibilidades: se a serie for alternada, 
como no Exemplo 4, entao e melhor usar 
os metodos da Segao 11.5. Se os termos 
sao todos positivos, entao use os metodos 
especiais explicados no Exercfcio 38. 


EXEMPLO 4 


. . fl m 

Teste a serie 2, (— 1)" —quanto a convergencia absoluta. 

n= 1 3" 


SOLUQAO Usamos o Teste da Razao com a„ = (— l)"n 3 /3": 

(— l)" +1 (n + l) 3 


& n +1 
An 


(-D" 


(n + l) 3 3" 


1 / n + 1 
3 




1 

- < 1 
3 


Entao, pelo Teste da Razao, a serie dada e absolutamente convergente e, portanto, conver- 
gente. 


EXEMPLO 5 


Teste a convergencia da serie 2j — • 


n=t n\ 


SOLUCAO Como os termos a„ = n"/n\ sao positivos, nao precisamos dos simbolos de valor 
absoluto. 


a „+1 (n + 1)" +1 n\ (n + 1 ){n + 1)" n\ 
a„ (n + 1)! n" (n + l)n! n" 

( 1 V 

1 H-I —>■ e quando n 00 

V n ) 

(Veja a Equayao 3.6.6, no Volume I). Uma vez que e > 1, a serie dada e divergente pelo 
Teste da Razao. 

OBSERVACAO Embora o Teste da Razao funcione no Exemplo 5, um metodo mais simples 
e usar o Teste para Divergencia. Uma vez que 

n" n • n • n . n 


segue que a„ nao tende a 0 quando n —*■ °°. Portanto a serie dada e divergente pelo Teste para 
Divergencia. 

O teste a seguir e conveniente para ser aplicado quando n-esimas potencias ocorrem. Sua 
demonstragao e semelhante a demonstragao do teste da razao e e deixada como Exercfcio 41. 



0 Teste da Raiz 

(i) Se lim l/| a„ \ = L < 1, entao a serie ^ a„ e absolutamente convergente 

n= 1 

(e, portanto, convergente). 

(ii) Se lim ^/| a n \ = L > 1 ou lim {/| a„ \ = °°, entao a serie 2 a n e divergente. 

n—a. „=1 

(iii) Se lim ^/\ a„ \ = 1, o Teste da Raiz nao e conclusivo. 

n — 


Se lim„-^c» v I a „ = 1, entao a parte (iii) do Teste da Raiz diz que o teste nao da infor- 
magao. A serie 2 a„ pode convergir ou divergir. (Se L = 1 no Teste da Razao, nao tente o Teste 
da Raiz, porque L sera novamente 1. E se L = 1 no Teste da Raiz, nao tente o Teste da Ra¬ 
zao, pois ele tambem falhara.) 


EXEMPLO 6 


SOLUQAO 


Teste a convergencia da serie 2 


/ 2n + 3 
V 3n + 2 


n 


2n + 3 
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2 n + 3 

3 n + 2 


3 

+ — 


n 



Entao, a serie dada converge pelo Teste da Raiz. 



Rearranjos 

A questao de uma serie ser absolutamente convergente ou condicionalmente convergente tem 
importancia na questao sobre se somas infinitas se comportam ou nao como somas finitas. 

Se rearranjarmos a ordem dos termos em uma soma finita, entao e claro que o valor da soma 
permanecera inalterado. Mas esse nao e sempre o caso para uma serie infinita. Por um rear- 
ranjo de uma serie infinita 2 a„ queremos dizer uma serie obtida simplesmente mudando a or¬ 
dem dos termos. Por exemplo, um rearranjo de 2 a„ poderia comegar como a seguir: 


+ CL 2 "b Cl5 “b @3 3“ GU T Cl 15 T Clf, T CI 7 4" 6 E 2 O + ' ' ' 


Ocorre que 


se 2 a„ e uma serie absolutamente convergente com soma s, 
entao qualquer rearranjo de 2 a„ tem a mesma soma s. 

Contudo, qualquer serie condicionalmente convergente pode ser rearranjada para dar uma 
soma diferente. Para ilustrarmos esse fato, vamos considerar a serie harmonica altemada 

|~6~| l-^ + |- i + 5- g + |- ^+ -- - = ln2 


A soma desses zeros nao afeta a soma 
da serie; cada termo na sequencia de 
somas parciais e repetido, mas o limite 
e o mesmo. 


8 1 + ^ — ^ ^ j ^ + • ■ ■ — j In 2 


Observe que a serie em [8] contem os mesmos termos que em [6], mas rearranjados de 
modo que um termo negativo ocorra depois de cada par de termos positivos. As somas dessas 
series, contudo, sao diferentes. De fato, Riemann demonstrou que 

se 2 a„ for uma serie condicionalmente convergente e r for qualquer numero 
real, entao existe um rearranjo de 2 a„ que tem uma soma igual a r. 

Uma demonstragao desse fato e delineada no Exercfcio 44. 


(Veja o Exercfcio 36 na Segao 11.5.) Se multiplicarmos esta serie por ' 2 , obtemos 

1 _ i_l_i _ i_l_ — II o 

2 4 _t_ 6 2 tn Z 

Inserindo zeros entre os termos dessa serie, teremos 

| 7 | 0 + | + 0 — ^ + 0 + ^ + 0 — | + • ■ • = \ In 2 

Agora adicionamos as series nas Equagoes 6 e 7 usando o Teorema 11.2.8: 



Exercicios 


1. O que voce pode dizer sobre a serie 2 a„ em cada um dos se- 
guintes casos? 


(a) lim 

Qri+1 

= 8 

(b) lim 

a n + i 

tl—>ca 

a„ 


n 

a„ 


(c) lim 


o n +i 


= 1 


a„ 

2-30 Determine se a serie e absolutamente convergente, condicional¬ 
mente convergente ou divergente. 


1. As Homeworks Hints estao disponiveis em www.stewartcalculus.com 
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n-i n 

3. 2 — 

" r« 

«=1 J 

5 . 2 ^^- 

„-i v« 

7 . itd)* 
a. 2 (-i)-ii^- 

»-i n 

(—l)"e 1/n 


4 . K-ir 1 ^— 

„=i n + 4 


6. 2 


(-3)" 
(2n +1)! 
m! 


8. 2 

„-i 100" 

io. i (-D" 


ft 


11. 2 

n-l « 

“ m" 

13. 2 7- 

n-i (« + 1)4 2 " +1 
(-1)" arctg m 


„=i V'n 3 + 2 
sen 4 m 


12 . 2 

„-i 4" 

i4. 2 (-D" +1 


m 2 2" 


15. 2 

«=] 

17. 2 

n—2 

19. 2 


„-i n 

(- 1 )' 

In m 

COs(m17 , /3) 
»-i m! 

2,1 \" 


16. 2 


3 — cos M 


^ „ 2/3 _ ? 

n-l M A 


tl . 

18 ' 

n —1 W 


20 . 2 


(- 2 )" 


/l=l W 


~ / /l 2 + 1 

21 . 2 —5 - 

„-i v 2 m 2 + 1 

23. 2 ( 1 + - 

n-l \ n 


22 . 2 


—2m 
V M + 1 
(2m)! 


25. 2 


n 100 100" 
! 


n =1 n! 


24. 2 , ,, 2 

n-l (m!) 

” 2 "’ 

26. 2 — 

n-l M! 


1-3 1-3-5 1 - 3 - 5 - 7 

27. 1-+-—---+ 


3! 5! 


7! 


N ,1-3-5.(2m - 1) 

+ ( " 1)n - To -Tn- 1 + 

(2m — 1)! 


2 2-6 2-6-10 2-6-10-14 

28. — +-+-+-+ 

5 5-8 5-8-11 5-8-11-14 

2-4-6. (2m) 


29. 2 


30. 2 (-1)" 


2"m! 


n-i 5-8-11.(3 m + 2) 


31. Os termos de uma serie sao definidos de forma recursiva pelas 
equagoes 

5m + 1 

= 2 a„+i = ^ + ^ a " 

Determine se 2 a„ converge ou diverge. 

32. Uma serie 5 a„ e definida pelas equagoes 

2 + cos M 

Ml 1 Mn + 1 7— a„ 

s/n 

Determine se 2 a„ converge ou diverge. 

33-34 Seja {b„} uma sequencia de numeros positivos que converge 
para \. Determine se a serie dada e absolutamente convergente. 


33. 2 


b" COS MT 


n-l n 


34. 2 


(—1)" m! 


n-i ri'bib 2 bi-.b„ 


35. Para quais das seguintes series o Teste da Razao nao e conclusivo 
(isto e, ele nao da uma resposta definida)? 


(a) 2 — 


(c) 2 


n-l M 

(-3)"- 1 


VI II 

(b) 2 

n= 1 2, 

(d) 2 


n-l y/n ’ nt'l 1 + M 2 

36. Para quais inteiros positivos k a serie e convergente? 

v (m!> 2 

n-i (kn)\ 

37. (a) Mostre que 2“_ 0 x"/n\ converge para todo x. 

(b) Deduzaque lim„^>® jc"/n! = Oparatodojc. 

38. Seja 5 a„ uma serie com termos positivos e seja r„ = a„+i /a„. Su- 
ponha que lim„^=o r„ = L < 1, assim, 2 a„ converge pelo Teste 
da Razao. Como habitualmente, faga R„ ser o resto depois de n ter¬ 
mos, isto e, 

R„ Mn+1 + Mh+2 T dn +3 T 

(a) Se {r„} for uma sequencia decrescente e r „+1 < 1, mostre, pela 
soma de uma serie geometrica, que 

-Mn-t-l— 

1 - r n +1 

(b) Se {r„} for uma sequencia crescente, mostre que 

R„^^~ 

1 - L 

39. (a) Encontre a soma parcial s 5 da serie 2J]=i 1 / (m2"). Use o Exer- 

cfcio 38 para estimar o erro ao usar is como uma aproxima- 
gao da soma da serie. 

(b) Encontre um valor de n tal que s„ represente a soma com pre- 
cisao de 0,00005. Use este valor de n para a soma aproximada 
da serie. 

40. Utilize a soma dos primeiros dez termos para aproximar a soma 
da serie 

ft 

^ '~)H 

n= 1 ^ 

Use o Exercicio 38 para estimar o erro. 

41. Prove o teste de raiz. [Dica para parte (i): Tome qualquer numero 
r tal que L < r < 1 e use o fato de que existe um inteiro N tal 
que -j/| a„ | < r sempre que n & IV.] 

42. Por volta de 1910, o matematico indiano Srinivasa Ramanujan 
descobriu a formula 

J_ _ 2i/2 “ (4 m)!(1.103 + 26.390m) 

7 t ~ 9.801 „_ 0 (m!) 4 396 4 " 

William Gosper usou esta serie em 1985 para calcular os pri¬ 
meiros 17 milhoes de algarismos de it. 

(a) Verifique que a serie e convergente. 

(b) Quantas casas decimais corretas de t t voce obtem se usar ape- 
nas o primeiro termo da serie? E se usar dois termos? 

43. Dada uma serie qualquer 2 a „, definimos uma serie 2 at, cujos ter¬ 
mos sao todos termos positivos de 2 a„ e uma serie 2 at, cujos ter¬ 
mos sao todos termos negativos de 2 a„. Para ser especffico, seja 


at = 


a„ + \a„\ 


at = 


a„ ~ \a„\ 


2 2 
Observe que, sea,, > 0, entao at = a„eat = 0, aopasso que, se 
a„ < 0, entao at = a„e at = 0- 

(a) Se 2 a„ for absolutamente convergente, mostre que ambas as 
series 2 at e 2 at sao convergentes. 

(b) Se 2 a n for condicionalmente convergente, mostre que ambas 
as series 2 at e 2 at sao divergentes. 
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44. Demonstre que se X a n for uma serie condicionalmente conver- 
gente e r for qualquer numero real, entao existe um rearranjo de 
X a n que tem uma soma r. [Dicas\ Use a notagao de Exercfcio 43. 
Tome apenas termos positivos suficientes af, de modo que a sua 
soma seja maior que r. Em seguida, adicione o menor numero de 
termos negativos ay, de modo a que a soma seja menor que r. Con¬ 
tinue assim e use o Teorema 11.2.6.] 


45. Suponhamos que a serie X a„ seja condicionalmente convergente. 

(a) Demonstre que a serie X n 2 a„ e convergente. 

(b) A convergencia condicional de X a„ nao e suficiente para de- 
terminar se X na„ e convergente. Mostre isso dando um exem- 
plo de uma serie condicionalmente convergente tal que X na„ 
converge e um exemplo em que X na„ diverge. 



Estrategia para Testes de Series 


Agora temos diversas maneiras de testar a convergencia ou divergencia de uma serie; o pro- 
blema e decidir qual teste usar em qual serie. Nesse aspecto, testar series e similar a integrar 
funcdes. Mais uma vez, nao ha regras certeiras e rapidas para determinar qual teste aplicar em 
cada serie, mas voce pode achar os conselhos a seguir proveitosos. 

Nao e uma boa estrategia aplicar uma lista de testes em uma ordem especfftca ate que um 
deles fmalmente funcione. Isso seria uma perda de tempo e esforgo. Em vez disso, como na 
integragao, a principal estrategia e classiftcar a serie de acordo com sua forma. 

1. Se a serie for da forma X 1/ n p , ela e uma serie p que sabemos ser convergente se p > 1 e 
divergente se p =£ 1 . 

2. Se a serie tiver a forma X ar"~ l ou X ar", ela e uma serie geometrica, que converge se 
| r | < 1 e diverge se | r | 2= 1. Algumas manipulates algebricas podem ser necessarias para 
deixar a serie dessa forma. 

3. Se a serie tiver uma forma similar a uma serie p ou a uma serie geometrica, entao um dos 
testes de comparagao deve ser considerado. Em particular, se a n for uma fungao racional 
ou uma fungao algebrica de n (envolvendo raizes de polinomios), a serie deve ser compa- 
rada com uma serie p. Observe que a maioria das series nos Exercfcios 11.4 tem essa forma. 
(O valor de p deve ser escolhido como na Segao 11.4, mantendo apenas as potencias mais 
altas de n no numerador e denominador.) Os testes de comparagao se aplicam apenas a se¬ 
ries com termos positivos, mas, se X a„ tiver alguns termos negativos, entao poderemos apli¬ 
car o Teste da Comparagao em X | a„ | e testar a convergencia absoluta. 

4. Se I im a n 0,o Teste para Divergencia deve ser usado. 

5. Se a serie for da forma X ( — 1 ou X (— I )"/?„, entao o Teste da Serie Alternada e uma 

possibilidade obvia. 

6. Series que envolvem fatoriais ou outros produtos (incluindo uma constante elevada a n- 

-esima potencia) sao com frequencia testadas convenientemente usando-se o Teste da Ra- 
zao. Tenha em mente que | a„+i/a„ —> 1 quando n —> para todas as series p e, portanto, 

todas as fungoes racionais ou algebricas de n. Entao, o Teste da Razao nao deve ser usado 
para tais series. 

7. Se a„ for da forma o Teste da Raiz pode ser util. 

8. Se a„ = f{n), onde [“/(x) dx e facilmente calculada, entao o Teste da Integral e eftcaz (sa- 
tisfeitas as hipoteses para este teste). 

Nos proximos exemplos nao faremos todos os calculos, mas simplesmente indicaremos 
quais testes devem ser usados. 


EXEMPLO 1 


„tj 2 n + 1 

Como a n —» \ ¥= 0 quando n —> t», devemos usar o Teste para Divergencia. 

y sjrd + 1 
ti 3n 3 + 4n 2 + 2 


EXEMPLO 2 
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Como a n e uma fungac algebrica de n, comparamos a serie dada com uma serie p. A serie de 
comparagao para o Teste de Comparagao de Limite e 2 onde 

yjn 2 n 3 / 2 1 

3m 3 3 « 3 3 « 3/l2 


EXEMPLO 3 


ne 


Como a integral [” xe ' dx e facilmente calculada, usamos o Teste da Integral. O Teste da Ra- 
zao tambem funciona. 


EXEMPLO 4 


2 (-i)" 


n 


n=i « + 1 

Como a serie e alternada, usamos o Teste da Serie Alternada. 


EXEMPLO 5 


“ 2 k 

y — 

h k\ 


Como a serie envolve k!, usamos o Teste da Razao. 

1 


EXEMPLO 6 


77=1 2 + 3" 


Como a serie esta intimamente relacionada a serie geometrica 2 1/3", usamos o Teste da Com¬ 
paragao. 



Exercicios 


1-38 Teste a serie quanto a convergencia ou divergencia. 


i. 2 


i 


7i=i n + 3" 


71=1 n + 2 
” n 2 2" _1 


3. 2 (-1)" 

n— 1 

5. 2 

n= 1 

7. 2 


n 


n=l (-5)" 
1 


n-2 n 


V In n 


9. 2 k 2 e- k 


ii. i(4 + - 

„-i V n 3 3" 


13. 2 


3" n 2 


71=1 n\ 


15. 2 


2*"‘3* 


17. 2 


18. 2 


71=0 2 • 5 • 8 

(-lr 1 


,-2 V” “ I 

vi In n 

19. 2 (-1)"—7— 

71=1 y/n 


2 . 2 


(In + 1 )" 


n=l n 


4. 2 (-i)" 

n =1 

6 . 2 


n 


„=i « + 2 

1 


8 . 2 


„=i 2 n + 1 
2 k k\ 


b=i (k + 2 )! 

10. 2 « 2 e " 3 


12 y — 

■ *_! W^TT 


14. 2 


16. 2 


sen 2 n 

“i 1 + 2" 

n 2 + 1 


n=l n + 1 


(3n + 2 ) 


20 2 ^” 2 1 

^ -,3 . 0 , 7,2 


„=i n 3 + 2n 2 + 5 


21 . 2 (—l)"cos(l//i 2 ) 


23. 2 tg(l//i) 


n\ 

25. 2 — 

n= 1 


27. 2 


fc In fc 
=i (fc + l) 3 

(- 1 )" 


29. 2 . 

„=i cosh n 


CO C* 

31- 

1=1 J “T *4- 

n 


33. 2 


ti=i V n + 1 


35 - 


,,-1 n 


37. 2 (^2 - l)" 


22 . 2 


1 


i_i 2 + senfc 
24. 2 /i sen(l/«) 

«=i 


26. 2 


n 2 + 1 


^ cn 
n= 1 0 

1/n 

ii=l W 2 

— i V— 


28. 2 2 

n 

30. 2 (-1) 


32. 2 


2-i 7 + 5 

(n\) n 


n=l n 


34. 2 


1 


36. 2 


n + n cos n 
1 


ii =2 On nf 
38. 2 (i/2 - l) 
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Series de Potencias 


Uma serie de potencias e uma serie da forma 

|~T] 2l CnX" — Co + C\X + C 2 X 2 + C 3 X 3 + ■ • • 

n =0 


onde x e uma variavel e c„ sao constantes chamadas coeficientes da serie. Para cada x fixado, 
a serie |T] e uma serie de constantes que podemos testar quanto a convergencia ou divergen- 
cia. Uma serie de potencias pode convergir para alguns valores de x e divergir para outros va- 
lores de x. A soma da serie e uma funqao 

f(x ) = Co + ClX + C 2 X 2 + ■ ■ • + c n x" + ■ • • 

cujo dominio e o conjunto de todos os x para os quais a serie converge. Observe que/se as- 
semelha a um polinomio. A unica diferen£a e que/tem infinitos termos. 

Por exemplo, se tomarmos c„ = 1 para todo n, a serie de potencias se torna a serie geo¬ 
metric a 


Serie trigonometrica 

Uma serie de potencias e uma serie em 
que cada termo e uma fungao de potencia. 

Uma serie trigonometrica 

2 cos nx + b n sen nx) 

n =0 

e uma serie cujos termos sao fungoes 
trigonometricas. 


2 x" = 1 + x + x 2 + + x" + 

n=o 


que converge quando — 1 < x < 1 e diverge quando | x \ 3= 1 (veja a Equacao 11.2.5). 
Em geral, a serie da forma 


2 


2 c„(x — a)" = Co + ci(x — a) + C 2 (x — a) 2 +■■ ■ 

n =0 


e chamada uma serie de potencias em (x — a) ou uma serie de potencias centrada em a ou 
uma serie de potencias em torno de a. Observe que, ao escrevermos o termo correspondente 
an = 0 nas Equacoes 1 e 2, adotamos a convencao de que (x — a) 0 = 1, mesmo quando 
x = a. Observe tambem que, quando x = a, todos os termos sao 0 para n 3 s 1 e assim a se¬ 
rie de potencias \2\ sempre converge quando x = a. 


EXEMPLO 1 


Para quais valores de x a serie 2 n\x" 6 convergente? 

n=0 


SOLUCAO Usamos o Teste da Razao. Se fizermos a„, como habitualmente, denotar o n-esimo 
termo da serie, entao a„ = n\x". Se x ¥= 0, temos 


lim 

n —>00 


&n+ 1 


a n 


lim 

n ^> 00 


(,n + 1 )! jt ” +1 

n\x-" 


= lim (n + l)\x 


00 


Observe que 

(n + 1)! = (» + 1 )n(n — 1).3 • 2 • 1 

= (n + l)n! 


Pelo Teste da Razao, a serie diverge quando x ^ 0. Entao, a serie dada converge apenas quando 
x = 0. 


EXEMPLO 2 


” (x - 3)" 

Para quais valores de x a serie 2j -converge? 


SOLUQAO Seja a n = (x — 3 )"/n. Entao, 


&n + l 


(x - 3)" +1 n 

Ct n 


n + 1 (x - 3)" 


1 , . . . 

-1 x — 3 | —> | x — 3 | quando n —* 00 

1 + — 
n 


Pelo Teste da Razao, a serie dada e absolutamente convergente e, portanto, convergente, quando 
| x — 3 | < 1 e e divergente quando \ x — 3 | > 1. Agora 


jc — 31 < 1 


-1 <x - 3 < 1 


2 <x <4 
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de modo que a serie converge quando 2 < x < 4 e diverge quando x < 2 ou x > 4. 

O Teste da Razao nao fomece informacao quando | x — 3 | = 1; assim, devemos considerar 
x = 2 e x = 4 separadamente. Se colocarmos x = 4 na serie, ela se tornara 2 l/n. a serie har¬ 
monica, que e divergente. Se x = 2, a serie e 2 (—1)"/«, que converge pelo Teste da Serie 
Alternada. Entao a serie dada converge para 2 =£ x < 4. 




Veremos que o principal uso de uma serie de potencias e que ela fornece uma maneira de 
representar algumas das mais importantes funcoes que aparecem na matematica, na fisica e 
na qufmica. Em particular, a soma da serie de potencias no proximo exemplo e chamada fun- 
cao de Bessel, em homenagem ao astronomo alemao Friedrich Bessel (1784-1846), e a fun¬ 
gao dada no Exercfcio 35 e outro exemplo de uma fungao de Bessel. De fato, essas fungoes 
surgiram primeiramente quando Bessel resolveu a equacao de Kepler da descrigao do movi- 
mento planetario. Desde aquela epoca, essas funcoes tem sido aplicadas em muitas situacoes 
ffsicas diferentes, incluindo a distribuigao de temperatura em uma placa circular e a forma de 
uma membrana vibrante. 


EXEMPLO 3 


Encontre o dommio da fungao de Bessel de ordem 0 definida por 


oo 


Jo(x) = 2 

n =0 


(— I)”jc 2 " 
2 2n (n\) 2 


Observe quao bem o modelo gerado por 
computador (que envolve fungoes de 
Bessel e fungoes cosseno) se ajusta a 
fotografia de uma membrana de borracha 
vibrando. 



FIGURA 1 

Somas parciais da fungao de Bessel J 0 



FIGURA 2 


SOLUQAO Seja a„ 


(-1)"x 2 "/[2 2 "(«!) 2 ]. Entao, 


&n +1 


(-l)" +1 x 2( " +1) 

2 2 >!) 2 

Cl n 


2 2, " +1, [(n + l)!] 2 

(-l)"x 2 " 


x 2 "+ 2 2 2n (n\) 2 

2 2n+2 (n + l) 2 (n!) 2 ’ x 2n 


4(« + l) 2 


0 < 1 


para todo x 


Assim, pelo Teste de Razao, a serie dada converge para todos os valores de x. Em outras pa- 
lavras, o dommio da fungao Bessel Jo e (—°°, °°) = IR. 

Lembre-se de que a soma de uma serie e igual ao limite da sequencia das somas parciais. 
Assim, quando defmimos a fungao de Bessel no Exemplo 3 como a soma de uma serie, que- 
remos dizer que, para todo numero real x. 


n (— f) ! x 2 ' 

Jo(x) = lim s n (x) onde s n (x) = 2 ^ 2/ z.,x 2 

i=o l u'J 


As primeiras somas parciais sao 


2 2 4 

SoW = 1 Sr(x) = 1 ~ —r Si(x) = 1 - 

4 4 64 


x 2 x 4 x 6 

S3(x) =1-1- 

v 4 64 2.304 


x 2 X 4 X 6 X s 

.?4(x) — 1-h--1- 

4 64 2.304 147.456 


A Figura 1 mostra os graficos dessas somas parciais, que sao polinomios. Todas sao aproxi- 
magoes para a fungao Jo, mas observe que as aproximagoes se tornam melhores quando mais 
termos sao inclmdos. A Figura 2 mostra um grafico mais completo da fungao de Bessel. 

Para as series de potencias que vimos ate agora, o conjunto de valores de x para os quais 
a serie e convergente tem sempre sido um intervalo [um intervalo finito para a serie geome- 
trica e a serie no Exemplo 2, o intervalo infinito (— 00 , 00 ) no Exemplo 3 e um intervalo co- 
lapsado [0, 0] = {0} no Exemplo 1]. O teorema a seguir, demonstrado no Apendice F, diz que 
isso, em geral, e verdadeiro. 
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lidades: 


Teorema Para dada serie de potencias 2 c„(x — a)", existem apenas tres possibi- 

I n=0 

Ip.q* 


(i) A serie converge apenas quando x = a. 

(ii) A serie converge para todo x. 

(iii) Existe um numero positivo R tal que a serie converge se | x — a \ < R e diverge 
se I x — a I > R. 


O numero R no caso (iii) e chamado raio de convergencia da serie de potencias. Por con- 
venqao, o raio de convergencia e' R = 0 no caso (i) e R = °° no caso (ii). O intervalo de con¬ 
vergencia de uma serie de potencias e aquele que consiste em todos os valores de x para os quais 
a serie converge. No caso (i) o intervalo consiste em apenas um unico ponto a. No caso (ii) o 
intervalo e (—°°, °°). No caso (iii) observe que a desigualdade | x — a \ < R pode ser reescrita 
como a — R < x < a + R. Quando x e uma extremidade do intervalo, isto e, x = a ± R, qual- 
quer coisa pode acontecer — a serie pode convergir em uma ou ambas as extremidades ou di- 
vergir em ambas as extremidades. Entao, no caso (iii) existem quatro possibilidades para o in¬ 
tervalo de convergencia: 

{a — R, a + R) {a — R, a + R\ \a — R, a + R) [a — R, a + /?] 

A situayao e ilustrada na Figura 3. 


convergencia para \x — a \ < R 


a —R a a + R 

FIGURA 3 ^- divergencia para \x — a\> R -* 

Resumimos aqui o raio e o intervalo de convergencia para cada um dos exemplos ja con- 
siderados nesta secao. 



Serie 

Raio de convergencia 

Intervalo de convergencia 

Serie geometrica 

i x n 

n= 0 

R = 1 

(-1,1) 

Exemplo 1 

S n\x n 

n= 0 

R = 0 

{0} 

Exemplo 2 

v (x ~ 3)" 

n- 1 n 

R = 1 

[2, 4) 

Exemplo 3 

v (- l)"x ln 
h 2 2 "(n\) 2 

R = oo 

(— oo ? oo) 


Em geral, o Teste da Razao (ou algumas vezes o Teste da Raiz) deve ser usado para de- 
terminar o raio de convergencia R. Os Testes da Razao e da Raiz sempre falham quando x e 
uma extremidade do intervalo de convergencia; assim, as extremidades devem ser estudadas 
com outro teste. 


EXEMPLO 4 


Encontre o raio de convergencia e o intervalo de convergencia da serie 


j (-3)"*" 

n =0 + 1 


SOLUQAO Seja a„ = (—3 )"x"/^/n + 1. Entao, 


@n +1 


( — 3)" +1 x" +1 

\Jn + 1 


— 3x-\ 

jn + 1 

U,i 


yjn + 2 

(— 3)"x" 


J Yl + 2 





































3 \x jquando n —» °° 

Pelo Teste da Razao, a serie dada converge se 3 | x \ < 1 e diverge se 3 | x \ > 1 . 

Entao, ela converge se | x \ < \ e diverge se | x \ > f. Isso significa que o raio de convergen- 

• ' n i 

cia e R = 3 . 

Sabemos que a serie converge no intervalo (—f, f), mas devemos agora testar a conver¬ 
gencia nas extremidades desse intervalo. Se x = — 5 , a serie torna-se 

v (-3)"(-ir v 1 1 , 1 , 1 , 1 , 

n=o yjn + 1 „=o yjn + 1 V1 s/2 y/3 \f\ 

que diverge. (Use o Teste da Integral ou simplesmente observe que ela e uma serie p com 
p = \ < 1.) Se x = I, a serie e 


= 3 


1 + (1 /n) 
1 + (2/n) 


| J (-1)" 

n=0 yjn + 1 „=o \Jn + 1 

que converge pelo Teste da Serie Altemada. Portanto a serie de potencias dada converge quando 
—| < x =£ assim, o intervalo de convergencia e (— |], 


EXEMPLO 5 


Encontre o raio de convergencia e o intervalo de convergencia da serie 


i 


n{x + 2)" 
3 n+1 


SOLUQAO Se a„ = n(x + 2)"/3" +l , entao 


^n+1 


(n + l)(x + 2)" +1 

3" +1 

a„ 


3" +2 

n{x + 2)" 


l\ |x + 2| \x + 2 

1 H I - —> - 

n) 3 3 


quando 


CXI 


Usando o Teste da Razao vemos que a serie converge se |x + 2|/3< 1 e diverge se 
| x + 2 | /3 > 1. Assim ela converge se | x + 2 \ < 3 e diverge se | x + 2 \ > 3. Entao, o raio 
de convergencia e R = 3. 

A desigualdade | x + 2 | < 3 pode ser escrita como —5 < x < 1, assim, testamos a serie 
nas extremidades —5 e 1. Quando x = —5, a serie e 


£ 4^=1 2 <-!)■» 


que diverge pelo Teste para Divergencia [(— 1 ) n n nao converge para 0]. Quando x = 1, a se¬ 
rie e 


00 


2 



\in 


que tambem diverge pelo Teste para Divergencia. Entao, a serie converge apenas quando 
— 5 < x < 1, de modo que o intervalo de convergencia e (—5, 1). 
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Exercicios 


1. O que e uma serie de potencias? 

2. (a) O que e o raio de convergencia de uma serie de potencias? 

Como voce o encontra? 

(b) O que e o intervalo de convergencia de uma serie de poten¬ 
cias? Como voce o encontra? 

3-28 Encontre o raio de convergencia e o intervalo de convergencia 
da serie. 


3. 2 (-1 )"nx" 
11=1 

5. i 


n- 1 2 n + 1 

00 y. n 

7 - 2^7 

«=o n\ 

A n 2 x" 

9- I(-D"^r- 

n= 1 ^ 

„_i riy/n 


4. I 

n =C 

e. i 


( — 1)”jc" 
n'i'o n + 1 

(-l)V 


13. I (-1 Y- n 

n =2 

15. i 


„_2 4" In n 

(■* ~ 2)" 

»=o « 2 + 1 


B-l « 

8 . 2 n"x" 

n=\ 

v 10V 

io. 2 —— 

,,-i n 

12. I -r 

„-i 5"n 5 

14. S (-1)" 

/j=0 

16. 2 (-1) 


.r 2 " 


17. 2 


3"(jc + 4)" 


„= 0 (2n+l)! 

. (* ~ 3)" 

«=o 2n + 1 

n 


«-i 

(* - 2 )" 


18. 2t7(x+D" 
«=1 ^ 


19. 2 

11= 1 w 

21. 2 ^-(x-a)\ b> 0 
«=1 o 

00 b n 

22. 2 ,-(jc - «)", * > 0 

„_ 2 In n 

23. 2 n!(2x - 1)" 

zs . 

„-i n 
00 v n 

27. 2 


20 . 2 


(2x - 1)" 




24 ' 2-4-6 

oo 2 n 

26. 2^r^j 
„_2 n(m n) 


(2 n) 


28. 2 


b-i 1 • 3 • 5. (2n - 1) 

n\x" 


1-3-5 


(2k - 1) 


rn E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 

1. As Homework Hints estao disponiveis em www.stewartcalculus.com 


31 . Se k for um inteiro positivo, encontre o raio de convergencia da 
serie 

2^x- 
io (kn)\ • 

32. Sejam p e q numeros reais com p < q. Encontre uma serie de po¬ 
tencias cujo intervalo de convergencia seja 

(a) (p, q ) (b) (p, q ] 

(c) \p, q) (d) [p, q] 

33. E posslvel encontrar uma serie de potencias cujo intervalo de con¬ 
vergencia seja [0, »)? Explique. 

34. Trace na niesma tela as primeiras somas s„{x) da serie 5"=ox", 
junto com a fungao-soma f(x) = 1/(1 — x), em uma tela co¬ 
mum. Em que intervalo essas somas parciais parecem estar con- 
vergindo para/(x)? 

35. A fungao J i definida por 


J\(x) = 2 


(-l)"x 2 


^0 n\(n + 1)!2 2 " +1 
e denominada/imfdo de Bessel de ordem 1. 

(a) Encontre seu domlnio. 

(b) Trace as primeiras somas parciais na niesma tela. 

(c) Se seu SCA tiver fungoes de Bessel programadas, trace J\ na 
niesma tela das somas parciais na parte (b) e observe como as 
somas parciais se aproximam de J i. 

36. A fungao A definida por 


A(x) = 1 + 


+ 


+ ■ 


+ • • 


O fato de 2J_o c„4" ser convergente implica que as series a seguir 

38. 

sao convergentes? 


39. 

(a) 2 c„(—2)" 

(b) 2 C„(-4)" 


11= 0 

11=0 

40. 

Suponha que E"= o 

c n x n convirja quando x = —4 e divirja 


quando x = 6. O que pode ser dito sobre a convergencia ou di- 


vergencia das series 

a seguir? 

41. 

(a) 2 c„ 

(b) 2 c„8" 


11=0 

n=0 


(c) 2 c„(-3)" 

(d) 2 (—l)"c„9" 

42. 

n=0 

n=0 



2-3 2 • 3•5•6 2•3•5 • 6 • 8 • 9 

e chamada/imfao de Airy, em homenagem ao matematico e as- 
tronomo ingles sir George Airy (1801-1892). 

(a) Encontre o domlnio da fungao de Airy. 

(b) Trace as primeiras somas parciais na niesma tela. 

(c) Se seu SCA tiver fungoes de Airy programadas, trace A na 
niesma tela que as somas parciais na parte (b) e observe como 
as somas parciais aproximam A. 

37. Uma fungao/e definida por 

f(x) = 1 + 2x + x 2 + 2x 3 + x 4 + ■ ■ ■ 

isto e, seus coeficientes sao C 2 „ = 1 e C 2 „+i = 2 para todo n 3= 0. 
Ache o intervalo de convergencia da serie e encontre uma formula 
expllcita para/(x). 

Se f(x) = 2^=o c„x", onde c n +4 = c„ para todo n 3= 0, encontre o 
intervalo de convergencia da serie e uma formula para f{x). 
Mostre que, se lim„^<» -j/| c„ \ = c, onde c^0, entao o raio de 
convergencia da serie de potencias 2 c„x" e R = 1/c. 

Suponha que a serie de potencia 2 c„(x — a)" satisfaga c„ 0 
para todo n. Mostre que, se lim„^» | c„/c„+ 1 1 existir, entao ele 
sera igual ao o raio de convergencia da serie de potencias. 
Suponha que a serie 2 c„x n tenha raio de convergencia 2 e que a 
serie 2 d„x" tenha raio de convergencia 3. O que voce pode dizer 
sobre o raio de convergencia da serie 2 (c„ + d„)x"2 
Suponha que o raio de convergencia da serie de potencias 2 c„x n 
seja R. Qual e o raio da serie de potencias 2 c„x 2 "? 

E necessario usar um sistema de computagao algebrica 
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Representacoes de Fungoes como Series de Potencias 


Uma ilustragao geometrica da Equagao 1 e 
mostrada na Figura 1. Como a soma de 
uma serie e o limite da sequencia de 
somas parciais, temos 

-= lim s„(x) 

1 — X J>->” 

onde 

s„(x) = 1 + x + x 2 + ■ ■ ■ + x" 

e a n-esima soma parcial. Observe qne a 
medida que n aumenta, s„(*) se torna uma 
aproximagao cada vez melhor de f(x) para 
-1 <x< 1. 


Nesta segao aprenderemos como representar certos tipos de fungoes como somas de series de 
potencias pela manipulagao de series geometricas ou pela derivagao ou integragao de tais se¬ 
ries. Voce pode estar se perguntando por que queremos expressar uma fungao conhecida como 
uma soma infinita de termos. Veremos mais tarde que essa estrategia e util para integrar fun- 
goes que nao tem antiderivadas elementares, para resolver as equagoes diferenciais e para apro- 
ximar fungoes por polinomios. (Cientistas fazem isso para simplificar expressoes que eles uti- 
lizam; cientistas que trabalham com computadores fazem isso para representar as fungoes em 
calculadoras e computadores.) 

Comegaremos com uma equagao que vimos antes: 


m 


Encontramos essa equagao primeiro no Exemplo 6 da Segao 11.2, onde a obtivemos observando 
que ela e uma serie geometrica com a = 1 e r = x. Mas aqui nosso ponto de vista e diferente. 
Agora nos referiremos a Equagao 1 como uma expressao da fungao/(x) = 1/(1 - i) como uma 
soma de uma serie de potencias. 



m= 


1 — x 


FIGURA 1 

e algumas somas parciais 



EXEMPLO 1 


Expresse 1/(1 + x 1 ) como a soma de uma serie de potencias e encontre o inter- 
valo de convergencia. 

SOLUQAO Trocando x por — x 2 na Equagao 1, temos 


1 


1 + x 2 


1 - (-X 2 ) Jo ( * 2y 


= 2 (-l)"x 2 " = 1 - x 2 + x 4 


x 6 + x 8 


Como essa e uma serie geometrica, ela converge quando | — x 2 1 < 1, isto e, x 2 < 1, ou 
| x | < 1. Portanto, o intervalo de convergencia e (— 1, 1). (E claro que poderfamos ter deter- 
minado o raio de convergencia aplicando o Teste da Razao, mas todo aquele trabalho e des- 
necessario aqui.) 


EXEMPLO 2 


Encontre uma representagao em serie de potencias para l/(x + 2). 


SOLUQAO Para colocarmos essa fungao na forma do lado esquerdo da Equagao 1, primeiro 
fatoramos um 2 do denominador: 


1 


1 


1 


2 + x 


2H + f 
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2 


2 



= 2 


(-D 

—rr - x 
2 " 1 


A serie converge quando 
cia e (—2, 2). 


—x/2 | < 1, isto e, | x | <2. Assim, o intervalo de convergen- 


EXEMPLO 3 


Encontre uma representagao em serie de potencias para x 3 /(x + 2). 


SOLUQAO Como essa fun^ao e apenas x 3 vezes a funcao no Exemplo 2, tudo o que temos de 
fazer e multiplicar essa serie por x 3 : 


x + 2 


1 

x + 2 „=o 2" +1 


= y ( >.+3 

^ o«+l 4 
n=0 -i 


E valido mover x 3 para dentro do sinal de 
somatoria, porque ele nao depende de n. 
[Use o Teorema 11 2.8(i) com c = x 3 .] 


__ l 3 _ 1 4,1 5 _ J_ 6 

9 X v v v- 


Outra maneira de escrever essa serie e a seguinte: 

x 3 _ ” (-ir 1 
x + 2 „= 3 2"~ 2 

Como no Exemplo 2, o intervalo de convergencia e (—2, 2). 


Derivacao e Integracao de Series de Potencias 

A soma de uma serie de potencias e uma funqrao /(x) = S“= 0 c„(x — a)" cujo dominio e o in¬ 
tervalo de convergencia da serie. Gostariamos de poder derivar e integrar tais funcoes, e o teo¬ 
rema a seguir (que nao demonstraremos) diz que podemos fazer isso por derivacao ou inte- 
gra 5 ao de cada termo individual na serie, como farfamos para um polinomio. Isso e chamado 

derivacao e integracao termo a termo. 


2 Teorema Se a serie de potencias 2 c„(x — a)" tiver um raio de convergencia R > 0, 


entao a fungao/defmida por 


/(x) = Co + Ci(x — a) + C 2 (x — a) 2 + ■ ■ ■ = 2 c„(x — a)" 

n =o 

e diferenciavel (e portanto continua) no intervalo (a - R, a + R) e 

(i) /'(x) = Ci + 2c 2 (x — a) + 3c 3 (x — a) 2 + ■ ■ ■ = 2 nc„(x — a)"~ l 

n=i 

(ii) j* /(x) dx = C + c 0 (x — a) + ci ^ ^ ^ —I- c 2 ^ — —-—f ■ • ■ 


— C + 2 c„ 


(x - a)" 


n= 0 n + 1 

Os raios de convergencia das series de potencias nas Equacdes (i) e (ii) sao ambos R. 
OBSERVAQAO 1 As Equaqdes (i) e (ii) no Teorema 2 podem ser reescritas na forma 


d 

(iii) — 

dx 


2 c„(x - a)" 


= 2 — [c n (x - a)"] 

n=0 ClX 


(iv) J 


2 c„(x - a)" 


dx = 


= 2 f c„(x - a) n 

«=n J 


dx 


Na parte (ii), J co dx = c 0 x + Ci e 
escrito como c 0 (x - a) + C, onde 
C = Ci + ac 0 ; assim, todos os termos da 
serie tern a mesma forma. 


Sabemos que, para somas finitas, a derivada de uma soma e a soma das derivadas, e que 
a integral de uma soma e a soma das integrals. As Equacdes (iii) e (iv) afirmam que o mesmo 






















e verdadeiro para somas infinitas, desde que estejamos lidando com series de potencias. (Para 
outros tipos de series de fungoes a situagao nao e tao simples; veja o Exercfcio 38.) 

OBSERVACAO 2 Embora o Teorema 2 diga que o raio de convergencia permanece o mesmo 
quando uma serie de potencias e derivada ou integrada, isso nao significa que o intervalo de 
convergencia permanega o mesmo. Pode acontecer de a serie original convergir em uma ex- 
tremidade enquanto a serie derivada diverge nesse ponto (veja o Exercfcio 39). 

OBSERVACAO 3 A ideia de derivagao de uma serie de potencias termo a termo e a base para 
um metodo poderoso para resolver as equagoes diferenciais. Discutiremos esse metodo no 
Capltulo 17. 


EXEMPLI) 4 


No Exemplo 3 da Segao 11.8, vimos que a fungao de Bessel 

" {—\)"x 2n 


J o(x) 2 r. 2 n( i\2 

n =0 2 • / 

e definida para todo x. Entao, pelo Teorema 2, J 0 e diferenciavel para todo x, e sua derivada e 
encontrada pela derivagao termo a termo, como a seguir: 

^ d (-l)"x 2 " ^ (—1)" 2nx 2n ~ l 

JO\X) 2j , r )2n( i\2 

n =0 MX 2, n— 1 2 \Tl.) 


EXEMPLO 5 


Expresse 1/(1 — x) 2 como uma serie de potencias pela derivagao da Equagao 1. 
Qual e o raio de convergencia? 


SOLUQAO Derivando cada lado da equagao 

—-— = l + X + x 2 + x 3 + ■■■= x" 

1 X n =0 


obtemos 


1 


= 1 + 2x + 3x 2 + • • ■ = 2 nx" 1 


(1 ~ xf 

Podemos trocar n por n + 1 e escrever a resposta como 

(rbr".I < " + l) - t ' 

De acordo com o Teorema 2, o raio de convergencia da serie derivada e o mesmo que o raio 
de convergencia da serie original, a saber, R = 1. 

Encontre uma representagao em serie de potencias para ln( 1 + x) e seu raio de 
convergencia. 

SOLUCAO Observamos que, a derivada desta fungao e 1/(1 + x). Da Equagao 1 temos 

= 1 ~ X + x 2 — x 3 + .. . I JC I < 1 


1 


1 


1 + X 1 — (~x) 

Integrando ambos os lados da equagao, obtemos 


In 


(1 + x) = j* —— dx = j (1 — x + x 2 +■■■) dx 


2 3 4 

X X X 

= X -1-h ■ ■ ■ + C 

2 3 4 


= 2 (- 1)"' 1 -+ c \x\<l 

,.=i n 


Para determinarmos o valor de C colocamos x = 0 nessa equagao e obtemos ln( 1 + 0) = C. 
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Assim, C = 0 e 


. . x 2 x 3 x 4 £ _,x" 

ln(l - x) = x - - ---— -•■■ = 2 (-1)" — 

2 3 4 „=, n 


\x < 1 


O raio de convergencia e o mesmo que o da serie original: R = 1. 


EXEMPLO 7 


Encontre uma representa^ao em serie de potencias para/(x) = tg l x. 


SOLUQAO Observamos que/'(x) = 1/(1 + x 2 ) e encontramos a serie pedida pela integragao 
da serie de potencias para 1/(1 + x 2 ) encontrada no Exemplo 1. 



1 

1 + x 2 


dx 


j" (1 — x 2 + x 4 — x 6 + ■ ■ -)dx 


= C + x — 




Para encontrarmos C, colocamos x = 0 e obtemos C = tg '0 = 0. Portanto 


A serie de potencia para tg -1 * obtida no 
Exemplo 7 e chamada serie de Gregory 
devido ao matematico escoces James 
Gregory (1638-1675), que antecipou algu- 
mas das descobertas de Newton. 
Mostramos que a serie de Gregory e valida 
quando -1 < x < 1, mas verifica-se 
(embora nao seja facii de provar) que 
tambem e valida quando x = ±1. Observe 
que quando x = l a serie se torna 


tg l x = x — 



+ 


= 2 (-D" 

n =0 


x 2n+l 

2 n + 1 



Esse belo resultado e conhecido como a 
formula de Leibniz para nr. 


Como o raio de convergencia da serie para 1/(1 + x 2 ) e 1, o raio de convergencia dessa se¬ 
rie para tg -1 x e tambem 1. 


EXEMPLO 8 


(a) Calcule | [1/(1 + x 2 )\dx como uma serie de potencias. 

(b) Use a parte (a) para aproximar | 0 a3 [l/(l + x 1 )~\dx com precisao de 10~ 7 . 

SOLUQAO 

(a) A primeira etapa e expressar o integrando, 1/(1 + x 1 ), como a soma de uma serie de po¬ 
tencias. 

Como no Exemplo 1, comccamos com a Equagao 1 e trocamos x por —x 1 : 


i + x 7 i - (-x 7 ) „r 0 v ; 

oo 

= 2 (-\) n x ln = 1 - X 7 + X 14 - • • • 
11=0 


Este exemplo ilustra uma maneira na qual 
as representagoes em series de potencia 
sao uteis. Integrar 1/(1 + x 7 ) manual- 
mente e incrivelmente diffcil. Sistemas de 
computagao algebrica devolvem formas 
diferentes da resposta, mas elas sao todas 
extremamente complicadas. (Se voce tern 
urn SCA, tente voce mesmo.) Na realidade 
e muito mais facii lidar com a resposta em 
serie infinita obtida no Exemplo 8(a) do que 
com a resposta finita dada por urn SCA. 


Agora integramos termo a termo: 

\ , 1 - dx = f 2 (-1 Tx^dx = C + 2 (-1)" 

J 1 "I" X J n =o n =o 


In + 1 


15 


X X 

= C + x-1- 

8 15 


22 


Essa serie converge para | —x 7 1 < 1, isto e, para | x | < 1. 

(b) Ao aplicar o Teorema Fundamental do Calculo, nao importa qual antiderivada utilizamos; 
assim vamos usar a antiderivada da parte (a) com C = 0: 


1-0,5 1 

Jo 1 + X 7 


dx ■ 


15 


X X 

X-1- 

8 15 


22 


+ 


1/2 


8 • 2 8 


+ 


1 


1 


(- 1 )” 


15 • 2 1 


22 • 2 2 


+ • ■ • + 


{In + 1)2 7 " +1 


+ • • • 
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Essa serie infinita e o valor exato da integral definida, mas, como e uma serie alternada, 
podemos aproximar a soma usando o Teorema da Estimativa de Series Alternadas. Se parar- 
mos de somar depois do termo com n = 3, o erro e menor que o termo com n = 4: 


1 

29 • 2 29 


» 6,4 X KT 11 


Logo, temos 

ro,5 1 11 1 

-7 ~-r H-rr 

Jo 1 + X 7 2 8 • 2 8 15 • 2 15 


1 


22 • 2 2 


0,49951374 



Exercicios 


1. Se o raio de convergencia da serie de potencias 2"_o c„x" for 10, 
qual sera o raio de convergencia da serie 2"_i nc„x nl 2 Por que? 

2. Suponha que voce saiba que a serie b„x" converge para 
| x | <2.0 que voce pode dizer sobre a serie a seguir? Por que? 


i —— x n+i 

„_o n + 1 

3—1C Encontre uma representagao em serie de potencias para a fungao 
e determine o intervalo de convergencia. 

3- f{x) = ' 4. f{x) = 3 4 

1 + X 1 — X 


5- fix) 



6 . fix) 


1 

x + 10 


7. fix) 


X 

9 + x 1 


8. fix) 


X 

lx 1 + 1 


9. fix) 


1 + X 
1 — X 


10 . fix) 



14. (a) Use a Equagao 1 para determinar uma representagao em se¬ 
rie de potencias para fix) = ln(l + x). Qual e o raio de con¬ 
vergencia? 

(b) Use o item (a) para encontrar uma serie de potencias para 
fix) = x ln(l — x). 

(c) Ao colocar x = \ no seu resultado da parte (a), expresse In 2 
como a soma de uma serie infinita. 

15-20 Encontre uma representagao em serie de potencias para a fun- 
gao e determine o raio de convergencia. 

16. fix) = rVV) 

" /w - (rhj 


15. fix) = ln(5 — x) 


17. fix) = 


(x - 2) 2 


, , x 3 , , x 2 + X 

^ 21-2 Encontre uma representa§ao em serie de potencias para/, trace 
/e varias somas parciais s„(x) na mesma tela. O que acontece quando 
n cresce? 

21 ' /W = 2 ^ 22. fix) = In (x 2 + 4) 

x + 16 


11-12 Expresse a fungao como a soma de uma serie de potencias 
usando primeiro fra^oes parciais. Encontre o intervalo de conver¬ 
gencia. 


11 . fix) 



12 . fix) 


x + 2 

2x 2 — x — 1 


13. (a) Use deriva^ao para encontrar a representa^ao em serie de po¬ 
tencias para 


fix) 


1 

(1 +x) 2 


Qual e o raio de convergencia? 

(b) Use o item (a) para encontrar uma serie de potencias para 


fix) = 


1 


(1 +*) 3 

(c) Use item (b) para achar uma serie de potencias para 


fix) = 


(1 + x) 3 

E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


23. fix) = ln^ | ^ X ^ j 24. fix) = tg \2x) 

25-28 Calcule a integral indefinida como uma serie de potencias. 
Qual e o raio de convergencia? 

25. f-— 2 - dt 26. I ——r- dt 

J 1 - t s J 1 + t 3 

27. j" x 2 ln(l + x)dx 28. | —- dx 


29-32 Use uma serie de potencias para aproximar a integral definida 

com precisao de seis casas decimals. 

r0,2 1 i ' 0,4 , 

29. - t dx 30. ln(l + x 4 ) dx 

Jo 1 + x Jo 

ro,i , ro,3 x 2 

31. J x ai'ctg(3.r) rf.r 32. | —-—- dx 


33. Use o resultado do Exemplo 7 para calcular arctg 0,2 com preci¬ 
sao de cinco casas decimals. 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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34. Demonstre que a fun§ao 


39. Considere 


fix) = 2 


(-l)"* 2 


- o (2 n)\ 

e uma solu§ao da equaqao diferencial 

fix) + fix) = 0 

35. (a) Mostre que J 0 (a fun§ao de Bessel de ordem 0 dada no Exem- 

plo 4) satisfaz a equa§ao diferencial 

x 2 Joix) + xJo'(x) + x 2 Jo(x ) = 0 

(b) Calcule 7 o(ji) dx com precisao de tres casas decimals. 

36. A fun§ao de Bessel de ordem 1 e definida por 


fix) = 1 — 

, 1=1 n 

Encontre os intervalos de convergencia para /, /' e /". 

40. (a) Come§ando com a serie geometrica Sj_o x", encontre a soma 
da serie 

2 nx”~ x j x | < 1 

n= 1 

(b) Encontre a soma de cada uma das series a seguir. 

(i) £ nx\ |*| < 1 (ii) £ 77 

n =1 n— 1 x. 

(c) Encontre a soma de cada uma das series a seguir. 


■A (*) = E 


(- 1)"* 2 


fo n!(n + 1 )! 2 2 " +1 
(a) Mostre que J i satisfaz a equaoao diferencial 


x 2 J”(x) + xJi(x) + (x 2 — l)7i(.v) = 0 

(b) Mostre que Jd(x) = —J\(x). 

37. (a) Mostre que a fungao 


fix) 


£ 


n\ 


e uma soluQao da equagao diferencial 


fix) = fix) 

(b) Mostre que f(x) = e x . 

38. Seja /„(*) = (sen «x)/i 7 2 . Mostre que a serie S/„(*) converge 
para todos os valores de x, mas que a serie de derivadas 5 fix) 
diverge quando * = 2mr, n urn inteiro. Para quais valores de * a 
serie 5/„"(*) converge? 


(i) 2 n i n ~ 1 )*”, |*| < 1 


vi ft 

(ii) I — 

n=2 £ 


Yi ft 

(•ii) 2 — 

n=l ^ 


41. Use a serie de potencias para tg be para demonstrar a seguinte ex- 
pressao para tt como a soma de uma serie infmita: 

77 = 2V3 £ 

„-o ( 2/1 + 1)3" 

42. (a) Completando o quadrado, mostre que 


71/2 dx 77 

Jo x 2 — x + 1 3f3 

(b) Usando a fatoragao de x 3 + 1 como uma soma de cubos, 
reescreva a integral no item (a). Depois expresse l/(x 3 + 1) 
como a soma de uma serie de potencias e use-a para de¬ 
monstrar a seguinte formula para tt: 

3/t jWM t _L) 

4 „= 0 8 " \3n + 1 3n + 2) 


Series de Taylor e Maclaurin 

Na seoao anterior pudemos encontrar representacdes para uma certa classe restrita de funodes. 
Aqui investigaremos problemas mais gerais: Quais as fu nodes que tem representacdes de se¬ 
ries de potencias? Como podemos achar tais representacdes? 

Comcoaremos supondo que/seja qualquer ftinoao que possa ser representada por uma se¬ 
rie de potencias: 

|~T~| /(*) = Co + ci(* — a) + ciix — a) 1 + c 3 (x — a) 3 + c 4 (* — a) 4 + ■ ■ ■ \ x — a \ < R 

Vamos tentar determinar quais coeficientes c„ devem aparecer em termos de/. Para comegar, 
observe que, se colocarmos *: = a na Equaqao 1, entao todos os termos apos o primeiro sao 0 
e obtermos 


fia) = Co 

Pelo Teorema 11.9.2, podemos derivar a serie na Equaoao 1 termo a termo: 


2 /'(*) = Ci + 2 c 2 (* — a) + 3c 3 (* — a) 2 + 4c 4 (* — ay + 


e a substituiqao de * = a na Equagao 2 fornece 

fia) = ci 


x — a \ < R 


Agora derivamos ambos os lados da Equaoao 2 e obtemos 
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3 /"( x) = 2c 2 + 2 • 3c3(a - — a) + 3 • 4c 4 (x — a) 2 + • • • | x — a \ < R 

Novamente colocamos x = a na Equagao 3. O resultado e 

f"(a) = 2c 2 

Vamos aplicar o procedimento mais uma vez. A derivagao da serie na Equagao 3 fornece 

|~4~| f'"{x) = 2 • 3c3 + 2 • 3 • 4c4(x — a) + 3 • 4 • 5cs(x — a) 2 + ■ ■ ■ \ x — a \ < R 

e a substituigao de x = a na Equacao 4 fomece 

/'"(a) = 2 • 3 c 3 = 3!c 3 

Agora voce pode ver o padrao. Se continuarmos a derivar e substituir x = a, obteremos 

f (n Ha) = 2 • 3 • 4. nc„ = n\c„ 

Isolando o n-esimo coeficiente c„ nessa equacao, obteremos 

_ / w (a) 

Cn , 

n\ 

Essa formula permanecera valida mesmo para n = 0 se adotarmos as convengoes de que 
0! = 1 e / (0) = /. Assim, demonstramos o teorema a seguir. 


Taylor e Maclaurin 

A serie de Taylor e assim chamada em 
homenagem ao matematico Ingles Brook 
Taylor (1685-1731) e da serie de Maclaurin 
e assim denominada em homenagem ao 
matematico escoces Colin Maclaurin 
(1698-1746), apesar do fato de que a serie 
de Maclaurin e realmente apenas um caso 
especial da serie de Taylor. Mas a ideia de 
representar fungoes especfficas como 
somas de series de potencias remonta a 
Newton, e a serie geral de Taylor era 
conhecida pelo matematico escoces 
James Gregory, em 1668, e pelo 
matematico sulgo John Bernoulli, na 
decada de 1690. Taylor aparentemente 
ignorava a obra de Gregory e Bernoulli 
quando publicou suas descobertas sobre a 
serie em 1715, em seu livro Methodus 
incrementorum directa et inversa. A serie 
de Maclaurin e assim denominada devido 
a Colin Maclaurin porque ele a popularizou 
em seu livro de calculo Treatise of Fluxions 
publicado em 1742. 


5 Teorema Se/tiver uma representagao (expansao) em serie de potencias em a, isto 


e, se 


fix) = 2 c„{x — a) n | x — a \ < R 


entao seus coeficientes sao dados pela formula 

/ W («) 


Cn = 


Substituindo essa formula para c„ de volta na serie, vemos que, se/tiver uma expansao em 
serie de potencias em a, entao ela deve ser da seguinte forma: 


D /M - 2 ^ 


=o n\ 


= f(a) + (x-a)+ (x - a) 2 + - (jc - a) 3 + 


1 ! 


2 ! 


3! 


A serie na Equagao 6 e chamada serie de Taylor da fungao/em a (ou em torno de a ou 
centrado em a). Para o caso especial a = 0 , a serie de Taylor torna-se 


m 


fix) = 2 


_ v / w (q) „ _ , Yn , ^ rm_ „ ^ rm_ 


n=0 n ! 


-x"=m + 


2 ! 


x" + 


Esse caso surge com frequencia e lhe foi dado o nome especial de serie de Maclaurin. 

OBSERVACAO Mostramos que, .ve / puder ser representada como uma serie de potencias em 
torno de a, entao f 6 igual a soma de sua serie de Taylor. Mas existem fungoes que nao sao 
iguais a soma de suas series de Taylor. Um exemplo de tal fungao e dado no Exerclcio 74. 
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EXEMPLO 1 


Encontre a serie de Maclaurin da luncao fix) = e x e seu raio de convergencia. 
SOLUQAO Se fix) = e x , entao / w (x) = e x , portanto f { "\0) = e° = 1 para todo n. Portanto, 


a serie de Taylor para/em 0 (isto e, a serie de Maclaurin) e 


oo 


2 


/ w (o) 


= 2 ^ 

n= 0 n\ 





Para encontrarmos o raio de convergencia fazemos a„ = x"/n\. Entao, 


&n + 1 


x" +1 

n\ 

1 x 1 

& n 


in + 1)! 

x n 

n + 1 


de modo que, pelo Teste da Razao, a serie converge para todo x e o raio de convergencia e 

R = oo. 


A conclusao que podemos tirar do Teorema 5 e do Exemplo 1 e que see 1 tiver uma ex- 
pansao em serie de potencias em 0, entao 


= 2^7 


=o n\ 


Assim, como determinar se e x tem uma representa£ao em serie de potencias? 

Vamos investigar a questao mais geral: sob quais circunstancias uma funrjao e igual a soma 
de sua serie de Taylor? Em outras palavras, se/tiver derivadas de todas as ordens, quando e 
verdade que 

fix) = 2 -:— ix ~ a) n 

n =0 n\ 

Como com qualquer serie convergente, isso significa que/(x) e o limite da sequencia das 
somas parciais. No caso da serie de Taylor, as somas parciais sao 

" f in (a) 

T n (x) = 2 — {x ~ af 

i =o v- 

-/(«) + - .) + - # + ... -^C-«)■ 

1! 2! n\ 

Observe que T„ e um polinomio de grau n chamado polindmio de Taylor de n-esimo grau 
de/em a. Por exemplo, para a funcao exponencial /(x) = e x , o resultado do Exemplo 1 mos- 
tra que os polinomios de Taylor em 0 (ou polinomios de Maclaurin) com n = 1, 2 e 3 sao 


Ji(x) = 1 + x T 2 (x) = 1 + x H- T 3 (x) = 1 + x H-1- 

2! 2! 3! 



Quando n aumenta, T„(x) parece aproxi- 
mar e x na Figura 1. Isso sugere que e* seja 
igual a soma de sua serie de Taylor. 


Os graficos da funcao exponencial e desses tres polinomios de Taylor estao desenhados na 
Figura 1. 

Em geral,/(x) e a soma da sua serie de Taylor se 

f(x) = lim J„(x) 

n—xn 

Se considerarmos 

R„(x) = f{x) — T„ix) de modo que fix) = T,fx) + R„ix) 

entao, R„ix) 6 denominado resto da serie de Taylor. Se pudermos de alguma maneira mostrar 
que lim„ R„ix) = 0, teremos mostrado que 

lim T„(x) = lim [fix) - R„(x)] = fix) - lim R,fx) = fix) 


Assim, demonstramos o seguinte teorema: 
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8 Teorema Se fix) = T n (x) + R„(x), onde T„ e o polinomio de Taylor de n-esimo 
grau de/em a e 


lim R„{x) = 0 

n—> 00 


para | x — a \ < R, entao / e igual a soma de sua serie de Taylor no intervalo 
I x — a I < R. 


Ao tentarmos mostrar que lim„ Rfx) = 0 para uma funijao especffica/, geralmente usa- 
mos o teorema a seguir. 


9 Desigualdade de Taylor Se | f (n+l \x) | =S M para | x — a | d, entao o resto R„{x) da 
serie de Taylor satisfaz a desigualdade 


Rfx) 


M 


(n + 1)! 


\x — a\ 


para | x — a \ =£ d 


Formulas para o Termo Restante de 
Taylor 


Como alternativas para a desigualdade de 
Taylor, temos as seguintes formulas para 
resto. Se / ( " +1) for contmua sobre um 
intervalo lex G I, entao 

R,{x) = ^-[\x-tYf" + '\t)dt 
n\ Ja 

Essa e chamada forma integral do resto. 
Outra formula, chamada forma de Lagrange 
para o resto, afirma que existe um numero 
z entre jr ea tal que 


R*(x) = 


f in+ %) 

{n + 1)! 


(x - a)" +1 


Essa versao e uma extensao do Teorema do 
Valor Medio (que e o caso n = 0). 


Para vermos por que isso e verdadeiro para n = 1, assumimos que | fix) \ M. Em par¬ 
ticular, temos f"(x) *£ M, assim, para a =£ x ^ a + d temos 

[ X f"(t) dt \ x Mdt 

Ja Ja 

Uma antiderivada de f" e /', dessa forma, pela parte 2 do Teorema Fundamental do Cal- 
culo, temos 

f'(x) — f'(a) M(x — a) ou f'(x) =£ f'(a) + M(x — a) 

Logo, [ f'(t) dt =S [ [/'(fl) + M(t — a)\ dt 

fix) ~ f{a) ^ f\a){x - a) + M — - ^ 

M 

fix) - fid) - f'ia)(x - a) ^ — (x - a ) 2 


Mas/?i(pr) = fix) — 7i(jf) = fix) — /(a) — f'{a){x — a). Portanto 

M 

Riix) =S — (x - a) 2 


Um argumento similar, usando fix) & —M, mostra que 

Rfx) > - yU - a ) 2 


Entao 


Rfx) 



a 


2 


Embora tenhamos suposto que x > a, calculos similares mostram que essa desigualdade 
e tambem verdadeira para x < a. 

Isso demonstra a Desigualdade de Taylor para o caso onde n = 1.0 resultado para um n 
qualquer e demonstrado de maneira similar pela integracao n + 1 vezes. (Veja o Exercicio 73 
para o caso n = 2.) 


OBSERVACAO Na Secao 11.11 exploraremos o uso da Desigualdade de Taylor para apro- 
ximar funcoes. Nosso uso imediato e aplica-la em conjunto com o Teorema 8. 
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Ao aplicar os Teoremas 8 e 9, muitas vezes e util usar o fato a seguir. 


H 


Isso e verdade porque sabemos do Exemplo 1 que a serie 2 x"/n\ converge para todo x, e 
seu /i-esimo termo tende a 0. 


lim — = 0 para todo numero real x 

n-»“ fi\ 


EXEMPLO 2 


Demonstre que e x e igual a soma de sua serie de Maclaurin. 


S0LUQA0 Se f(x) = e x , entao / ( " +1, (x) = e x para todo n. Se d e qualquer numero positivo e 
|x| d, entao |/ (,,+1) (x) | = e x e d . Assim, a Desigualdade de Taylor, com a = 0 e 
M = e d , diz que 

| Rn(x) | -——— |x|" +1 para|x|^r/ 

(«+!)! 


Observe que a mesma constante M = e d serve para cada valor de n. Mas, pela Equagao 10, 
temos 


lim 

n—xx 


(n + 1)! 


e d lim 


{n + 1)! 


= 0 


Decorre doTeorema do Confronto que lim,,-,* | Rjx) | = 0 e, portanto, lim„ R„(x) = 0 para 
todos os valores de x. Pelo Teorema 8, e x e igual a soma de sua serie de Maclaurin, isto e 


m 


^ x n 

e x =^ — 

para todo x 

»=o n\ 



Em particular, se colocarmos x = 1 na Equagao 11, obteremos a seguinte expressao para 
o numero e como a soma de uma serie infinita: 


12 


£ 1 111 

e — 2j —T — 1 + + TT + T7 + 


«=o n\ 


1! 2! 3! 


Em 1748 Leonhard Euler usou a Equagao 12 
para achar o valor correto de e ate 23 
algarismos. Em 2007 Shigeru Kondo, 
novamente usaram a serie em [12], e 
calcularam e com 12 bilhoes 
de casas decimals. 


EXEMPLO 3 


Encontre a serie de Taylor de f(x) = e x em a = 2. 

S0LUQA0 Temos / ,n, (2) = e 2 e, assim, colocando a = 2 na defini§ao de uma serie de Taylor 
[61, obtemos 




n =0 n ! 


1 -r(.x ~ 2)" 
„=o n\ 


Novamente pode ser verificado, como no Exemplo 1, que o raio de convergencia e R = r s-. 
Como no Exemplo 2, podemos verificar que lim„_,„ R„(x) = 0, assim 


13 


e x = 2 — (x — 2)" para todo x 

n= 0 n\ 


Temos duas expansoes em serie de potencia para e x , a serie Maclaurin na Equagao 11 e da 
serie de Taylor na Equagao 13. A primeira e melhor, se estivermos interessados em valores de 
x proximos de 0, e a segunda e melhor se x e proximo de 2. 


EXEMPLO 4 


todo x. 


Encontre a serie de Maclaurin de sen x e demonstre que ela representa sen a para 


0LUQA0 Arranjamos nossos calculos em duas colunas como a seguir: 
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A Figura 2 mostra o grafico de sen x com 
seus polinomios de Taylor (ou Maclaurin) 


Ti(x) = x 



T 5 (x) = x ~ 



Observe que, quando n aumenta, T„(x) 
torna-se uma aproximagao melhor para 
sen x. 



fix) = 

sen x 

m 

fix) = 

cos X 

f'io) 

fix) = 

— sen x 

/"(0) 

fix) = 

—cos X 

no) 

f w (x) = 

sen x 

m o) 


Como as derivadas se repetem em um ciclo de quatro, podemos escrever a serie de Maclau¬ 
rin da seguinte forma: 


rrnT , ^' (0) , f" (0) ^ . 

f(0) H ——x H ——x + 


1! 


2 ! 


no) 3 , 

x + ■ ■ 


3! 


= x — 




■ = 

n=0 


x 2n+l 

(2 n + 1)! 


Como / ( " +1, (x) e ±sen x ou ±cos x, sabemos que | / ( ' I+1, (x) | =£ 1 para todo x. Assim, pode¬ 
mos tomar M = 1 na Desigualdade de Taylor: 


0 


I Rnix) I 


M 


(n + 1)! 




(n + 1)! 


Pela Equacao 10, o lado direito dessa desigualdade tende a 0 quando n —> °o, dessa forma, 
| R„{x) | —> 0 pelo Teorema do Confronto. Segue que R„(x) —» 0 quando n —> o°, assim, sen x 
e igual a soma de sua serie de Maclaurin pelo Teorema 8. 

Destacamos o resultado do Exemplo 4 para referenda futura. 


15 


sen x = x 


X 3 X 5 

0 + Hi 


7! 


+ 


= 2(-D" 


(2 n + 1)! 


para todo x 


As series de Maclaurin para e x , sen x e 
cos x que encontramos nos Exemplos 2,4, 
e 5 foram descobertas, utilizando 
diferentes metodos, por Newton. Essas 
equagoes sao notaveis, porque dizem que 
saberemos tudo sobre cada uma destas 
fungoes, se conhecermos todos as suas 
derivadas no ponto 0. 


EXEMPLO 5 


Encontre a serie de Maclaurin para cos x. 


S0LUCA0 Poderfamos proceder diretamente como no Exemplo 4, mas e mais facil derivar a 
serie de Maclaurin de sen x dada pela Equacao 15: 


d , . d 

cos x = — (sen x) = — | x 
dx dx 


x 3 x 5 

0 + ~5l 


7! 


+ 


3x 2 5x 4 

‘ ’ 0” + 0” 


7x 6 

7! 


x 2 x 4 X s 

+ ■ ■ ■ = 1-1--F • ■ ■ 

2! 4! 6! 


Como a serie de Maclaurin de sen x converge para todo x, o Teorema 2 da Segao 11.9 nos diz 
que a serie derivada para cos x tambem converge para todo x. Assim, 


16 


COS X = 1 



= i(-i)- 


X 


2 n 


(2 n)\ 


para todo x 


EXEMPLO 6 


Encontre a serie de Maclaurin da fungao /(x) = x cos x. 
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SOLUQAO Em vez de calcular derivadas e substituir na Equa£ao 7, e mais facil multiplicar a 
serie para cos x ('Equacao 16) por x: 


XCOS X = X y,(— 1)" --— 

n =o (2 n)\ 


= S(_1) " V9 V 

n=o (2rc)! 


EXEMPLO 7 


Represente/(x) = sen x como a soma de sua serie de Taylor centrada em it/3. 
SOLUQAO Arranjando nosso trabalho em colunas, temos 


fix ) = sen x 
fix) = cos x 
fix ) = — sen x 




Al f)-T 
n f) " “7 


/'"(x) = —COS X 

e esse padrao se repete indefinidamente. Portanto, a serie de Taylor em n/3 6 


Af) + 4f 


V3 | 1 

2 2 - 1 ! 


” + 

3 / 2! 


V3 


*- f i- 2 . 2! 


3 / 3! 


x-^r 

3 / 2-3! 


f' + 


-.-j] +•• 


v (-1)"V3/^ 77 V" , v (-1)" 

„“o 2(2«)! \ 3 / „r 0 2(2n + 1)! 


x — 


Obtivemos duas representagoes em serie 
diferentes para sen*, isto e, a serie de 
Maclaurin, no Exemplo 4, e a serie de 
Taylor, no Exemplo 7. E melhor usarmos a 
serie de Maclaurin para valores de x 
proximos de 0 e a serie de Taylor para 
valores de x proximos de ir/3. Observe 
que o terceiro polinomio de Taylor r 3 na 
Figura 3 e uma boa aproximagao para senx 
proximo de it/ 3, mas nao tao boa para o 
proximo de 0. Compare-o com o terceiro 
polinomio de Maclaurin na Figura 2, na 
qual o oposto e verdadeiro. 


A demonstracao de que essa serie representa sen x para todo x e muito semelhante a feita 
no Exemplo 4. (Apenas troque x por x — tt/3 em [14].) Podemos escrever a serie na notaqao 
sigma se separarmos os termos que contem sf3 : 



FIGURA 3 


A serie de potencias que obtivemos por metodos indiretos nos Exemplos 5 e 6 e na Secao 
11.9 sao realmente as series de Taylor e de Maclaurin das (iincbes dadas, porque o Teorema 

5 afirma que, nao importa como uma representacao de serie de potencias /(x) = E c„(x — a)" 

6 obtida, e sempre verdade que c„ = f {n) {a)/n\. Em outras palavras, os coeficientes sao deter- 
minados unicamente. 

Encontre a serie de Maclaurin de/(x) = (1 + x) k , onde k e um numero real qual- 

quer. 


iOLUQAO Arranjando nosso trabalho em colunas, temos 


fix) = (1 + xf 

m = i 

fix) =ki 1 + x) k ~ l 

/'(0) = k 

fix) = k(k - 1)(1 + x) k ~ 2 

/"(o) = kik - 1) 

fix) = kik - l)(k - 2)(1 + x) k ~ 3 

/"'(0) = kik - 1)(* 

f\x) = kik - 1) ■ ■ • ik - n + 1)(1 + x) k ~ n 
Portanto, a serie de Maclaurin de /(x) = (1 + x) k 6 

/ w (0) = kik - 1) • 


(k — n + 1) 


2 / w (o) = j M ~ 

»=n n\ „=n n\ 


(k — n + 1) 


x' 


X 


















Essa serie e chamada serie binomial. Observe que, se k e um inteiro nao negativo, entao os ter- 
mos sao, eventualmente, nulos, de modo que a serie e finita. Para outros valores de k, nenhum 
dos termos e 0 e assim podemos tentar o Teste da Razao. Se o /z-esimo termo e a„, entao 


&n +1 


k(k - 1) • • 

■ (k 

— n + 1 )(k — 

n)x n+1 

n\ 

a n 



( 

n + 1)! 

k 

1- 

n 



e 

+ 

si 

1 

1 



| k — n | | . 


, , 

, , 

quando n —> 00 



A" 

n + 1 


1 

1 + - 

A 

A- 


n 


Logo, pelo Teste da Razao, a serie binomial converge se | x \ < 1 e diverge se | x > 1. 

A notaqao tradicional para os coeficientes na serie binomial e 

( k \ _ k{k - l)(k - 2) • • • (k - n + 1 ) 

\n / n\ 

e esses numeros sao chamados coeficientes binomiais. 

O teorema a seguir afirma que (1 + x) k e igual a soma de sua serie de Maclaurin. E pos- 
sfvel demonstrar isso mostrando que o resto R„(x) tende a 0, mas assim acaba sendo muito 
dificil. A dcmonstracao delineada no Exercicio 75 e muito mais simples. 


[17] A Serie Binomial Se k for um numero real qualquer e | x \ < 1, entao 


(1 +x) k = 2 

n =0 \ ^ 


x" = 1 + kx + 


k(k 


2 ! 


1) 2 k(k - 1 ){k - 2) 
-X H- 


3! 


Embora a serie binomial sempre convirja quando | x \ < 1, a questao de ser ou nao con- 
vergente nas extremidades, ±1, depende do valor de k. Ocorre que a serie converge em 1 se 
— 1 < k =£ 0 e em ambas as extremidades se k 3 s 0. Observe que se k for um inteiro positivo 
en > k, entao a expressao para (,,) contem um fator ( k — k ), de modo que (ft) = 0 para n > k 
. Isto significa que a serie acaba e se reduz ao Teorema Binomial usual quando k for um in¬ 
teiro positivo. (Veja a Pagina de Referenda 1.) 


EXEMPLO 9 


gencia. 


Encontre a serie de Maclaurin da fun^ao fix) 



e seu raio de conver- 


S0LUCA0 Escrevemos/d) em uma forma na qual podemos usar a serie binomial: 



Usando a serie binomial com k = — \ e com x substitufdo por ~x/ 4, temos 



(-DHX-D■•■(-£-" + !) + 

n\ \ 4/ 

































SEQUENCIAS E SERIES INFINITAS 


687 


1 1 • 3 , 1 - 3-5 

1 + —x + rrx + 


-x 3 + 


1-3-5 


(2 n - 1) 


8 " 2!8 2 3!8 3 " n\8 

Sabemos de 17 que essa serie converge quando | — x/A \ < 1, ou seja, x < 4, de modo que 
o raio de convergencia e R = 4. 

Listamos na tabela a seguir, para referenda futura, algumas series de Maclaurin importantes 
que deduzimos nesta segao e na precedente. 


x" + 



EXEMPLO 10 


Calcule a soma da sene - 


+ 


1-2 2 • 2 2 3 • 2 3 4 • 2 4 

SOLUQAO Com a notagao sigma podemos escrever a serie dada como 


TABELA 1 

Series de Maclaurin importantes e sens 
raios de convergencia 


2(-D 


n— 1 


1 


= 2 (- 


ir .ir 

n 


n= i n • 2" „=i 

Em seguida, a partir da Tabela 1 podemos ver que esta serie corresponde a entrada para 
ln(l + x ) com* = Logo, 


0 Module 11.10/11.11 permite que 
voce veja como sucessivos polinomios de 
Taylor se aproximam da fungao original. 


— = ln(l + j) = In f 

n= 1 ¥1 * 2 

Uma razao pela qual as series de Taylor sao importantes e que elas nos permitem integrar 
funcdes com as quais nao podiamos lidar anteriormente. De fato, na introducao deste capitulo 
mencionamos que Newton frequentemente integrava fun (goes expressando-as inicialmente 
como uma serie de potencias e entao integrando-as termo a termo. A fungao fix) = e~ x nao 
pode ser integrada pelas tecnicas discutidas ate agora porque sua antiderivada nao e uma fun¬ 
gao elementar (veja a Secao 7.5). No exemplo a seguir, usamos a ideia de Newton para inte¬ 
grar esta fungao. 


EXEMPLO 11| 


(a) Calcule \ e x dx como uma serie infinita. 

(b) Calcule | ( | e~ x dx com precisao de 0,001. 

SOLUgAO 

(a) Primeiro encontramos a serie de Maclaurin dc/(x) = e~ x . Embora seja possivel usar o me- 
todo direto, vamos encontra-la simplesmente trocando x por —x 2 na serie para e x dada na Ta¬ 
bela 1. Entao, para todos os valores de x. 
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CALCULO 


Podemos tomar C = 0 na antiderivada na 
parte (a). 


oo / _2\n 00 v 2 n 2 4 6 

2 k i \ A / v i , v -A -A -A -A 

e“* = 2 1 -— = S (-1)"-= 1-+-+ 

^ --! f'n «! 1! 2! 3! 


„=o n\ 

Agora integramos termo a termo: 

f e~ xl dx 


r xxx , x \ . 

I 1 — — H- b • • ■ + ( — 1 )" - [-•■■) dx 

J V 1! 2! 3! n! 


C + x — 


3-1! 5-2! 7-3! 


+ •■• + (- 1 )" 


(2 n + 1 )n\ 


+ • ■ • 


Essa serie converge para tudo, porque a serie original para e ' converge para todo x. 
(b) O Teorema Fundamental do Calculo fornece 



x 3 

x 5 x 7 x 9 


1 1 e~ xl dx = 

X 

+ + 


Jo 

3 • 1 

5-2! 7-3! 9-4! 



= 1 
« 1 


1 + - - - + — 
3 ~ 10 42 ~ 216 


1 + 1 
T I 


‘ + ‘ 


10 42 1 216 


0,7475 


O Teorema da Estimativa da Serie Alternada mostra que o erro envolvido nessa aproxima 5 ao 
e menor que 


1 

11 • 5! 


1 


1.320 


< 0,001 


Outro uso da serie de Taylor e ilustrado no proximo exemplo. O limite poderia ser encon- 
trado com a Regra de THospital, mas, em vez disso, usamos uma serie. 


Alguns sistemas de computagao algebrica 
calculam limites dessa maneira. 


EXEMPLO 12 


Calcule lim 


e 


— 1 — x 


x^0 X 

SOLUQAO Usando a serie de Maclaurin para e x , temos 


e x - 1 - x 

lim-^- 

X 


lim 

x^0 


2 3 

X X X 

1 + - + - + - + 

1! 2! 3! 


— 1 — x 


= lim - 

x—>0 


x 2 x 3 X 4 

- + - + - + 

2! 3! 4! 


1 X x 2 X 3 

= lim-1- — + — + — + •■• 

-o\2 3! 4! 5! 


1 

2 


porque as series de potencias sao fun (goes continuas. 


Multiplicagao e Divisao de Series de Potencias 

Se as series de potencias forem somadas ou subtrafdas, elas se comportarao como polinomios 
(o Teorema 11.2.8 mostra isso). De fato, como o proximo exemplo ilustra, elas tambem po- 
dem ser multiplicadas e divididas como polinomios. Encontramos apenas os primeiros termos, 
pois os calculos para os termos posteriores tornam-se tediosos e os termos iniciais sao os mais 
importantes. 


EXEMPLO 13 


Encontre os tres primeiros termos diferentes de zero na serie de Maclaurin de 
(a) e x sen x e (b) tg x. 

SOLUQAO 

(a) Usando a serie de Maclaurin de e x e sen x na Tabela 1, temos 


e sen x 


1 H-1-1-b • • ■ l x-b ■ • • 


1! 


2! 3! 


3! 


Multiplicamos essas expressoes, juntando os termos semelhantes como nos polinomios: 
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1 + X + \x 1 2 + gX 3 + • ■ ■ 

X — \x 3 + ■ ■ ■ 

X + x 2 + ix 3 + \x 4 + ■ ■ ■ 
+ - ix~ - 6 X- ■ ■ ■ 

X + x 2 + fx 3 + ■ ■ ■ 

Logo, e x senx = x + x 2 + fx 3 + ■ • • 

(b) Usando as series de Maclaurin da Tabela 1, obtemos 


tgx = ■ 


X J X 

* ~ + r 5!~ " " ' 

x 2 x 4 

1 - 1 -- ■ • 

2! 4! 


Usamos um procedimento parecido com a divisao de polinomios: 

2 ..5 , 


1 


h 2 + ix 4 


X + ix 3 + 


15 J 


)X 

X 


1 

6 

-r 3 

2 X 


lx 3 + 


+ 


— r 5 
120 ■* 

-r 5 

24 X 


1 3 

3* - 

i r 3 _ 
3 X 


ro* + 

h 5 + 


Ax 5 + 


Logo, 


tg X = X + JX 3 + 


2 5 I 

T?X + 


Embora nao tenhamos tentado justificar as manipulagoes formais usadas no Exemplo 13, 
elas sao legitimas. Existe um teorema que afirma que, se /(x) = 2 c„x" e g(x) = 2 b n x" con- 
vergirem para | x | < R c as series forem multiplicadas como se fossem polinomios, entao, a 
serie resultante tambem convergira para | x | < fie representara f{x)g{x). Para a divisao, ne- 
cessitamos de bo 0; a serie resultante converge para | x | suficientemente pequeno. 



Exercicios 


1. Se f(x) = 2“_ 0 b„(x — 5)" para todo x, escreva uma formula 
para b%. 

2 . E dado o grafico de/. 



(a) Explique por que a serie 

1,6 - 0,8(x - 1) + 0,4(x - l) 2 - 0,1 (x - l) 3 + • • • 

nao e a serie de Taylor de/centrada em 1. 

(b) Explique por que a serie 

2,8 + 0,5(x - 2) + l,5(x - 2) 2 - 0,1 (x - 2) 3 + • • • 
nao e a serie de Taylor de/centrada em 2. 


3. Se / (n> (0) = (n + 1)! para n = 0, 1, 2, , encontre a serie de 

Maclaurin de/e seu raio de convergencia. 

4. Encontre a serie de Maclaurin de/centrada em 4 se 


f M ( 4) = 


(—l)"n! 


3 "(n + 1) 

Qual e o raio de convergencia da serie de Taylor? 

5-12 Encontre a serie de Maclaurin de/(x) usando a defmi§ao de uma 
serie de Maclaurin. [Suponha que/tenha expansao em uma serie de 
potencias. Nao mostre que R„(x) —> 0.] Tambem encontre o raio de 
convergencia associado. 

5- fix) = (1 - x) -2 6. fix) = ln(l + x) 

7. f(x) = sen 7rx 8. fix) = cos 3x 

9. fix) = 2 X 10. fix) = xe x 

11 . fix) = senh x 12 . fix) = cosh x 


13-20 Encontre a serie de Taylor de/(x) centrada no valor dado de a. 
[Suponha que / tenha expansao em uma serie de potencias. Nao 


E necessario uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao dispomveis em www.stewartcalculus.com 
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mostre que R„(x) —» 0.] Tambem encontre o raio de convergencia as- 
sociado. 

13. fix) = x 4 — 3x 2 +1, a = 1 

14. f(x) = x — x 3 , a = —2 

15. f(x) = Inx, a = 2 16. f(x ) = 1/x, a = —3 

17. f(x) = e 2x , a = 3 18. f(x ) = senx, a = tt/2 

19. fix) = cosx, a = 77 20. fix) = <Jx, a = 16 


21. Demonstre que a serie obtida no Exercfcio 7 representa sen ttx 
para todo x. 

22. Demonstre que a serie obdda no Exercfcio 18 representa sen x 
para todo x. 

23. Demonstre que a serie obtida no Exercfcio 11 representa senh x 
para todo x. 

24. Demonstre que a serie obtida no Exercfcio 12 representa cosh x 
para todo x. 

25-28 Use a serie binomial para expandir a fungao como uma serie de 

potencia. Diga o raio de convergencia. 


49 


■J 


cos X — 1 


- dx 


50. 


i. j" arctg(jr) 


dx 


51-54 Use series para aproximar a integral dednida com a precisao in- 

dicada. 

cm , 

51. | x arctg x dx (quatro casas decimals) 

52. jj sen(x 4 ) dx (quatro casas decimais) 

53. j Vl + x 4 dx (|erro| < 5 X 1CT 6 ) 

54. | °' S x 2 e~ xl dx (|erro| < 0,001) 


55-57 Use series para calcular o limite. 


x ln(l + x) 
55. dm-;- 

x^o xr 


56. lim- 


1 — cosx: 


*o 1 + x — e x 


57. lim - 

>0 


sen x — x + «x 


1 


25. XjY^^x. 

26. ^8 + x 

1 

27. -— 

(2 + x) 3 

28. (1 - xf' 3 


58. Use a serie do Exemplo 13(b) para calcular 

tgx - x 


lim - 

x ^>0 


29-38 Use uma serie de Maclaurin na Tabela 1 para obter a serie de 
Maclaurin da fungao dada. 


29. fix) = sen ttx 
31. f{x) = e x + e 2x 
33. f(x) = x cosQx 2 ) 
35. fix) = 


\/4 + . 


30. fix) = cos(ttji:/2) 

32. fix) = e x + 2e~ x 
34. fix) = x 2 ln(l + x 3 ) 
36. fix) = 


\j2 + 


37. f{x) = sen 2 x \Dica: Use sen 2 x: = |(1 — cos 2x)] 


38. fix) 


x — senx 


i 

6 


se x t*= 0 
se jc = 0 


^ 39-42 Encontre a serie de Maclaurin de/(por qualquer metodo) e seu 
raio de convergencia. Trace/e seus primeiros polinomios de Taylor 
na mesma tela. O que voce observa sobre a relagao entre esses poli¬ 
nomios e/? 

39. fix) = cos(x 2 ) 40. fix) = e~ x + cos x 

41 ,fix) = xe~ x 42. fix) = tg 1 (xr 3 ) 


43. Use a serie de Maclaurin para cos x para calcular cos 5° com 
precisao de cinco casas decimais. 

44. Use a serie de Maclaurin para e x para calcular I/Ve com precisao 
de cinco casas decimais. 

45. (a) Use a serie binomial para expandir 1 / f\ — x 2 . 

(b) Use a parte (a) para encontrar a serie de Maclaurin de sen~'x. 

46. (a) Expanda 1 /fj 1 + x como uma serie de potencias. 

(b) Utilize a parte (a) para estimar 1 /y/ld com precisao de tres 
casas decimais. 

47-50 Calcule a integral indednida como uma serie indnita. 


Encontramos esse limite no Exemplo 4 da Segao 4.4, no Volume 
I, usando a Regra de l'Hospital tres vezes. Qual metodo voce pre- 
fere? 

59-62 Use multiplicagao ou divisao de series de potencias para en¬ 
contrar os tres primeiros termos diferentes de zero na serie de Mac¬ 
laurin de cada fungao. 

59. y = e - * 1 cosx 60. y = sec x 

61. y = —-— 62. y = eUnfl - x) 

sen x 


63-70 Encontre a soma da serie. 


An 

63. I(-l)" — 

„-o n\ 

64 y 

' „-o 6 2 "(2n)! 

65. i t-ir 1 ^ 

n 5 

OO 

66. 2 ^ 

„=o 5 "n\ 


67. 2 


(—iyv 2 


„= 0 4 2n+1 (2« + 1)! 

(In 2) 2 (In 2) 3 

68. 1 - In 2 + --- - --— + • 


2! 


3! 


9 27 81 

69. 3 + — +-h — + • 

2! 3! 4! 


70. 


1111 

+ T-IT + ~-IT + H-IT + 


1-2 3 • 2 3 5 • 2 5 7 • 2 7 


71. Mostre que se p e urn polinomio de n-esimo grau, entao 
p(x + 1) = 1 , —— 


72. Sc fix) = (1 + x 3 ) 30 , o que e/< 58 '(0)? 

73. Demonstre a Desigualdade de Taylor para n = 2, isto e, de¬ 
monstre que, se | f"\x) | =S M para | x — a \ =S d, entao 


| Riix) | =£-^-|x - a | 3 


47. j x cos(jc 3 ) dx 


X 


para | x — a \ =S d 
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74. (a) Mostre que a fun^ao definida por 


fix) 


f e 1,x2 se x ¥* 0 
[0 se x = 0 


(b) Seja h(x) = (1 + xY k g{x) e mostre que h'(x) = 0. 

(c) Deduza que g(x ) = (1 + x) k . 

76. No Exercfcio 53, na Seqao 10.2, foi mostrado que o comprimento 
da elipse x = a sen 6,y = b cos 6, onde a > b > 0, e 


nao e igual a sua serie de Maclaurin. 

(b) Trace a funqao na parte (a) e comente seu comportamento pro¬ 
ximo da origem. 

75. Use os seguintes passos para demonstrar [17] . 

(a) Seja g(x) = (n)x". Derive esta serie para mostrar que 


g'(x) 


kg(x) 
1 + x 


— 1 < X < 1 


L = Aa f J\ — e * 2 sen 2 # dd 
Jo 

onde e = Y al — b 2 * la e a excentricidade da elipse. 

Expanda o integrando como uma serie binomial e use o re- 
sultado do Exercfcio 50, na Se^ao 7.1, para expressar L como uma 
serie de potencias da excentricidade ate os terrnos em e 6 . 


PR0JET0 DE LABORATORY 

UM LIMITE ELUSIV0 


Este projeto envolve a fungao 



sen(tgx) — tg(senx) 
arcsen(arctg x) — arctg(arcsen x) 


1 . 

Use o seu sistema de algebra computacional para avaliar/(jc) para x = 1, 0,1, 0,01, 0,001 e 
0,0001. Parece que/tern um limite quando x^ 0? 


2. 

Use o SCA para traqar/proximo de x = 0. Parece que/tem um limite quando x^01 


3. 

Tente calcular lim, ->o/(x) pela Regra de THospital, usando seu SCA para encontrar as deri- 
vadas do numerador e do denominador. O que voce descobriu? Quantas aplica§oes da Regra 
de THospital sao necessarias? 


4. 

Calcule lim x ->o/(.r) usando seu SCA para encontrar quantos termos foram necessarios da se¬ 
rie de Taylor do numerador e do denominador. (Use o comando t ay lor no Maple ou Se¬ 
ries no Mathematica.) 


5. 

Use o comando de limite em seu SCA para encontrar o lim v ^o/(jt) diretamente (A maioria 
dos sistemas de computaqao algebrica usa o metodo do Problema 4 para calcular limites.) 


6. 

Tendo em vista as respostas aos Problemas 4 e 5, como voce explica os resultados dos Pro- 
blemas 1 e 2? 


[sc/ 

E necessario usar um sistema de computagao algebrica 




COMO NEWTON DESCOBRIU A SERIE BINOMIAL 


O Teorema Binomial, que da a expansao de (a + b) k , era conhecido pelos matematicos Chineses mui- 

tos seculos antes da epoca de Newton para o caso em que o expoente k e um inteiro positivo. Em 1665, 
quando tinha 22 anos, Newton foi o primeiro a descobrir a expansao em serie infinita de (a + b) k 
quando k e um expoente fracionario (positivo ou negativo). Ele nao publicou sua descoberta, mas 
enunciou-a e deu exemplos de como usa-la em uma carta (chamada hoje epistola prior ) datada de 
13 de junho de 1676, que ele enviou a Henry Oldenburg, secretario da Royal Society of London, 
para transmiti-la a Leibniz. Quando Leibniz respondeu, ele perguntou como Newton tinha des- 
coberto a serie binomial. Newton escreveu uma segunda carta, a epistola posterior, em 24 de ou- 
tubro de 1676, na qual explicou detalhadamente como chegou a sua descoberta por uma rota muito 
indireta. Ele estava investigando as areas sob as curvas y = (1 — x 2 )‘ ,/2 de 0 a x para n = 0, 1,2, 

3, 4,.... Essas sao faceis de calcular se n for par. Ao observar padroes e interpola§ao, Newton foi 
capaz de adivinhar as respostas para valores fmpares de n. Entao, ele percebeu que poderia obter 

as mesmas respostas expressando (1 — x 2 )' ,/2 como uma serie infinita. 

Escreva um relatorio sobre a descoberta de Newton da serie binomial. Comece dando um enun- 
ciado da serie binomial na nota^ao de Newton. Explique por que a versao de Newton e equiva- 

lente ao Teorema 17. Entao leia a epistola posterior de Newton e explique os padroes que New¬ 
ton descobriu nas areas sob as curvas y = (1 — x 2 ) n/2 . Mostre como ele pode conjecturar as areas 
















692 


CALCULO 


conjecturar as areas sob as curvas restantes e como verificou suas respostas. Finalmente, explique 
como essas descobertas levaram a serie binomial. Os livros de Edwards [1] e Katz [3] content co- 
mentarios sobre as cartas de Newton. 

1. Edwards, C. H. The Historical Development of the Calculus. Nova York: Springer-Verlag, 
1979, p. 178-187. 

2. Fauvel J.; Gray J. The History of Mathematics'. A Reader. Londres: MacMillan Press, 1987. 

3. Victor Katz. A History of Mathematics: An Introduction. Nova York: HarperCollins, 1993, 
p. 463^166. 

4. Struik, D. J. A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800. Princeton, NJ: Princeton Univer¬ 
sity Press, 1969. 



Aplicagoes dos Polinomios de Taylor 


Nesta segao exploraremos dois tipos de aplicagoes de polinomios de Taylor. Primeiro, vere- 
mos como eles sao usados para aproximar funcoes — os cientistas de computagao gostam de¬ 
les porque os polinomios sao as mais simples das fungoes. Depois, investigaremos como fl- 
sicos e engenheiros utilizam esses polinomios em campos como relatividade, optica, radiagoes 
de corpos negros, dipolos eletricos, velocidade das ondas de agua, e na construgao de rodo- 
vias no deserto. 


Aproximando Funcoes por Polinomios 


Suponha que/(x) seja igual a soma de sua serie de Taylor em a: 


” f ("fa) 

fix) = 2 --— (x - af 

„=0 n\ 

Na Segao 11.10 introduzimos a notagao T„(x) para a n-esima soma parcial dessa serie, a que 
chamamos polinomio de Taylor de n-esimo grau de/em a. Assim, 

" f®(a) 

T„(x) = 2 — 7 — {x ~ a) 1 

i=0 l\ 



FIGURA 1 



x = 0,2 

x = 3,0 

Hx) 

1,220000 

8,500000 

Hx) 

1,221400 

16,375000 

Hx) 

1,221403 

19,412500 

Hx) 

1,221403 

20,009152 

T w (x) 

1,221403 

20,079665 

e x 

1,221403 

20,085537 


ft \ _L ( 

= f{a) + —jy- {x 


1 4 . f ( 

a) H-(x 

2 ! 


a) 1 + 


+ 


f\a) 


(x — a) n 


Como ft a soma de sua serie de Taylor, sabemos que Tfx) —>f(x) quando n —> ^ e, assim, 
T„ pode ser usado como uma aproximagao para /: fix) ~ T n (x). 

Observe que o polinomio de Taylor de primeiro grau 

Hx) =f{a) + f'(a)(x - a) 

e o mesmo que a linearizagao de/ate a que nos discutimos na Segao 3.10, no Volume I. Observe 
tambem que 7’, e seus derivados tem os mesmos valores em a que /e /' tem. Em geral, pode 
ser mostrado que as derivadas de T„ em a coincidem com as de/, incluindo ate as derivadas de 
ordem n. 

Para ilustrarmos essas ideias, vamos olhar novamente para os graficos de y = e x e seus pri- 
meiros polinomios de Taylor, como mostrado na Figura 1. O grafico de 7’i e a reta tangente a 
y = e x em (0, 1); essa reta tangente e a melhor aproximagao linear para e 1 proximo de (0, 1). O 
grafico de T 2 e a parabola y = 1 + x + x 2 /2, e o grafico de 7j e a curva cubica 
y=l+x + x 2 /2+ x 3 /6, que e uma aproximagao melhor para a curva exponencialy = e A do 
que 73. O proximo polinomio de Taylor 7 4 seria uma aproximagao ainda melhor, e assim por diante. 

Os valores na tabela dao uma ilustragao numerica da convergencia dos polinomios de Tay¬ 
lor T„{x) para a fungao y = e x . Vemos que, quando x = 0,2, a convergencia e muito rapida. 
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mas, quando x = 3 , ela e um tanto mais lenta. De fato, quanto mais longe x esta de 0, mais 
lentamente T„(x) converge para e x . 

Quando usamos um polinomio de Taylor para aproximar uma fun£ao/, temos de fazer 
as seguintes pergunta: Quao boa e uma aproximagao? Quao grande devemos deixar n para ob- 
ter a precisao desejada? Para respondermos a tais questoes, precisamos olhar os valores ab- 
solutos do resto: 


R n {x) | = | f(x) - T„(x) 


Existem tres metodos possfveis para estimar o tamanho do erro: 

1. Se uma ferramenta grafica estiver dispomvel, podemos usa-la para tracar | R„(x) | e assim 
estimar o erro. 

2. Se a serie for alternada, podemos usar o Teorema da Estimativa de Series Alternadas. 

3. Em todos os casos podemos usar a Desigualdade de Taylor (Teorema 11.10.9), que diz que, 
se | f n+l \x) | M, entao 


I Rf) I 


M 


(n + 1)! 


x — a\ 


EXEMPLO 1 


(a) Aproxime a fungao/(x) = fx por um polinomio de Taylor de grau 2 em a = 8. 

(b) Qual e a precisao dessa aproximacao quando 7 ^ x 9? 

SOLUgAO 


II 

$1 

II 

m 

fix) = 

m 

fix) = -|x“ 5/3 

/"(8) 

fix) = ^x- 8/3 



Entao, o polinomio Taylor de segundo grau e 

Ux) = m + (x - 8) + (x - 8) 2 

= 2 + Ux ~ 8) - 288 (x - 8) 2 


A aproximacao desejada e 

l[x » T 2 (x) = 2 + ^(x - 8) - zk(x - 8) 2 

(b) A serie de Taylor nao e alternada quando x < 8, assim, nao podemos usar o Teorema da 
Estimativa de Series Alternadas nesse exemplo. Mas podemos usar a Desigualdade de Taylor 
com n = 2 e a = 8 

| Ri(x) | ^ — | x - 8 | 

onde | f"\x) \ ^ M. Como x ^ 7, temos x 8/3 5= 7 8/3 e, dessa forma, 

, 10 1 10 1 

f"\x) - -«-< 0,0021 

J 27 x 8/3 27 7 8/3 


Portanto, podemos tomar M = 0,0021. Alem disso, l^x 
e | x — 8 | =£ 1. Entao, a Desigualdade de Taylor da 


9, assim, — l=£x — 8^1 


|«2(l)| 


0,0021 


, 0,0021 

l 3 = —— 7 — < 0,0004 


3! 6 

Logo, se 7 ^ x =£ 9, a aproximacao na parte (a) tem precisao de 0,0004. 



FIGURA2 
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0,0003 



FIGURA 3 


UL£i 0 Module 11.10/11.11 mostra 
graficamente os restos em aproximagoes 
polinomiais de Taylor. 


Vamos usar uma ferramenta grafica para verificar os calculos no Exemplo 1. A Figura 2 
mostra que os graficos de y = l[x e y = T 2 (x) estao muito proximos um do outro quando x 
esta proximo de 8. A Figura 3 mostra o grafico de | R 2 (x) | calculado a partir da expressao 

| R 2 (x) | = | s/x - T 2 (x) | 


Vemos a partir do grafico que 

| R 2 (x) | < 0,0003 

quando 7 =S x =S 9. Entao, a estimativa do erro a partir de metodos graficos e ligeiramente me- 
lhor que a estimativa do erro a partir da Desigualdade de Taylor, nesse caso. 


EXEMPLO 2 


(a) Qual e o maximo erro possfvel ao usar a aproximagao 


sen x ~ x — 



quando —0,3 ^ x 0,3? Use essa aproximagao para encontrar sen 12° com precisao de seis 
casas decimais. 

(b) Para quais valores de x essa aproximagao tern precisao de 0,00005? 

S0LUQA0 

(a) Observe que a serie de Maclaurin 



3! 5! 7! 


e alternada para todos os valores de x diferentes de zero e os termos sucessivos sao decrescentes, 
pois | x | < 1; dessa maneira, podemos usar o Teorema da Estimativa de Series Alternadas. O 
erro na aproximagao de sen x pelos tres primeiros termos de sua serie de Maclaurin e de no 
maximo 


7! 5.040 

Se —0,3 =£ x =£ 0,3, entao | x \ =£ 0,3; assim, o erro e menor que 

<^-4,3X10- 

5.040 

Para encontrarmos sen 12°, primeiro convertemos para radianos: 

127r 


sen 12° = sen 


180 


= sen 


15 


1 


—-I — I — + ( — I — ~ 0,20791169 

15 V 15 / 3! \ 15/ 5! 

Entao, com precisao de seis casas decimais, sen 12° ~ 0,207912. 

(b) O erro sera menor que 0,00005 se 


L- < 0,00005 
5.040 

Resolvendo essa inequagao para x, temos 

|x| 7 < 0,252 ou |*| < (0,252) 1/7 « 0,821 
Assim a aproximagao dada tern precisao de 0,00005 quando | * | < 0,82. 
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O que acontecera se usarmos a Desigualdade de Taylor para resolver o Exemplo 2? Como 
/ (7) (x) = —cos x, obtemos | / ,7, (x) | 1, logo 

\Re(x) | =£ yj- |x| 7 

Assim obtemos as mesmas estimativas que usando o Teorema da Estimativa de Series Alter- 
nadas. 

E com metodos graficos? A Figura 4 mostra o grafico de 

| /? 6 (x) | = | sen x — (x — |x 3 + y^x 5 ) | 


4,3 x 1CT 8 



FIGURA 4 


e vemos a partir dele que | Rf,(x) \ < 4,3 X 10 -8 quando | x | 0,3. Esta e a mesma estima¬ 

tiva que obtivemos no Exemplo 2. Para a parte (b) queremos | Rdx) \ < 0,00005, assim tra- 
gamos y = | R<,(x) e y = 0,00005 na Figura 5. Colocando o cursor no ponto de intersecao a 
direita, descobrimos que a desigualdade e satisfeita quando | x \ < 0,82. De novo, esta e a 
mesma estimativa que obtivemos na solugao do Exemplo 2. 

Se nos fosse pedido para aproximar sen 72° em vez de sen 12° no Exemplo 2, teria sido 
mais eficiente usar o polinomio de Taylor em a = 7 t/ 3 (em vez de a = 0) porque ele e uma 
aproximagao melhor para sen x para valores dexproximos de 7 t/ 3. Observe que 72° esta mais 
proximo de 60° (ou tt/3 radianos) e as derivadas de senx sao faceis de calcular em tt/3. 

A Figura 6 mostra os graficos das aproximagoes por polinomios de Maclaurin 

x 3 

T i (x) = x r 3 (x) = x - — 


r 5 (x) = x — 



r 7 (x) = x — 


3! + 5! 7! 


da curva seno. Voce pode ver que, quando n aumenta, T„{x) e uma boa aproximacao para sen 
x em um intervalo cada vez maior. 


0,00006 


\ y = 0,00005 

1 

v 

y=\ R 6(x)\ 


0 

FIGURA 5 



Um uso desse tipo de calculo feito nos Exemplos 1 e 2 ocorre em calculadoras e compu- 
tadores. Por exemplo, quando voce pressiona as teclas sen ou e x em sua calculadora, ou quando 
um programador de computador usa uma sub-rotina para uma funcao trigonometrica ou ex- 
ponencial ou de Bessel, em muitas maquinas e calculada uma aproximagao polinomial. O po- 
linomio e com frequencia um polinomio de Taylor que foi modificado de modo que o erro seja 
espalhado mais uniformemente por um intervalo. 

Aplicagoes a Fi'sica 

Os polinomios de Taylor sao usados frequentemente na ffsica. Para obter informagoes sobre 
uma equagao, um fisico muitas vezes simplifica uma fungao considerando apenas os primei- 
ros dois ou tres termos em sua serie de Taylor. Em outras palavras, o ffsico usa um polinomio 
de Taylor como uma aproximagao para a fungao. A Desigualdade de Taylor pode, entao, ser 
usada para medir a precisao da aproximagao. O exemplo a seguir mostra uma maneira na qual 
essa ideia e usada em relatividade especial. 


EXEMPLO 3 


Na teoria da relatividade especial de Einstein a massa de um objeto se movendo 
a uma velocidade v e 


m o 

Vl — v 2 /c 2 


m = 
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A curva superior na Figura 7 e o grafico da 
expressao para a energia cinetica K de um 
objeto com velocidade v na relatividade 
especial. A curva inferior mostra a fungao 
usada para K na ffsica newtoniana classi- 
ca. Quando v e muito menor que a veloci¬ 
dade da luz, as curvas sao praticamente 
identicas. 



FIGURA 7 


onde mo e a massa do objeto em repouso e c e a velocidade da luz. A energia cinetica do ob¬ 
jeto e a diferemja entre sua energia total e sua energia em repouso: 


K = me 2 


mgC 


(a) Mostre que, quando v for muito pequeno comparado a c, essa expressao para K coincide 
com a ffsica classica de Newton: K = \nu,v 2 . 

(b) Use a Desigualdade de Taylor para estimar a diferenga entre essas expressoes para K quando 

| v | 100 m/s. 

S0LUQA0 

(a) Usando as expressoes dadas para K e m, obtemos 


K = me" 


m 0 c- 


moc 2 = 


m 0 c 


v 2 \ -l/ 2 

1 - -T 


■\J\ — v 2 /c 2 

- 1 


mac 


Comx = —v 2 /c 2 , a serie de Maclaurin para (1 + x) 1/2 e calculada mais facilmente como uma 
serie binomial com k = — \. (Observe que | x \ < 1 porque v < c .) Por isso, temos 

(i + x) -v2 = i _ + HH *2 + H)HX-D x 3 + 


2 ! 


3! 


= 1 


i , j 2 

tX + sx 


g* 3 + 


K = m 0 c 


V 1 V 2 

3 v 4 

5 v 6 

\ I 


+-— + 



L\ 2 c 2 

8 c 4 

16 c 6 

/ J 


1 v 2 


3 v A 


5 v 6 


— moC~\ -r H-r 3-r + ■ • • 

'2 c 2 8 c 4 16 c 6 

Se v for muito menor que c, todos os termos depois do primeiro sao muito menores quando 
comparados com o primeiro termo. Se os omitirmos, obteremos 

1 v 2 


K ~ m 0 c \——) = 2 m ov 

(b) Se x = — v 2 /c 2 ,f{x ) = m 0 c 2 [(l + x) _1//2 — 1], e M for um numero tal que | f"(x ) | M, 

entao podemos usar a Desigualdade de Taylor para escrever 

i . . | M 9 

|*iW | « Jj-x 

Temos/"(x) = \mac\\ + xj _5/2 e nos foi dado que | v \ ^ 100 m/s, portanto 

3m 0 c 2 3m 0 c 2 


4(1 - v 2 /c 2 ) 5/2 " 4(1 - 100 2 /c 2 ) 5/2 
Logo, com c = 3 X 10 s m/s. 


(= M) 


IftWI 


3 m 0 c 2 


100 4 


4(1 - 100 2 /c 2 ) 5/2 c 4 


< (4,17 X 10^ 10 )mo 


Assim, quando 1| s; 100 m/s, o modulo do erro ao usar a expressao newtoniana para a energia 
cinetica e no maximo (4,2 X 10 _10 )mo. 

Outra aplicacao a ffsica ocorre em optica. A Figura 8 e adaptada a partir de Optics, 4. ed., 
de Eugene Hecht (Sao Francisco, 2002). Ela mostra uma onda de uma fonte pontual S en- 
contrando uma interface esferica de raio R centrada em C. O raio SA 6 refratado em direcao 
a P. 
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FIGURA8 

Refra§ao em uma interface esferica 

Hecht, Eugene, Optics, 4. ed„ © 2002. Impresso 
e reproduzido eletronicamente com permissao da 
Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, N J 


Usando o principio de Fermat de que a luz viaja de modo a minimizar o tempo de percurso, 
Hecht deduz a equacao 


m 



onde ni e n 2 sao indices de ret'racao e €„, (,,, s a e s, sao as distancias indicadas na Figura 8. Pela 
Lei dos Cossenos, aplicada aos triangulos ACS e ACP , temos 

Aqui usamos a identidade 


2 


io = y/R 2 + (j„ + R) 1 - - 2 R{s 0 + R ) cos $ 


C0S(7 T —</))= “COS (f) 


€i = y/R 2 + (Si - R) 2 + 2R(si - R) cos <[> 

Como a Equacao 1 e diffcil para se trabalhar, Gauss, em 1841, a simplificou usando a apro- 
ximacao linear cos <j> ~ I para valores pequenos de (j>- (Isso equivale a usar os polinomios de 
Taylor de grau 1.) Entao, a Equacao 1 se torna a equa 5 ao mais simples a seguir [como lhe sera 
solicitado demonstrar no Exercicio 34(a)]: 


— n i ri 2 — n i 

3 — + — =- 

s„ Si R 

A teoria optica resultante e conhecida como optica gaussiana, ou optica de primeira ordem, 
e tornou-se a ferramenta teorica basica usada no projeto de lentes. 

Uma teoria mais precisa e obtida aproximando cos </i por seu polinomio de Taylor de grau 
3 (que e o mesmo que o polinomio de Taylor de grau 2). Ela leva em considera^ao raios para 
os quais cf> nao e tao pequeno, isto e, raios que atingem a superffcie a distancias h maiores acima 
do eixo. No Exercicio 34(b) lhe sera pedido para que use essa aproximagao para deduzir a equa- 
gao mais precisa 


H m n 2 n 2 ~ ni , 

-h — =-h /?' 

s 0 Si R 


ju_ _ i_ j_r /j _i_ 

2s 0 \ s 0 R ) 2 St \ R Si 


A teoria optica resultante e conhecida como optica de terceira ordem. 

Outras aplica^'oes dos polinomios de Taylor a fisica sao exploradas nos Exercicios 32, 33, 
35, 36, 37 e 38, e no Projeto Aplicado Radiagao Proveniente das Estrelas, neste capitulo. 
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Exercicios 


g 1 . (a) Encontre os polinomios de Taylor ate o grau 6 de 

/( x) = cos x centrados em a = 0. Trace/e esses polinomios 
na mesma tela. 

(b) Calcule/e esses polinomios em x = tt / 4 , ir/2 e tt. 

(c) Comente como os polinomios de Taylor convergem para/(.ic). 

! j 2. (a) Encontre os polinomios de Taylor ate o grau 3 de f(x) = \/x 

centrados em a = 1 . Trace/e esses polinomios na mesma tela. 

(b) Calcule/e esses polinomios em x = 0,9 e 1,3. 

(c) Comente como os polinomios de Taylor convergem para/(.ic). 
^ 3-10 Encontre o polinomio de Taylor T 3 (x) da fungao/centradas no 

numero a. Faga o grafico de/e Tj na mesma tela. 

3. f(x ) = l/x, a = 2 

4. f(x ) =x + e~\ a = 0 

5 . f(x) = cosjc , a = tt /2 

6. f(x) = e~ x sente, a = 0 

7 . f(x) = In x, a = 1 

8. f(x) = x cos x, a = 0 

9. f(x) = xe~ 2x , a = 0 

10 . f(x ) = tg — 1 jc, a = 1 


[sca| 11-12 Use um sistema de algebra computacional para encontrar os po¬ 
linomios de Taylor T„ centrados em a para n = 2, 3, 4, 5. Entao trace 
os grafico estes polinomios e/na mesma tela. 

11. f(x) = cotg.r, a = tt/4 

12. f(x ) = -J/l + x\ a = 0 


13-22 

(a) Aproxime/por um polinomio de Taylor com grau o no numero a. 

(b) Use a Desigualdade de Taylor para estimar a precisao da aproxi¬ 
magao f(x) ~ T„(x) quando x estiver no intervalo dado. 

^ (c) Verifique seu resultado na parte (b) tragando | R„(x) |. 


13 . f(x) 

= yfx. 

a = 4, n = 2, 

4 =S x =S 4,2 

14 . fix) 

= -U 2 , 

o = l, n = 2, 

0,9 x =£ 1,1 

15 . fix) 

= x 2 ' 3 . 

o=l, n = 3. 

0,8 x « 1,2 

16 . fix) 

= senx, 

& 

II 

ON 

S 

II 

4, 0 x ^ 7t/3 


17. f(x) = secx, a = 0, n = 2, —0,2 x =£ 0,2 

18. f(x) = ln( 1 + 2x), a = l, n = 3, 0,5 =£ x s= 1,5 

19. f(x) = e x \ o = 0, n = 3, 0 « x « 0,1 

20. f(x ) = .V In x, a = 1, n = 3, 0,5 =s x =s 1,5 

21. f(x ) = x sentr, o = 0, n = 4, —l^tc^l 

22. f(x) = senh 2 jc, o = 0, n = 5, — 1 =£ x =£ 1 

23. Use a informagao do Exercfcio 5 para estimar cos 80° com pre¬ 
cisao de cinco casas decimais. 

24. Use a informagao do Exercfcio 16 para estimar sen 38° com pre¬ 
cisao de cinco casas decimais. 

25. Use a Desigualdade de Taylor para determinar o numero de ter- 
mos da serie de Maclaurin de e x que devem ser usados para esti¬ 
mar e 01 com precisao de 0,00001. 

26. Quantos termos da serie de Maclaurin de ln( 1 + x) voce precisa 
usar para estimar In 1,4 com precisao de 0,001? 


27—29 Use o Teorema da Estimativa de Series Altemadas ou a Desi¬ 
gualdade de Taylor para estimar a gama de valores de x para os quais 
a aproximagao dada tern precisao dentro do erro estabelecido. Veri¬ 
fique sua resposta graficamente. 

x 3 

27. sen x ~ x -(| erro | < 0,0l) 

6 

* 2 _ r 4 

28. cos x ~ 1 — : -1- -— (| erro | < 0,005) 

2 24 v ' 

x 3 

29. arctg x ~ x — — + — (| erro | < 0,05) 


30. 


Suponha que voce saiba que 


/ w ( 4) = 


(— l)"n! 
3 "(n + 1) 


e que a serie de Taylor de/centrada em 4 converge para/fr) para 
todo x no intervalo de convergencia. Mostre que o polinomio de 
Taylor de grau 5 aproxima/(5) com erro menor que 0,0002. 

31. Um carro esta se movendo com velocidade de 20 m/s e acelera- 
gao de 2 m/s 2 em um dado instante. Usando um polinomio de Tay¬ 
lor de grau 2, estime a distancia que o carro percorre no proximo 
segundo. Seria razoavel utilizar esse polinomio para estimar a dis¬ 
tancia percorrida durante o proximo minuto? 

32. A resistividade p de um fio condutor e o recfproco da condutivi- 
dade e e medida em unidades de ohm-metros (fl-m). A resistivi¬ 
dade de um dado metal depende da temperatura de acordo com 
a equagao 


p(t) = p 2 oe“ ( ' 20) 


onde tea temperatura em °C. Existent tabelas que listam os va¬ 
lores de a (o coeficiente de temperatura) e p 2 o (a resistividade a 
20 °C) para varios metais. Exceto a temperaturas muito baixas, a 
resistividade varia quase linearmente com a temperatura, e assim 
e comum aproximar a expressao para p(t) por seu polinomio de 
Taylor de grau 1 ou 2 em t = 20. 

(a) Encontre expressoes para estas aproximagoes linear e qua- 
dratica. 

^ (b) Para o cobre, a tabela fomece a = 0,0039/°C e 

p 20 = 1,7 X 10~ 8 fl-m. Trace a resistividade do cobre e as 
aproximagoes linear equadratica para —250°C =£ t 1000°C. 
^ (c) Para quais valores de t a aproximagao linear coincide com a 

expressao exponencial com precisao de 1%? 

33. Um dipolo eletrico consiste em duas cargas eletricas de modulos 
iguais e sinais opostos. Se as cargas forem qe —qe estiverem lo- 
calizadas a uma distancia d , entao o campo eletrico E no ponto P 
na figura e 


q q 

E ~ D 2 (D + d ) 2 


^ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador | SCA| E necessario usar um sistema de computa^ao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponiveis em www.stewartcalculus.com 
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Expandindo essa expressao para E como uma serie de potencias 
de d/D, mostre que E e aproximadamente proporcional a l/D 2 
quando P esta muito distante do dipolo. 


P - 



_ L 2 5 L 
~ 2 R 24 R 


(c) Compare as corre^oes dadas pelas formulas em (a) e (b) para 
uma rodovia que tenha 100 km de percurso. (Tome o raio da 
Terra como 6.370 km.) 


34. (a) Deduza a Equa<jao 3 para a optica gaussiana a partir da Equa- 

5 ao 1 aproximando cos (f> na Equa§ao 2 por seu polinomio de 
Taylor de grau 1. 

(b) Mostre que se cos 4> for substitufdo por seu polinomio de Tay¬ 
lor de terceiro grau na Equa^ao 2, entao a Equa^ao 1 se torna 
Equa§ao 4 para terceira ordem optica. [Dica: Use os dois pri- 
meiros termos da serie binomial para UT 1 e 1 ■ Use, tambem, 
4 > ~ sen 4 >.] 

35. Se uma onda de agua com comprimento L se mover com veloci- 
dade v ao longo de um corpo de agua com profundidade d, como 
na figura, entao 


v 


2 



2t rd 
L 


(a) Se a agua for profunda, mostre que v ~ yJgL/(2Tr). 

(b) Se a agua for rasa, use a serie de Maclaurin para tgh para mos- 
trar que v ~ yfgd . (Entao, em agua rasa a velocidade de uma 
onda tende a ser independente do comprimento da onda.) 

(c) Use o Teorema da Estimativa de Series Altemadas para mos- 
trar que, se L > 10 d, entao a estimativa v 2 ~ gd tern preci¬ 
sao de 0,014gL. 



36. Um disco uniformemente carregado tern raio R e densidade de 
carga superficial <x como na figura. O potencial electrico V no 
ponto P a uma distancia d ao longo do eixo perpendicular central 
do disco e 

V = 2nk e cr{yJd 1 + R 1 - d) 

onde k e e uma constante (chamada constante de Coulomb). Mos¬ 
tre que 

7 rk e R 2 a 

V ~ -para d grande 

d 



37. Se um topografo mede as diferen§as nas elevajoes dos terrenos 
em um deserto, com a ftnalidade de construir uma rodovia, ele tern 
de fazer correqoes por causa da curvatura da Terra. 

(a) Se R e o raio da Terra eie'o comprimento da rodovia, mos¬ 
tre que a corre^ao a ser feita sera 

C = R sec (L/R) - R 

(b) Use um polinomio de Taylor para mostrar que 



38. O periodo de um pendulo com comprimento L que faz um angulo 
maximo do com a vertical e 


, L 
T= 4A/— 


r 

Jo 


dx 


V1 - k 2 


onde k = sen(|0 o ) e g e a aceleragao da gravidade. (No Exercf- 
cio 42 da Segao 7.7, no Volume I, essa integral foi aproximada 
pela regra de Simpson.) 

(a) Expanda o integrando como uma serie binomial e use o re- 
sultado do Exercicio 50 da Se§ao 7.1, no Volume I, para mos¬ 
trar que 


J= 2t7 A / — 


l 2 ,, 

1 + —- k 2 
2 1 


1 2 3 2 

+ —f^k 4 


+ 


1 2 3 2 5 2 


-k 6 + 


2 2 4 2 ' v ' 2 2 4 2 6 2 
Se do nao for muito grande, a aproxima§ao T ~ iTTyjL/g , 
obtida ao se usar o primeiro termo da serie, e frequente- 
mente utilizada. Uma aproxima^ao melhor seria obtida pelos 
dois primeiros termos: 


277 


f (1 + U 2 ) 


(b) Observe que todos os termos da serie, com excejao do pri¬ 
meiro, tem coeficientes que sao, no maximo, j. Use esse fato 
para comparar esta serie com a serie geometrica e mostre que 



(l +\k 2 )^T^ 277 



4 - 3k 2 
4 - 4k 2 


(c) Use as desigualdades em (b) para estimar o periodo de um 
pendulo com L = 1 metro e do = 10°. Como isso se compara 
com a estimativa T ~ lir^/L/g ? E se do = 42° ? 

39. Na Se^ao 4.8 no Volume I. consideramos o metodo de Newton para 
aproximar uma raiz r da equagao f(x) = 0, e a partir de uma 
aproxima^ao inicial Xi obtivemos aproxima§oes sucessivas 
Xi , X 3 ,. . ., onde 


%n +1 %n 


/(*«) 

/'(•*») 


Use a desigualdade de Taylor com n = l, a = x„ e x = r para 
mostrar que, se f"(x) existir em um intervalo I contendo r, x„ 
e x n +i, e j f"(x) | ^ M, \ f'(x) \ > K para todo x E I, entao 


|x„ + 1 -r|^—|x„-r | 2 

[Isso significa que, se x„ tem precisao de d casas decimals, entao 
jc„+i tera precisao de cerca de 2d casas decimais. Mais precisa- 
mente, se o erro no estagio n for no maximo ltr m , entao o erro 
na etapa n + 1 sera no maximo (M/ 2A')10 _2m .] 
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CALCULO 


RADIACAO PROVENIENTE DAS ESTRELAS 



Qualquer objeto emite radiagao quando aquecido. Um corpo negro e um sistema que absorve toda a 
radiagao que incide nele. Por exemplo, uma superffcie preta nao brilhante ou uma grande cavidade 
com um pequeno furo em sua parede (como uma fomalha siderargica) e um corpo negro e emite ra¬ 
diagao de corpo negro. Ate a radiagao do Sol esta proxima de ser a radiagao de um corpo negro. 

Proposta no fim do seculo XIX, a Lei de Rayleigh-Jeans expressa a densidade de energia da 
radiagao do corpo negro de comprimento de onda A como 


/(A) 


8t rkT 


onde A e medido em metros. Tea temperatura em kelvins (K) eke a constante de Boltzmann. A 
Lei de Rayleigh-Jeans coincide com as medidas experimental para comprimentos de onda longos, 
mas diverge drasticamente para comprimentos de onda curtos. [A lei prediz que /(A) —> co 
quando A —> 0 + , mas experiences mostraram que /(A) —» 0.] Este fato e conhecido como a ca- 
tastrofe ultravioleta. 

Em 1900, Max Planck encontrou um modelo melhor (conhecido agora como a Lei de Planck) 
para a radiagao do corpo negro: 


/(A) 


8tt/?cA 5 

e hc/ttkT) _ J 


onde A e medido em metros, Tea temperatura (em kelvins) e 

h = constante de Planck’s = 6,6262 X 10~ 34 J-s 
c = velocidade da luz = 2,997925 X 10 s m/s 

k = constante de Boltzmann’s = 1,3807 X 10~ 23 J/K 

1. Use a Regra de l’Hospital para mostrar que 

lim /(A) = 0 e lim /(A) = 0 

A—>0 + A-»°° 

para a Lei de Planck. Assim, essa lei pode modelar melhor a radiagao do corpo negro que a Lei 
de Rayleigh-Jeans para comprimentos de onda mais curtos. 

2. Use um polinomio de Taylor para mostrar que, para comprimentos de onda longos, a Lei de 
Planck fomece aproximadamente os mesmos valores que a Lei de Rayleigh-Jeans. 

03 3. Trace/dada por ambas as leis na mesma tela e comente as similaridades e diferengas. Use 
T = 5.700 K (a temperatura do Sol). (Voce pode querer mudar de metros para unidade mais 
conveniente de micrometros: 1 |xm = 10~ 6 m.) 

4 . Use seu grafico no Problema 3 para estimar o valor de A para o qual /(A) e um maximo na Lei 
de Planck. 

5. Investigue como o grafico de/muda quando T varia. (Use a Lei de Planck.) Em particular, trace 
/para as estrelas Betelgeuse (T = 3 400 K), Procyon (T = 6 400) e Sirius (T = 9 200 K), e tam- 
bem o Sol. Como a radiagao total emitida (a area sob a curva) varia com 77 Use o grafico para 
comentar por que Sirius e conhecida como uma estrela azul e Betelgeuse, como uma estrela 
vermelha. 


03 E 


necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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Revisao 


Verificacao de Conceitos 


1. (a) O que e uma sequencia convergente? 

(b) O que e uma serie convergente? 

(c) O que significa a„ = 3? 

(d) O que significa 2“_i a„ = 3? 

2. (a) O que e uma sequencia limitada? 

(b) O que e uma sequencia monotona? 

(c) O que voce pode dizer sobre uma sequencia monotona limi¬ 
tada? 

3. (a) O que e uma serie geometrica? Sob quais circunstancias ela 

e convergente? Qual e sua soma? 

(b) O que e uma serie p? Sob quais circunstancias ela e conver¬ 
gente? 

4. Suponha que 2 a„ = 3 e s„ seja a n-esima soma parcial da serie. 
O que e lim„^» a„l O que e lim„_><» s„l 

5. Enuncie o seguinte: 

(a) O Teste para Divergencia. 

(b) O Teste da Integral. 

(c) O Teste da Comparagao. 

(d) O Teste da Comparagao no Limite. 

(e) O Teste da Serie Altemada. 

(f) O Teste da Razao. 

(g) O Teste da Raiz. 

6 . (a) O que e uma serie absolutamente convergente? 

(b) O que voce pode dizer sobre estas series? 

(c) O que e uma serie condicionalmente convergente? 

7. (a) Se uma serie for convergente pelo Teste da Integral, como voce 

estima sua soma? 

(b) Se uma serie for convergente pelo Teste da Comparagao, 


Quiz Verdadeiro-Falso 


Determine se a afirmagao e falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, 

explique por que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que 

mostre que e falsa. 

1. Se lim„^<*, a„ = 0, entao 2 a„ e convergente. 

2. A serie 2“_i n ~ se ” 1 e convergente. 

3. Se lim,,^ a„ = L , entao lim„^» a 2 „+i = L. 

4 . Se 2 c„6" for convergente, entao 2 c„( — 2)' 1 e convergente. 

5. Se 2 c„6” for convergente, entao 2 c„(— 6)" e convergente. 

6. Se 2 c„x" diverge quando x = 6, entao ela diverge quando 
x = 10. 

7. O Teste da Razao pode ser usado para determinar se 2 \/n 3 con¬ 
verge. 

8. O Teste da Razao pode ser usado para determinar se 2 \/n\ con¬ 
verge. 

9. Se 0 =£ a„ =S b„ e 2 b„ divergir, entao 2 a„ diverge. 


10 . 


n -o n! 


como voce estima sua soma? 

(c) Se uma serie for convergente pelo Teste da Serie Altemada, 
como voce estima sua soma? 

8. (a) Escreva a forma geral de uma serie de potencias. 

(b) O que e o raio de convergencia de uma serie de potencias? 

(c) O que e o intervalo de convergencia de uma serie de potencias? 

9. Suponha qu ef(x) seja a soma de uma serie de potencias com raio 
de convergencia R. 

(a) Como voce deriva/? Qual e o raio de convergencia da serie 
para/'? 

(b) Como voce integra/? Qual e o raio de convergencia da serie 
para j f(x) dxl 

10. (a) Escreva uma expressao para a serie de Taylor de n-esimo 

grau de/centrada em a. 

(b) Escreva uma expressao para a serie de Taylor de/centrada 
em a. 

(c) Escreva uma expressao para a serie de Maclaurin de/. 

(d) Como voce mostra que/(A) e igual a soma de sua serie de Tay¬ 
lor? 

(e) Enuncie a Desigualdade de Taylor. 

11. Escreva a serie de Maclaurin e o intervalo de convergencia para 
cada uma das seguintes fungoes: 

(a) 1/(1 — x) (b) e x (c) senx 

(d) cos.r (e) tg~bc (f) ln(l + x) 

12 . Escreva a expansao da serie binomial de (1 + x) k . Qual e o raio de 
convergencia desta serie? 


11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 

22 . 


Se — 1 < a < 1, entao lim„^» a" = 0. 

Se 2 a„ e divergente, entao 2 | a„ \ e divergente. 

Se f(x) = 2x — x 2 + \x* — ■■■ converge para todo x, entao 

/"'( 0 ) = 2 . 

Se {a„} e {b„} sao ambas divergentes, entao {a„ + b„} e diver¬ 
gente. 

Se{a„}e{/>„} sao ambas divergentes, entao {a n b„} e divergente. 
Se {a„} e decrescente e a„ > 0 para todo n, entao {a„} sera con¬ 
vergente. 

Se fl„ > 0 e 2 a„ converge, entao 2 (— l)"a„ tambem converge. 
Se a„ > 0 e lim„^„ (a„ + 1 /a„) < 1, entao lim„^„ a„ = 0. 
0,99999 . . . = 1 

Se lim a„ = 2, entao lim (a „+3 — a „) = 0. 

Se um numero finito de termos forem adicionados a uma serie 
convergente, a nova serie tambem e convergente. 


Se 2 


A e X f>i, 

n =1 


B , entao 2 a nb„ = AB. 

n =1 


e 


a , 
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CALCULO 


Exerci'cios 


1-8 Determine se a sequencia e convergente ou divergente. Se ela for 
convergente, encontre seu limite. 

2 + n 3 


1. Cl„ 

3. a„ = 

5. ci,i 


1 + 2 n 3 

3 


n 


1 + n 2 

n sen n 
n 2 + 1 


7. {(1 + 3/n) 4 "} 


2. a„ =- 

10 " 

4. a„ = cos(tnr/2) 
In n 

6 . u n ,— 

v« 

8 . {(-10 )"/«!} 


9. Uma sequencia e definida recursivamente pelas equates a i = 1, 
a„+ 1 = |(a„ + 4). Mostre que {a„}6 crescente e a„ < 2 paratodo 
n. Deduza que {a,,} e convergente e encontre seu limite. 

^ 10. Mostre que lim„^» n A e = 0 e use um grafico para encontrar 
o menor valor de N que corresponde a e = 0,1 na definigao de 
limite. 

11-22 Determine se a serie e convergente ou divergente. 


11 . 


i 


n 

n 3 + 1 


12 . 


i 


n 2 + 1 
n 3 + 1 


13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 


1 ~ 
A c» 

n= 1 J 


n =2 nyjmn 
cos 3 n 


n=2 

i 

n =1 

i 


i 


„ti 1 + (1,2)" 

1 • 3 • 5 • ■ 


(2 n 


5 n n\ 


sc-i y- l ^rr 

„_i n + 1 


14. 

16. 

18. 

20 . 

22 . 


v (-1)" 
„_i -Jn + 1 

2 In 


3n + 1 


i 

n=l 

i 

n =1 

i 


(1 + 2/7 2 )" 

(~5) 2 " 

n 2 9" 

•Jn + 1 — ■x/'j — 1 
n 


Determine se a serie e condicionalmente convergente, absolu- 
tamente convergente ou divergente. 


23. 2 (-1 )"~ l n 




25. 2 

n =1 


(-!)"(« + 1)3" 


24. 2 (— 1)” 

n =1 

26. I 

n -2 In n 


27-31 Encontre a soma da serie. 

n=l ^ 


28. 2 


1 


n -1 n(n + 3) 


32. Expresse a dlzima periodica 4,17326326326... como uma fra^ao. 

33. Mostre que cosh x 3 s 1 + {.v 2 para todo x 

34. Para quais valores de x a serie (In x)" converge? 


“ (—1)" +1 

35. Encontre a soma da serie 2 -»— com precisao de quatro ca- 

n -1 n 

sas decimals. 

36. (a) Encontre a soma partial da serie S"=i l/n 6 eestimeoerro 

ao usa-la como uma aproximagao para a soma da serie. 

(b) Encontre a soma da serie com precisao de cinco casas deci¬ 
mals. 

37. Use a soma dos oito primeiros termos para aproximar a soma da 
serie (2 + 5") _1 . Estime o erro envolvido nessa aproxima- 
§ao. 

^ n" 

38. (a) Mostre que a sene 2j - e convergente. 

„-i (2n)! 


n 

(b) Deduza que lim -—— = 0. 

(2zi)! 

39. Demonstre que, se a serie a„ for absolutamente convergente, 
entao a serie 


i 



e absolutamente convergente tambem. 

40-43 Encontre o raio de convergencia e o intervalo de convergencia 
da serie. 


40. 2 (-1)' 

n— 1 


x" 

n 2 5 


41. 


y (x + 2 )" 
h n4" 


42 j 2 "^~ 2 > 
' „ Z , (// + 2)! 


43. 


y 2"(x - 3) 
„_o V n + 3 


44. Encontre o raio de convergencia da serie 

( 2 «)! „ 

(77!) 2 X 

45. Encontre a serie de Taylor def(x) = sen x em a = 77 -/ 6 . 

46. Encontre a serie de Taylor de f(x) = cos x em a = 77 -/ 3 . 

47-54 Encontre a serie de Maclaurin de/e seu raio de convergencia. 
Voce pode usar o metodo direto (a definigao de serie de Maclaurin) 
ou series conhecidas, como a serie geometrica, a serie binomial ou a 
serie de Maclaurin de e x , sen x, tg _1 x e ln(l + x). 

47. f{x) = 48. fix) = tg-V) 

1 + x 

49. f(x) = ln(4 - x) 50. fix) = xe lx 

51. fix) = sen(x 4 ) 52. fix) = 1 0 X 


29- 2 [tg 'in + 1) - tg '//] 

n= 1 


31. 1 




30. 2 

n =0 


(-1 Ytt" 
3 2 "(2m)! 


53. fix) = l/</!6 - jc 54. fix) = (1 - 3.v)- 5 


re 

55. Calcule — dx como uma serie infinita. 

J x 

56. Use series para aproximar [q 1 *J\ + x 4 dx com precisao de duas 
casas decimais. 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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57-58 

(a) Aproxime/por um polinomio de Taylor com zz-esimo grau no nu- 
mero a. 

^ (b) Trace/e T„na mesma tela. 

(c) Use a Desigualdade de Taylor para estimar a precisao da aproxi- 
magao f(x ) ~ T„(x) quando x estiver no intervalo dado. 

^ (d) Verifique seu resultado na parte (c) tragando | R„(x) |. 

57 . /( x) = y/x, a = 1, n — 3, 0,9 =S x « 1,1 

58 . f(x ) = sec x, a = 0, n = 2, 0 =£ x =£ ir/6 


59 . 


60 . 


Use series para calcular o limite a seguir. 

sen x — x 
lim- j - 

x—*0 X 3 

A forga da gravidade em um objeto de massa m a uma altura h 
acima da superflcie da Terra e 


onde Re o raio da Terra eg e a aceleragao da gravidade para um 

objeto sobre a superflcie da terra. 

(a) Expresse F como uma serie de potencias em h/R. 

(b) Observe que se nos aproximamos F pelo primeiro termo da se¬ 
rie, temos a expressao F ~ mg, que e normalmente utilizada 
quando h e muito menor que R. Use o Teorema da Estimativa 
de Series Altemadas ou a Desigualdade de Taylor para estimar 
a gama de valores de h para os quais a aproxima^ao F ~ mg 
tern precisao dentro de um por cento. (Use R = 6.400 km.) 

61 . Suponha que f(x) = c„x" para todo x. 

(a) Se/e uma funijao impar, mostre que 

Co = Ci = c 4 = ■ ■ ■ = 0 

(b) Se/for uma fun^ao par, mostre que 

Ci = c 3 = c s = ■ ■ ■ = 0 

62 . Sef(x) = e* 1 , mostre que/ (2n) (0) = 

n\ 


mgR 1 
(.R + hf 




Problemas Quentes 


EXEMPL0 1 


Calcule a soma da serie 2 


(x + 2) n 


S0LUQA0 O princfpio de resolucao de problemas que e relevante aqui e reconhecer algo 
familiar. As series dadas se parecem em alguma coisa com uma serie que ja conhecemos? 
Bern, ela tern alguns ingredientes em comum com a serie de Maclaurin para a funqao expo- 
nencial: 


Antes de olhar a solugao do exemplo, 
cubra-a e tente resolve-lo voce mesmo. 


x" x 2 x 3 

e*= — = 1 + x + — + — + • • • 

„-o n\ 2! 3! 

Podemos fazer esta serie parecer mais com a nossa serie dada pela substituigao de x por x + 2: 

“ (x + 2)" (x + If (x + 2f 

e*+2 = v 2-= i + ( X + 2) + + - - - 


«-o n\ 


2! 


3! 


Mas aqui o expoente no numerador corresponde ao numero no denominador cujo fatorial e ti- 
rado. Para que isso acontega na serie dada, vamos multiplicar e dividir por (x + 2 ) 3 : 


y {x + 2f = 1 “ (x+- 2)” +3 

„=o(n + 3)! (x + 2) 3 „_ 0 (n + 3)1 


= (x + 2) -3 


(x + 2f | (x + 2) 4 | 
3! 4! 


Vemos que a serie entre parenteses e apenas a serie para e A+2 com os tres primeiros termos fal- 
tando. Logo, 


j, (x + 2)" 
„-o (n + 3)! 


= (x + 2 r 


1 - (x + 2) - 


(x + 2 f 


2! 
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FIGURA PARA 0 PROBLEMA 4 





FIGURA PARA 0 PROBLEMA 5 


Problemas 

1. Sef(x) = sen(.nr 3 ), encontre / (15) (0). 

2 . Uma fungao/e defmida por 

f{x) = lim 

n—»°° 

Onde/e contmua? 

3. (a) Mostre que tg \x = cotg \x — 2 cotg x. 
(b) Encontre a soma da serie 

1 


- 1 


+ 1 


2 

n-l ^ 


tg 


2 " 


Seja { P„ \ uma sequencia de pontos determinados como na figura. Entao ,4/' = 1, 

| P„Pn+ 1 1 = 2" ', e o angulo AP n P n+i e um angulo reto. Encontre lirn„ AP„AP n + i. 

Para construir a curva floco de neve, comece com um triangulo equilatero com lados 1 
de comprimento. A Etapa 1 na construcao e dividir cada lado em tres partes iguais, cons¬ 
truir um triangulo equilatero na parte do meio e entao apagar a parte do meio (veja a fi¬ 
gura). A Etapa 2 consiste em repetir a Etapa 1 para cada lado do polfgono resultante. Esse 
processo e repetido a cada etapa seguinte. A curva floco de neve e aquela que resulta da 
repeticao desse processo indefinidamente. 

(a) Sejam s„, /„ e p„ as representagoes do numero de lados, do comprimento de um lado e 
do comprimento total da n-esima curva de aproximagao (a curva obtida depois da Etapa 
n de construcao), respectivamente. Encontre formulas para s„, l„ e p„. 

(b) Mostre que p„ —» °° quando n — >• ». 

(c) Some uma serie infmita para encontrar a area dentro da curva floco de neve. 
Observagao : As partes (b) e (c) mostram que a curva floco de neve e infinitamente longa, 
mas delimita apenas uma area finita. 

Encontre a soma da serie 

111111 1 

1 + — +-h-h — + — + — + - +•■• 

2 3 4 6 8 9 12 

onde os termos sao os recfprocos dos inteiros positivos cujos unicos fatores primos sao 2 e 3. 

(a) Mostre que, para xy — 1 , 

x - y 

arctg x — arctg y = arctg- 

1 + xy 

se o lado esquerdo estiver entre —tt/2 e tt/2. 

(b) Mostre que arctg jfjj — arctg 55 = ir/4. 

(c) Deduza a seguinte formula de John Machin (1680-1751): 

4 arctg | - arctg h = 

(d) Use a serie de Maclaurin para arctg para mostrar que 

0,1973955597 < arctg 5 < 0,1973955616 

(e) Mostre que 

0,004184075 < arctg ^ < 0,004184077 

(f) Deduza que, com precisao de sete casas decimals, ir = 3,1415927. 

Machin usou esse metodo em 1706 para encontrar 77 com precisao de 100 casas decimals. 
Recentemente, com a ajuda de computadores, o valor de 7 r tern sido calculado com uma 
precisao cada vez maior. Em 2009, T. Daisuke e sua equipe calcularam o valor de 77 para 
mais de dois trilhoes de casas decimals! 

(a) Demonstre uma formula similar aquela no Problema 7(a), mas envolvendo arccotg em 
vez de arctg. 
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(b) Encontre a soma da serie S^= 0 arccotgO? 2 + n + 1). 

9. Encontre o intervalo de convergencia de S)- n'x" e sua soma. 

10. Se a 0 + fli + a 2 + ■ • • + a k = 0, mostre que 


lim (a 03 /n + a\^n + 1 + a 2 yjn + 2 + ■ ■ • + a k \Jn + k ) = 0 

n —>oo 


Se voce nao ve como demonstrar isso, tente a estrategia de resolucao de problemas com 
uso de analogias (Caprtulo 1 - Volume I). Tente os casos especiais k = 1 e k = 2 primeiro. 
Se voce vir como demonstrar a assercao para esses casos, provavelmente vera como de- 
monstra—la no caso geral. 


11. Encontre a soma da serie y. In 1- r . 

n =2 \ It / 

12 . Suponha que voce tenha um grande suprimento de livros, todos do mesmo tamanho, e os 
empilhe na borda de uma mesa, com cada livro se estendendo mais longe da borda da mesa 
do que o livro embaixo dele. Mostre que e possrvel fazer isso de maneira que o livro no 
topo da pilha fique inteiramente alem da mesa. De fato, mostre que o livro do topo pode 
se estender a qualquer distancia alem da borda da mesa se a pilha for alta o suficiente. Uti¬ 
lize o seguinte metodo de empilhamento: o livro do topo se estende por metade de seu com- 
primento alem do segundo livro. O segundo livro se estende por um quarto de seu com- 
primento alem do terceiro. O terceiro se estende por um sexto de seu comprimento alem 
do quarto, e assim por diante. (Tente voce mesmo com um baralho.) Considere centros de 
massa. 

13. Se a curva y = e ~* /w sen x, x s* 0, for girada em torno do eixo x, o solido resultante se pa- 
rece com uma sequencia infinita de bolinhas decrescentes. 

(a) Encontre o volume exato da n-esima bolinha. (Use uma tabela de integrals ou um sis- 
tema de computa 5 ao algebrica.) 

(b) Encontre o volume total das bolinhas. 


14. Se p > 1, calcule a expressao. 


1 1 1 

1 H-— + — + — + ■ 

2 p y 4? 


1 —-b--b • ■ • 

2 P 3 P A p 

15. Suponha que circulos de diametros iguais sejam agrupados o mais junto possrvel em n fi- 
leiras dentro de um triangulo equilatero. (A figura ilustra o caso n = 4.) Se A for a area do 
triangulo e A„ for a area total ocupada pelas n fileiras de circulos, mostre que 




FIGURA PARA 0 PR0BLEMA 15 


A„ TT 

lim — =- t = 

A 2^/3 

16. Uma sequencia {a,,} e definida recursivamente pelas equa§oes 

ao = «i = 1 n(n — 1 )a„ = (n — 1 )(n - 2)a„-i - (n - 3)a„~2 


Encontre a soma da serie a„. 

17. Tomando o valor de em 0 igual ale integrando uma serie termo a termo, mostre que 

x *dx= 

n =i n" 

18. Comecando com os vertices /VO, 1), P 2 ( 1, 1), PA 1,0), PS), 0) de um quadrado, construimos 
pontos adicionais conforme mostrado na figura: P 5 e o ponto medio de PiP 2 , P<, e o ponto 
medio de P 2 Pi, Pi e o ponto medio de P JA, e assim por diante. O caminho espiral poligo- 
nal PiP 2 P<PiPsPf,P-... tende a um ponto P dentro do quadrado. 

(a) Se as coordenadas de P„ forem (x„, y„), mostre que \x„ + x„ +i + x n+2 + x„+ 3 = 2 e en¬ 
contre uma equagao similar para as coordenadas v. 

(b) Encontre as coordenadas de P. 


Pi Pi Pi 
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19. 

20 . 


Encontre a soma da serie y. -. 

tx ( 2 n + 1 ) 3 " 

Efetue as seguintes etapas para mostrar que 

1111 

- + - + - + - 

1-2 3-4 5-6 7-8 


+ 


= In 2 


(a) Use a formula para a soma de uma serie geometrica finita (11.2.3) para obter uma ex- 
pressao para 

l - X + X 2 ~ x 3 + • • • + X 2 " -2 - X 2 "- 1 

(b) Integre o resultado da parte (a) de 0 a 1 para obter uma expressao para 



FIGURA PARA 0 PROBLEMA 22 


111 11 
— -|--[- • • • H- — - 

2 3 4 In - 1 2n 


como uma integral. 

(c) Deduza a partir da parte (b), que 

1 1 1 1 _p dx 

1 • 2 + 3 • 4 + 5 • 6 + ' ' ‘ + (2n - 1)(2 n) Jo 1 + x 

(d) Use a parte (c) para mostrar que a soma da serie dada e In 2. 

21 . Encontre todas as solucoes da equaqao 


< [\ 2n dx 
Jo 


x x 2 x 3 x 4 

1 +-b-h - + - + 

2! 4! 6! 8! 


• = 0 


Dica: Considere os casos x 3= 0 e x < 0 separadamente. 


22 . Triangulos retangulos sao construldos conforme a figura. Cada triangulo tem altura igual 
ale sua base e a hipotenusa do triangulo anterior. Mostre que essa sequencia faz um nu- 
mero ilimitado de voltas ao redor de P, demonstrando que 2 0„ e uma serie divergente. 


23. Considere a serie cujos termos sao os reclprocos de inteiros positivos que podem ser es- 
critos na base 10 sem usar o dlgito 0. Mostre que essa serie e convergente e a soma e me- 
nor que 90. 


24. (a) Mostre que a serie de Maclaurin da fimcao 


f(x) = - --- 2 e 2 fnX" 

1 — X — X „_l 

onde f,6 o n-esimo numero de Fibonacci, isto e, /i = 1, / 2 = 1, e /„ = /„-i + f„- 2 para 
n > 3. [Dica: Escreva x/(l — x - x 2 ) = co + cix + c 2 x 2 + ■ ■ ■ e multiplique ambos os 
lados desta equa 5 ao por 1 - x — x 2 .] 

(b) Ao escrever/(x) como uma soma de fracoes parciais, portanto, obtendo a serie de Ma¬ 
claurin de uma maneira diferente, encontre uma formula explfcita para o n-esimo nu¬ 
mero de Fibonacci. 

25. Considere 


x 3 x 6 X 9 

u — 1 + — + — + — + • 

3! 6! 9! 

X 4 X 7 x 10 

V = X -\ -I-1-b 

4! 7! 10! 


x 2 x 5 x 8 

W = -b-b-b • 

2! 5! 8! 


Mostre que « 3 + v 3 + w 3 - 3uvw = 1. 

26. Demonstre que se n > 1, a n-esima soma parcial da serie harmonica nao e um inteiro. Dica: 
Seja 2 k a maior potencia de 2 que e menor ou igual a n e seja M o produto de todos os in¬ 
teiros Impares que sao menores ou iguais a n. Suponha que s„ = m, um inteiro. Entao, 
M2 k s„ = M2 k m. O lado direito dessa cquacao e par. Demonstre que o lado esquerdo e 1m- 
par, mostrando que cada um de seus termos e um inteiro par, com excecao do ultimo. 




















Mark C. Burnett/Photo Researchers, Inc 



Vetores e a Geometria 
do Espago 



Exemplos de superficies e solidos que estu- 
damos neste capitulo sao paraboloides 
(usados para antenas parabolicas) e hiper- 
boloides (usados para torres de resfria- 
mento de reatores nucleares). 


Neste capitulo apresentamos vetores e sistemas de coordenadas para um espago tridimen¬ 
sional. Esta sera a definigao para o nosso estudo do calculo de fungoes de duas variaveis no 
Capitulo 14 porque o grafico de tal fungao e uma superficie no espago. Neste capitulo, vere- 
mos que vetores fornecem uma descrigao particularmente simples descrigoes de retas e pia¬ 
nos no espago. 
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Sistemas de Coordenadas Tridimensionais 


z 



FIGURA 1 

Eixos coordenados 



FIGURA 2 

Regra da mao direita 


FIGURA 3 


Para localizar um ponto no piano sao necessarios dois numeros. Sabemos que qualquer ponto 
no piano pode ser representado como um par ordenado (a, b) de numeros reais, onde a e a 
coordenada x e b e a coordenada y. Por essa razao, um piano e chamado bidimensional. Para 
localizar um ponto no espago, necessitamos de tres numeros. Representaremos qualquer 
ponto no espago pela tripla ordenada (a, b, c ) de numeros reais. 

Para representarmos os pontos no espaco, primeiro escolhemos um ponto fixo O (a ori- 
gem) e tres retas orientadas O que sejam perpendiculares entre si, denominadas eixos coor¬ 
denados e denotados eixo x, eixo y e eixo z. Geralmente, colocamos os eixos x e y, denotados 
por como retas horizontais e a reta vertical como o eixo z, e indicamos a orientacao dos eixos 
com setas, como mostrado na Figura 1. O sentido do eixo z e determinado pela regra da mao 
direita, como ilustrado na Figura 2. Se voce arredondar os dedos de sua mao direita ao redor 
do eixo z de forma a rodar 90° no sentido anti-horario do eixo x positivo para o eixo y posi- 
tivo, o polegar apontara para o sentido positivo do eixo z. 

Os tres eixos coordenados determinam tres pianos coordenados ilustrados na Figura 
3(a). O piano xy e o piano que contem os eixos x e y; o piano yz contem os eixos y e z', o 
piano xz contem os eixos x e z. Estes tres pianos coordenados dividem o espaco em oito par¬ 
tes, chamadas octantes. O primeiro octante e determinado pelos eixos positivos. 





Como muitas pessoas tern dificuldade em visualizar diagramas de figuras em tres dimen- 
soes, pode ser util fazer o que sugerimos a seguir [veja a Figura 3(b)]. Olhe para algum canto 
inferior de um comodo e defina-o como origem. A parede que se encontra a sua esquerda esta 
no piano xz, a parede a sua direita esta no piano yz e o chao esta no piano xy. O eixo x esta 
ao longo da interseccao do chao com a parede esquerda. O eixo y fica ao longo da intersec- 
cao do chao com a parede direita. O eixo z fica ao longo da intersecgao das duas paredes, 
orientado no sentido do teto. Se voce esta no primeiro octante e imagina outras sete salas 
situadas nos outros sete octantes (tres no mesmo andar e quatro no andar abaixo), todas tem 
o canto O em comum. 

Se P e qualquer ponto no espago, seja a a distancia (orientada) a partir do piano yz ao 
ponto P; seja b. a distancia a partir do piano xz ate o ponto P, e seja c, a distancia do piano 
xy ao ponto P. Representamos o ponto de P pela tripla ordenada (a, b, c) de numeros reais e 
chamamos a, b e c de coordenadas de P; a e a coordenada x,b 6 a coordenada v e c e a coor¬ 
denada z. Assim, para localizarmos o ponto (a, b, c), comegamos da origem O e movemos a 
unidades ao longo do eixo x; em seguida, b unidades paralelamente ao eixo y e, por fim, c 
unidades paralelamente ao eixo z, como na Figura 4. 

O ponto P(a, b, c ) determina uma caixa retangular como mostrada na Figura 5. Se tra- 
garmos uma perpendicular de P ao piano xy, encontraremos um ponto Q com coordenadas 
(a, b , 0), denominado projegao de P no piano xy. Analogamente, R( 0, b, c) e S(a, 0, c) sao as 
projegoes de P nos pianos yz e xz, respectivamente. 

Como ilustragoes numericas, os pontos (—4, 3, —5) e (3, —2, —6) estao estao mostra- 
dos na Figura 6. 
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FIGURA 6 



O produto cartesiano IR X R X R = [(x, y, z)\x, y, z e R} e o conjunto de todas as tri- 
plas ordenadas de numeros reais e e denotado por R 3 . Demos uma correspondencia biunfvo- 
ca entre os pontos P no espago e triplas ordenadas (a, b, c) no R 3 . Isso e denominado um 
sistema de coordenadas retangular tridimensional. Observe que, em termos de coorde- 
nadas, o primeiro octante pode ser descrito como o conjunto de pontos cujas coordenadas 
sao todas positivas. Na geometria analftica bidimensional, o grafico de uma equacao envol- 
vendo x e y e uma curva em R 2 . Na geometria analftica tridimensional, uma equagao em x, y 
e z representa uma superficie em R 3 . 


EXEMPLO 1 


(a) z = 3 


Que superficies em R 3 estao representadas pelas seguintes equagoes? 
(b)y = 5 


S0LUQA0 

(a) A equacao z = 3 representa o conjunto { (x, y, z)I z = 3}, que e conjunto de todos os pon¬ 
tos em R 3 com coordenada z igual a 3. Este e o piano horizontal paralelo ao piano xy e tres 
unidades acima deste, como na Figura 7(a). 



(b) A equacao y = 5 representa o conjunto de todos os pontos em R 3 cuja coordenada y e 5. 
Esse e o piano vertical paralelo ao piano xz. e cinco unidades a direita deste, como na Figu¬ 
ra 7(b). 

OBSERVAQAO Quando e dada uma equagao, precisamos descobrir a partir do contexto se 
ela representa uma curva em R 2 ou uma superficie em R 3 . No Exemplo 1, y = 5 representa 
um piano em R 3 , mas e claro que y = 5 tambem pode representar uma reta em R 2 se esti- 
vermos trabalhando com geometria analftica bidimensional. Veja as Figuras 7(b) e (c). 

Em geral, se k e uma constante, entao x = k representa um piano paralelo ao piano yz, 
y = k e um piano paralelo ao piano xz. e z = k 6 um piano paralelo ao piano xy. Na Figura 5, 
as faces da caixa retangular sao formadas pelos tres pianos coordenados x = 0 (o piano yz), 
y = 0 (o piano xz) e z = 0 (o piano xy), e os pianos x = a, y = bez = c. 


EXEMPLO 2 


(a) Quais os pontos (x, y, z.) satisfazem as equagoes 

x 2 + y 2 = 1 e z = 3 

(b) O que a equagao x 2 + y 2 = 1 representa como uma superficie em R 3 ? 
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soluqao 

(a) Como z = 3, os pontos estao no piano horizontal z = 3 a partir do Exemplo 1(a). Uma 
vez que x 2 + y 2 = 1, os pontos estao sobre o circulo com raio 1 e centra no eixo z. Veja a 
Figura 8. 

(b) Dado que x 2 + y 2 = 1, sem restrigoes em z, vemos que o ponto de (x , y, z) poderia estar 
sobre um circulo em qualquer piano horizontal z = k. Assim, a superficie de x 2 + y 2 = 1 em 
R 3 e constituida por todos os possiveis circulos horizontais x 2 + y 2 = 1, z = k, e, conse- 
quentemente, o cilindro circular com raio 1 cujo eixo e o eixo z. Veja a Figura 9. 



FIGURA 10 

O piano y = x 




FIGURA 8 

O circulo x 1 + y 2 = 1, z = 3 



FIGURA 9 

O cilindro x 2 + y 2 = 1 



EXEMPLO 3 


Descreva e esboce a superficie em R 3 representada pela equacao y = x. 


SOLUQAO A equacao representa o conjunto de todos os pontos em R 3 com coordenadas x e 
y iguais, isto e, {(x, x, z) \x e R, z e R}. Trata-se de um piano vertical que intersecta o piano 
xy na reta v = x, z = 0. A porgao deste piano que se encontra no primeiro octante esta esbo- 
gada na Figura 10. 


A formula familiar para a distancia entre dois pontos em um piano e estendida facilmen- 
te para a seguinte formula tridimensional. 

Formula da Distancia em Tres Dimensoes A distancia IF 1 P 2 I entre os pontos P i(xi, y i, zi) 

e P 2 {xi, )% Zt) e 

| PiPi | = Vfe - Xi) 2 + ( y 2 ~ yi ) 2 + (z 2 - Zi) 2 


Para vermos por que essa formula e verdadeira, vamos construir uma caixa retangular (como 
na Figura 11), onde Pi e P 2 sao vertices opostos e as faces dessa caixa sao paralelas aos pia¬ 
nos coordenados. Se A(x 2 , Vi, zi) e B(x 2 , y 2 , zi) sao os vertices da caixa indicados na figura, 
entao, 


| Pi A | = | x 2 — Xi | | AB | = | y 2 — y\ \ \ BP 2 \ = \ z 2 — z\ \ 

Como os triangulos P\BP 2 e P\AB sao ambos triangulos retangulos, duas aplicagoes do Teo- 
rema de Pitagoras fornecem 

IP1P2I 2 = |PiP | 2 + IPP2I 2 


FIGURA 11 


e 


PiB\ 2 = |PiA| 2 + I API 2 


Combinando essas equagoes, obtemos 

| P 1 P 2 1 2 = | PiA | 2 + | AB | 2 + | BP 2 1 2 

= | x 2 - xi | 2 + | y 2 ~ yi \ 2 + \z 2 - zif 
= (x 2 - xi) 2 + ( y 2 - yi) 2 + (z 2 - zi) 2 


Logo, 


P 1 P 2 | = yj{x 2 ~ Xi) 2 + (y 2 - yO 2 + (z 2 ~ z 1) 2 
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EXEMPLO 4 


A distancia do ponto P( 2, — 1, 7) ao ponto <2(1, —3, 5) e 


| Pg| = V(1 - 2 ) 1 2 + (-3 + l ) 2 + (5 - 7) 2 = v 1+4 + 4 = 3 


EXEMPLO 5 


Encontre a equagao da esfera com raio r e centra C(h, k, I). 


SOLUCAO Por dcfinigao, a esfera e o conjunto de todos os pontos P(x, y, z) cuja distancia ao 
ponto C e r. (Veja a Figura 12.) Logo, P esta sobre a esfera se e somente se \PC\ = r. Ele- 
vando ao quadrado ambos os lados, temos |PC| 2 = r 2 ou 


(x - h) 2 + (y - k) 2 + (z ~ l) 2 = r 


O resultado do Exemplo 5 vale a pena ser lembrado: 


Equagao da Esfera A equagao de uma esfera com centra C(h, k, I) e raio r e 
(x — h) 2 + (y — k) 2 + (z — l) 2 = r 2 

Em particular, se o centra e a origem O, entao a equacao da esfera e 

x 2 + y 2 + z 2 = r 2 


P(x,y,z) 



FIGURA 12 


EXEMPLO 6 


Mostre que x 2 + y 2 + z 2 + 4x 
encontre seu centra e raio. 


6y + 2z + 6 


0 e a equagao de uma esfera e 


SOLUCAO Podemos reescrever a equagao dada na forma da equagao de uma esfera se com- 
pletarmos os quadrados: 

(x 2 + 4x + 4) + (y 2 - 6y + 9) + (z 2 + 2z +1) = -6 + 4 + 9 + 1 
(x + 2) 2 + (y - 3) 2 + (z +1) 2 = 8 

Comparando essa equagao com a forma padrao, vemos que esta e a equagao de uma esfera 
com centra (—2, 3, — 1) e raio V8 = 2V2. 


EXEMPLO 7 


Que regiao de R 3 e representada pelas seguintes inequagoes? 


1 « x 2 + y 2 + z 2 « 4 z *£ 0 


SOLUQAO As inequagoes 


1 ^ x 2 + y 2 + z 2 « 4 

podem ser reescritas como 

1 =£ six 2 + y 2 + z 2 ^ 2 

portanto, representam os pontos (x, y, z) cuja distancia a origem e pelo menos 1 e, no maxi- 
mo, 2. Mas nos foi dado tambem que z ^ 0, estando os pontos, portanto, abaixo do piano xy. 
Assim, as inequagoes dadas representam a regiao que esta entre as (ou nas) esferas 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 e x 2 + y 2 + z 2 = 4 e sob (ou sobre) o piano xy. O esbogo da regiao esta apre- 
sentado na Figura 13. 


Z, 



FIGURA 13 



Exercicios 


1. Suponha que, a partir da origem, voce tenha percomdo uma dis¬ 
tancia de 4 unidades ao longo do eixo x no sentido positivo e 
entao uma distancia de 3 unidades para baixo. Quais as coorde- 
nadas de sua posigao atual? 

2. Esboce os pontos (0, 5, 2), (4, 0, —1), (2, 4, 6) e (1, —1, 2) em 

um unico conjunto de eixos coordenados. 


3. Qual dos pontos A(— 4,0, — 1), B( 3, 1, —5) e C(2, 4, 6) esta mais 
proximo do piano yz? Qual ponto pertence ao piano xz ? 

4. Quais sao as projegoes do ponto (2, 3, 5) nos pianos xy, yz e xz ? 
Desenhe uma caixa retangular que tenha vertices opostos na ori¬ 
gem e em (2, 3, 5) e suas faces paralelas aos pianos coordena¬ 
dos. Nomeie todos os vertices da caixa. Determine o 
comprimento da diagonal dessa caixa. 


1. As Homeworks Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 
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5. Descreva e esboce a superficie em R 3 representada pela equa¬ 
gao x + y = 2. 

6. (a) O que a equagao x = 4 representa em R 2 ? O que ela repre- 

senta em R 3 ? Ilustre com esbogos. 

(b) O que a equagao y — 3 representa em R 3 ? O que z — 5 re¬ 
presenta? O que o par de equagdes y — 3 e z — 5 representa? 
Em outras palavras, descreva o conjunto de pontos (x, y, z) tal 
que y = 3 e z — 5. Faga um esbogo ilustrativo. 

7-8 Encontre os comprimentos dos lados do triangulo PQR. Ele e 
um triangulo retangulo? E isosceles? 

7. P( 3, -2, -3), g(7, 0, 1), R( 1, 2, 1) 

8. P( 2,-1,0), 2(4, 1, 1), R( 4,-5,4) 

9. Determine se os pontos estao em uma mesma reta. 

(a) A(2, 4, 2), B( 3, 7, -2), C(l, 3, 3) 

(b) D(O, -5, 5), E( 1,-2,4), F(3,4,2) 

10. Determine a distancia entre (3, 7, — 5) e cada um dos seguintes. 

(a) Plano xy (b) Plano yz 

(c) Plano xz (d) Eixo x 

(e) Eixo v (f) Eixo z 

11 . Determine uma equagao da esfera com centra em (1, —4, 3) e 
raio 5. Qual e a intersecgao dessa esfera com o piano xz?. 

12. Determine uma equagao da esfera com centra em (2, —6,4) e raio 
5. Descreva sua intersecgao com cada um dos pianos coordenados. 

13. Encontre uma equagao da esfera que passa pelo ponto (4, 3, — 1) 
e tem centra em (3, 8, 1). 

14. Determine uma equagao da esfera que passa pela origern e tem 
centra em (1,2, 3). 

15-18 Mostre que a equagao representa uma esfera e determine seu 
centra e raio. 

15. x 2 + y 1 + z 2 - 2x - 4y + 8z = 15 

16. x 2 +y 2 + z 2 +8.v - 6y + 2z + 17 = 0 

17. 2x 2 + 2y 2 + 2z 1 = 8v - 24z + 1 

18. 3x 2 + 3y 2 + 3 z 2 = 10 + 6y + 12 z 

19. (a) Prove que o ponto medio do segmento de reta de Pi(x\, yi, zi) 

a Pi(x 2 , yi, zi) e 

/ xi + x 2 yi + y 2 zi + z 2 \ 

V 2 ’ 2 ’ 2 / 

(b) Determine os comprimentos das medianas do triangulo com 
vertices A(l, 2, 3), B(- 2, 0, 5) e C(4, 1, 5). 

20. Encontre uma equagao de uma esfera que tenha um diametro 
com extremidades dadas por (2, 1, 4) e (4, 3, 10). 

21 . Encontre as equagoes das esferas com centra (2, — 3,6) que toquem 
(a) o piano xy, (b) o piano yz e (c) o piano xz. 

22. Determine uma equagao da maior esfera com centra em (5,4, 9) 
contida no primeiro octante. 

23-3 Descreva em palavras a regiao de R 3 representada pela equa¬ 
gao ou inequagao. 

23. x = 5 24. y = -2 


25. 

y < 8 

26. 

* 

W 

1 

27. 


28. 

Z 1 = 1 

29. 

x 2 + y 2 = 4. z — — 1 

30. 

MD 

II 

+ 

31. 

x 2 + y 2 + z 2 =£ 3 

32. 

* = z 

33. 

x 2 + Z 2 =£ 9 

34. 

x 2 + y 2 +z 2 >2z 


35-38 Escreva inequagoes para descrever a regiao dada. 


35 . A regiao entre o piano yz e o piano vertical x = 5. 

36 . O cilindro solido que esta sobre ou abaixo do piano z — 8 e sobre 
ou acima do disco no piano xy com centra na origem e raio 2. 

37 . A regiao constitufda em todos os pontos entre (mas nao sobre) 
as esferas de raio r e R centradas na origem, onde r < R. 

38 . O hemisferio superior solido da esfera de raio 2 centrada na origem. 

39 . A figura rnostra uma reta L\ no espago e uma segunda reta L 2 , 
que e a projegao de L\ no piano xy. (Isto e, os pontos de L 2 estao 
diretamente abaixo ou acima dos pontos de L\.) 

(a) Determine as coordenadas do ponto P da reta Li. 

(b) Localize no diagrama os pontos A, B e C, onde a reta L\ in- 
tercepta os pianos xy, o piano yz e o piano xz, respectivamente. 



40 . Considere os pontos P tais que a distancia de P para A(— 1, 5, 3) 
seja o dobra da distancia de P para B( 6,2, —2). Mostre que o con- 
junto desses pontos e uma esfera e determine seu raio e centra. 

41. Determine uma equagao para o conjunto de pontos equidistan- 
tes dos pontos A(— 1, 5, 3) e B( 6, 2, —2). Descreva o conjunto. 

42 . Determine o volume do solido que esta contido em ambas as es¬ 
feras 

x 2 + y 2 + z 2 + 4x — 2y + 4z + 5 = 0 
e x 1 + y 2 + z 1 — 4 

43 . Encontre a distancia entre as esferas x 2 + y 2 + z 2 = 4 e 
x 2 + y 2 + z 2 = 4x + 4y + 4z — 11. 

44 . Descreva e esboce um solido com as seguintes propriedades. 
Quando iluminado por raios paralelos ao eixo z, a sua sornbra e 
um disco circular. Quando iluminado por raios paralelos ao eixo 
y, sua sornbra e um quadrado. Quando iluminado por raios pa¬ 
ralelos ao eixo x, sua sornbra e um triangulo isosceles. 
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Veto res 


O termo vetor e usado por cientistas para indicar quantidades (tais como deslocamento ou 
velocidade ou for^a) que tem ao mesmo tempo modulo, direcao e sentido. Um vetor e fre- 
quentemente representado por uma seta ou segmento de reta orientado. O comprimento da 
seta representa o modulo do vetor e a seta aponta na direqao e sentido do vetor. Denotamos 
um vetor por uma letra em negrito (v) ou colocando uma seta sobre a letra ( v ). 

Por exemplo, suponha que uma particula se mova ao longo de um segmento de reta do 
ponto A para o ponto B. O vetor deslocamento correspondente v, mostrado na Figura 1, 
possui ponto inicial A (o inicio) e ponto terminal B (o fim) e indicamos isso por 
v = AB. Observe que o vetor u = CD tem o mesmo tamanho, a mesma direcao e sentido que 
v, embora esteja em uma posicao diferente. Dizemos que u e v sao equivalentes (ou iguais) 
e escrevemos u = v. O vetor zero, denotado por 0, tem comprimento 0. Ele e o unico vetor 
sem nenhuma diregao especifica. 

Combinando Vetores 

Suponha que uma particula se mova de A para B, assim, seu deslocamento e AB. Em seguida, 
a particula muda de direcao e move-se a partir de B para C, com vetor de deslocamento BC, 
como na Figura 2. O efeito combinado d esse s deslocamentos e que a pa rticula se moveu de A 
para C. O vetor deslocamento resultante AC e chamado de soma de AB e BC e escrevemos 

AC = AB + BC 

Em geral, se comccamos com os vetores u e v, primeiro movemos v de forma que seu 
inicio coincida com o fim de u e definimos a soma de u e v como segue. 


Definicao da Adicao de Vetores Se u e v sao vetores posicionados de maneira que o ponto 
inicial deveo ponto terminal de u, entao a soma u + v e o vetor do ponto inicial de 
u ao ponto final de v. 


A definigao de adicao de vetores e ilustrada na Figura 3. Voce pode ver por que essa defi- 
nicao e algumas vezes chamada Lei do Triangulo. 



FIGURA 3 Lei do Triangulo 


FIGURA4 Lei do Paralelogramo 


Na Figura 4 comegamos com os mesmos vetores u e v como na Figura 3 e desenhamos 
uma copia de v com o mesmo ponto inicial u. Completando o paralelogramo, vemos que 
u + v = v + u. Isso tambem fomece uma outra maneira de construir a soma: se posicionar- 
mos u e v de maneira que eles comecem no mesmo ponto, entao u + v estara ao longo da dia¬ 
gonal do paralelogramo com u e v como lados. (Esta e a chamada Lei do Paralelogramo.) 


EXEMPLO 1 


Desenhe a soma dos vetores a e b mostrados na Figura 5. 


S0LUCA0 Primeiro transladamos b e posicionamos seu ponto inicial no ponto final de a, 
tomando cuidado para desenhar uma copia de b que tenha o mesmo comprimento e diregao. 
A seguir, desenhamos o vetor a + b [veja a Figura 6(a)] comegando no ponto inicial de a e 
terminando no ponto final da copia de b. 

Alternativamente, podemos posicionar b tal que ele comece onde a comega e construir 
a + b pela Lei do Paralelogramo, como na Figura 6(b). 



FIGURA 1 

Vetores equivalentes 


C 



A 

FIGURA 2 



FIGURA 5 

EQ9 Visual 12.2 mostra como o Triangulo e 
Leis de Paralelogramo trabalhom para varios vetores 

a e b. 
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FIGURA 6 



E possfvel multiplicar um vetor por um numero real c. (Neste contexto, chamaremos o 
numero real c um escalar, a fim de distingui-lo de um vetor.) Por exemplo, queremos que 2v 
seja o mesmo vetor que v + v, o qual possui a mesma direcao e sentido de v mas tem o dobro 
do comprimento. Em geral, multiplicamos um vetor por um escalar da seguinte maneira. 




FIGURA 7 

Miiltinlos escalares de v 


Definicao de Multiplicagao Escalar Sece um escalar eve um vetor, entao a multiplica¬ 
gao escalar cv e o vetor cujo comprimento e |c| vezes o comprimento de v e cuja 
diregao e sentido sao os mesmos de v se c > 0 e sentido oposto a v se c < 0. Se 
c = 0 ou v = 0, entao cv = 0. 


Essa definicao esta ilustrada na Figura 7. Vemos que os numeros reais agem como fatores de 
escala aqui; e por isso que sao denominados escalares. Observe que os dois vetores nao nulos 
sao paralelos se sao multiplos escalares um do outro. Em particular, o vetor — v = (— l)v tem 
o mesmo comprimento de v, mas aponta em sentido oposto. E denominado oposto de v. 

Pela diferenca u — v de dois vetores, queremos dizer 

U — V = u + ( —v) 

Logo, podemos construir u — v desenhando primeiro o opo dsto de v, — v, e entao adicio- 
nando a ele o vetor u usando a Lei do Paralelogramo, como na Figura 8(a). Como alternati- 
va, uma vez que v + (u — v) = u, o vetor u — v, quando adicionado a v, fornece u. Assim, 
podemos construir u — v tal como na Figura 8(b), por meio da lei do triangulo. 


FIGURA 8 



Desenhando u — v 


(a) 


(b) 



FIGURA 9 



FIGURA 10 


EXEMPLO 2 


Se a e b sao os vetores mostrados na Figura 9, desenhe a — 2b. 


S0LUQA0 Primeiro, desenhamos o vetor —2b apontando no sentido oposto a b e com o dobro 
de seu tamanho. Nos o posicionamos com seu ponto inicial no ponto terminal de a e entao 
usamos a Lei do Triangulo para desenhar a + (—2b), como na Figura 10. 


Componentes 

Para alguns propositos e melhor introduzir um sistema de coordenadas e tratar os vetores 
algebricamente. Se posicionarmos o ponto inicial de um vetor a na origem de um sistema de 
coordenadas retangulares, entao o ponto final de a tem coordenadas da forma (a t , a 2 ) ou (a u 
a 2 , u 2 ), dependendo se nosso sistema de coordenadas for em duas ou tres dimensoes (veja a 
Figura 11). 




FIGURA 11 


a = (aj, c 2 > 


a = (a,, a 2 , a 3 ) 
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Essas coordenadas sao denominadas componentes de a e escrevemos 
a = (ai, a 2 ) ou a = (ai, a 2 , a 2 ) 

Usamos a notacao (a \, a 2 ) para o par ordenado que se refere a um vetor para nao confundir 
com o par ordenado (fid, a 2 ) que corresponde a um ponto no piano. 

Por exemplo, os vetores apresentados na Figura 12 sao todos equivalentes ao vetor 
OP = (3, 2) cujo ponto terminal e P( 3, 2). O que eles tem em comum e que o ponto termi¬ 
nal e alcancado a partir do ponto inicial por um deslocamento de tres unidades para a direi- 
ta e duas para cima. Podemos pensar em todos esses vetores geometricos como 
representa<;6es do vetor algebrico a = (3, 2). A representacao particular OP da origem ao 
ponto P( 3, 2) e chamado vetor posicao do p onto P. 

Em tres dimensoes, o vetor a = OP = («i, a 2 , a 3) e o vetor posicao do ponto 
P(au i> 2 , a 3 ). (Veja a Figura 13.) Vamos considerar qualquer outra representacao AB de a, 
onde o ponto inicial e A(xi, y 1 , z.i) e o ponto final e B(x 2 , >’ 2 , Zi). Entao, temos que ter 
xi + ai = x 2 , yi + a 2 = y 2 e zi + a 3 = Z 2 e, entao, = x 2 — Xi, a 2 = y 2 — yi e a 2 = z 2 ~ zi- 
Portanto, temos o seguinte resultado. 


|~T~| Dados os pontos A(x 1 , yu z.i ) e B(x 2 , y 2 , z 2 ), o vetor a com representacao AB e 

a = (x 2 - xi, y 2 - yi, Z 2 - zi) 


Encontre o vetor representado pelo segmento de reta orientado com ponto 
inicial A(2, —3, 4) e ponto final B( — 2, 1, 1). 


Por |T], o vetor correspondente a AB e 



FIGURA 12 

Representa^oes do vetor a = (3, 2) 



FIGURA 13 

RepresentacSes de a = (a b a 2 , a 2 ) 


a = (-2 - 2, 1 - (-3), 1 - 4} 


(-4, 4, -3) 


A magnitude ou comprimento do vetor v e o comprimento de qualquer uma de suas 
representacoes e e denotado pelo sfmbolo |v| ou ||v||. Usando a formula de distancia para 
calcular o comprimento de um segmento OP, obtemos as seguintes formulas. 


O comprimento de um vetor bidimensional a = (au 02 ) 6 

|a| = VaJ + a\ 

O comprimento de um vetor tridimensional a = {a\, a2, a 2 ) e 

I a | = 4 a\ + a; + a 2 3 


Como somamos os vetores algebricamente? A Figura 14 mostra que, se a = («i, a 2 ) e 
b = (b 1 , b 2 ), entao a soma e a + b = (ai + b u a 2 + bi), pelo menos para o caso em que as 
componentes sao positivas. Em outras palavras, para somarmos algebricamente vetores, 
somamos suas componentes. Analogamente, para subtrairmos vetores, subtraimos suas 
componentes. A partir dos triangulos semelhantes, na Figura 15, vemos que as componentes 
de ca sao cai e ca 2 - Assim para multiplicarmos um vetor por um escalar multiplicamos cada 
componente por aquele escalar. 


Se a = (ai, fl:)eb = (b\, b 2 ), entao 

a + b = (fid + bi, a 2 + & 2 ) a — b = (a\ — bi, a 2 — ^2) 

ca = (cad, ca 2 ) 

Analogamente, para os vetores tridimensionais, 

(ai, a 2 , 03 ) + (b 1 , b 2 , b 2 ) = {a 1 + b 1 , a 2 + b 2 , a 2 + b 2 ) 

(ai, a 2 , fii 3 ) - (b 1 , b 2 , b 2 ) = (fid - b\, a 2 - b 2 , a 2 - b 2 ) 
c{a\, a 2 , ai) = (cai, ca 2 , ca 2 ) 



FIGURA 14 









































716 


CALCULO 


Vetores em n dimensoes soo usados para listar varies 
quantidades em um modo organizado. Por exemplo, as 
componentes do vetor de dimensao 6 

P = (pi,P2,P3,P4,P5,Pe) 

podem representor os precos de seis itens diferentes 
necessarios no fabricocao de um ortigo particular. 
Vetores de dimensao quotro (x, y, z, t) sdo usodos 
em teorio da relatividade, onde as primeiros tres 
componentes especificam o posiedo no espaco e o 
quarto represent!! o tempo. 


Q 



FIGURA 16 


EXEMPLO 4 


2a + 5b. 

SOLUQAO 


Se a = (4, 0, 3) e b = (—2,1, 5), encontre |a| e os vetores a + b, a — b, 3b e 

I a | = V42 + 0 2 + 3 2 = a/ 25 = 5 
a + b = (4,0, 3) + (-2, 1,5) 

= (4 + (-2), 0 + 1, 3 + 5) = (2, 1, 8) 
a - b = (4,0, 3) - (-2, 1,5) 


= (4 - (—2), 0 - 1, 3 - 5) = (6, -1, -2) 


3b = 3( —2, 1, 5) = (3(—2), 3(1), 3(5)) = (-6, 3, 15) 
2a + 5b = 2(4, 0, 3) + 5(-2, 1, 5) 


= (8,0, 6) + (-10, 5,25) 


(-2,5,31) 


Denotaremos por V 2 o conjunto de todos os vetores bidimensionais e por V 3 o conjunto 
de todos os vetores tridimensionais. De forma mais geral, precisaremos, adiante, considerar 
o conjunto V„ dos n vetores de dimensao. Um vetor de dimensao n e uma w-upla ordenada: 

a = (fli, a 2 , . . . , a„ ) 

onde a 1 , a 2 ,. . ., a„ sao numeros reais chamados componentes de a. Atlicao e multiplicagao 
escalar sao definidas em termos das componentes, como para os casos n = 2 e n = 3. 


Propriedades dos Vetores Se a, b e c sao vetores 

em V„ e c e d sao escalares, entao 

1 . a + b = b + a 

2. 

a + (b + c) = (a + b) + c 

3. a + 0 = a 

4. 

a + (-a) = 0 

5. c(a + b) = ca + db 

6. 

(c + d) a = ca + da 

7. («/)a = c(c/a) 

8. 

la = a 


Essas oito propriedades dos vetores podem ser facilmente verificadas, tanto geometrica 
quanto algebricamente. Por exemplo, a Propriedade 1 pode ser vista na Figura 4 (equivale a 
Lei do Paralelogramo) ou como a seguir no caso n = 2: 

a + b = (ai, a 2 ) + (bi, b 2 ) = («i + b u a 2 + b 2 ) 

= (bi + ai, b 2 + a 2 ) = (b 1 , b 2 ) + (ai, a 2 ) 

= b + a 

Podemos ver por que a Propriedade 2 (a propriedade associativa) e y erdadcira olhando 
para a Figura 16 e aplicando a Lei de Triangulo varias vezes: o vetor PQ e obtido pela pri- 
meira construcao a + b e, em seguida, adicionando c ou por adigao de a ao vetor b + c. 

Tres vetores em V 3 tern papel especial. Considere 


i = (1,0,0) j = (0,1,0) k = (0,0,1) 


Esses vetores i, j e k sao chamados vetores da base canonica. Eles tem comprimento 1 
e direcao e sentido dos eixos x,y e z positivos. Da mesma forma, em duas dimensoes, defi- 
nimos i = (1, 0) e j = (0, 1). (Veja a Figura 17). 
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Se a = (oi, a 2 , a 3 ), entao podemos escrever 

a = {ai, an, a 3 ) = (ai, 0, 0) + (0, an, 0) + (0, 0, a 3 ) 

= ai<l, 0, 0) + a 2 ( 0 , 1 , 0) + a 3 (0, 0, 1) 

|~2~| a = aii + a 2 j + a 3 k 

Assim, qualquer vetor em V 3 pode ser expresso em termos de i, j e k. Por exemplo, 



<1, -2, 6) = i - 2j + 6k 

Da mesma forma, em duas dimensoes, podemos escrever 
|~3~| a = (ai, a 2 ) = aii + a 2 j 

Veja a Figura 18 para a interpretacao geometrica das Fquacdes 3 e 2 e compare com a Figu- 
ra 17. 


EXEMPLO 5 


Se a = i + 2j — 3k e b = 4i + 7k, expresse o vetor 2a + 3b nos termos de i, j e k. 
S0LUCA0 Usando as Propriedades 1, 2, 5, 6 e 7 dos vetores, temos 
2a + 3b = 2(i + 2j - 3k) + 3(4i + 7k) 

= 2i + 4j - 6k + 12i + 21k = 14i + 4j + 15k 


Um versor ou vetor unitario e um vetor cujo modulo e 1. Os vetores, i, j e k sao exem- 
plos de vetores unitarios ou versores. Em geral, se a ^ 0, entao o vetor unitario que tem 
mesma diregao e mesmo sentido de a, chamado versor de a, e 


s 


1 a 

u = — a = — 

|a| I a| 


Para verificar isso, seja c = l/|a|. Entao, u = ca e c e um escalar positivo, de modo que u 
tem a mesma dire^ao e o mesmo sentido do vetor a. Alem disso, 

|u| = |ca| = Icllal = — |a| = 1 
I a | 



FIGURA 18 


Gibbs 

Josiah Willard Gibbs (1839-1903), um professor 
de fisica matematica na Universidade de Yale, 
publicou o primeiro livro em vetores, Vector 
Analysis, em 1881. Objetos mais complicados, 
chamado quaternions, ja haviam sido inventados 
por Hamilton como ferramentas matematicas 
para descrever o espago, mas eles nao eram 
faceis para os cientistas usarem. Quaternions 
tem uma parte escalar e uma parte vetor. A 
ideia de Gibb era usar a parte vetor separada- 
mente. Maxwell e Heaviside tinham ideias 
semelhantes, mas a abordagem de Gibb provou 
ser a maneira mais conveniente para estudar o 
espago. 


EXEMPLO 6 


Determine o versor do vetor 2i — j — 2k. 


S0LUQA0 O vetor dado tem modulo 

12i — j — 2k | = V22+ (-1)2+ (-2)2 = V9 = 3 


portanto, pela Fquayao 4, o versor e 

I (2i j — 2k) 


1 . 2 . 

3 J 3 ^ 


Aplicacoes 

Vetores sao uteis em muitos aspectos da fisica e da engenharia. No Capitulo 13 veremos 
como eles descrevem a velocidade e a aceleragao de objetos movendo-se no espaco. Aqui 
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100 


FIGURA 19 


olharemos para as formas. 

Uma forga e representada por um vetor porque tem modulo (medido em libras ou new¬ 
tons), diregao e sentido. Se varias forgas estao agindo em um objeto, a forca resultante 
experimentada pelo objeto e o vetor soma dessas forgas. 


EXEMPLO 7 


Uma carga de 100 kg de massa pende a partir de dois fios como e mostrado na 
Figura 19. Encontre as tensoes (forgas) Ti e T 2 em ambos os fios e suas magnitudes. 


S0LUCA0 Primeiro vamos exprimir Ti e T 2 em fungao de suas componentes horizontal e 
vertical. Da Figura 20 vemos que 


5l Ti = — |Ti|cos 50° i + |Ti|sen 50° j 



FIGURA 20 


[6] T 2 = |T 2 |cos 32° i + |T 2 |sen 32° j. 

A forca de gravidade que age sobre a carga e F = —100(9,8) j = —980 j. A resultante 
Ti + T 2 contrabalanca F de modo que 

Ti + T 2 = -F = 980j 

Logo, 

( — | Til cos 50° + |T 2 |cos 32°) i + (|Ti|sen 50° + |T 2 |sen 32°)j = 980j 
Igualando as componentes, obtemos 

— I Til cos 50° + |T 2 |cos 32° = 0 


I Til sen 50° + |T 2 |sen32° = 980 

Resolvendo a primeira destas equacoes para |T 2 | e substituindo na segunda, temos 


I Til sen 50° + 


I Til cos 50° 
cos 32° 


sen 32° = 980 


Ou seja, os modulos das tensoes sao 


ITil 


980 

- ~ 839 N 

sen 50° + tg 32° cos 50° 


e 


ITil 


IT ' |C ” 50 " . 636N 
cos 32° 


Substituindo esses valores em [3] e [6], obtemos os vetores tensao 


Ti ~ —539 i + 643 j T 2 = 539i + 337j 



Exercicios 


1. Quais das seguintes grandezas sao vetoriais ou escalares? Ex- 
plique. 

(a) O custo de um bilhete de cinema 

(b) A correnteza em um rio 

(c) A trajetoria inicial do voo entre Houston e Dallas 

(d) A populagao mundial 

2. Qual a relagao existente entre o ponto (4, 7) e o vetor (4, 7)? 
Faga um esbogo ilustrativo. 


3. Indique os vetores iguais no paralelogramo mostrado. 



1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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4. Escreva cada combinagao de vetores como um unico vetor. 
(a) PQ+ QR (b) RP + PS 

(c) QS -PS (d) RS + SP + PQ 



5. Copie os vetores na figura e use-os para desenhar os seguintes 
vetores. 


(a) u + v 

(b) 

u + w 

(c) v + w 

(d) 

u — y 

(e) v + u + w 

(d) 

u — w — v 

u 

- \ 

V 

/ 

w 

Copie os vetores na 
vetores. 

figura e use-os para desenhar ■ 

(a) a + b 

(b) 

a - b 

(c) 2 a 

(d) 

- 3b 

(e) a + 2 b 

(f) 

2 b - a 



7. Na figura, a ponta de c e a cauda de d sao ambas o ponto medio 
de QR. Expresse c e d em termos de a e b. 



8. Se os vetores da figura satisfizerem |u| = |v| = leu + v + w = 0, 
o que e |w|? 



Determine o vetor a com representagao dada pelo segmento 
de reta orientado AB. Desenhe AB e o equivalente com infcio na 


origem. 

9. A(-l, 1), B( 3,2) 

11. A(—1,3), B( 2,2) 

13. A(0, 3, 1), B( 2, 3,-1) 


10. A(—4, — 1), B( 1,2) 

12. A(2, 1), B( 0, 6) 

14. A(4, 0,-2), B(4, 2, 1) 


15-18 Determine a soma dos vetores dados e ilustre geometrica- 


mente. 




15. 

(-1,4), 

(6, -2) 

16. (3,-1), 

(-1,5) 

17. 

(3, 0, 1), 

(0, 8, 0) 

18. (1, 3, -2), 

(0, 0, 6) 


19-22 Determine a + b, 2a + 3b, |a| e a — b|. 

19. a = (5,-12), b = (—3, —6) 

20. a = 4i + j, b = i — 2j 

21. a = i + 2j — 3k, b=-2i-j + 5k 

22. a = 2i - 4j + 4k, b = 2j - k 

23—2 Determine o vetor unitario com mesma diregao e sentido que 

o vetor dado. 

23. —3i + 7j 24. (-4, 2, 4) 

25. 8i - j + 4k 

26. Ache um vetor que possui a mesma diregao e o mesmo sentido 
que (—2. 4, 2) mas tem comprimento 6. 

27-28 O que e o angulo entre o vetor dado e o sentido positivo do 

eixo jc? 

27. i + V3 j 28. 8i + 6 j 

29. Se v esta no primeiro quadrante e faz um angulo de tt/ 3 com o 
eixo x positivo e | v| =4, encontre v em forma de componente. 

30. Se uma crianga puxa um treno na neve com forga de 50 N a um 
angulo de 38° com relagao a horizontal, ache as componentes 
horizontal e vertical da forga. 

31. Um quarterback langa uma bola de futebol com angulo de ele- 
vagao 40° e velocidade de 60 pes/s. Encontre os componentes 
horizontal e vertical do vetor velocidade. 

32-33 Encontre o modulo da forga resultante e o angulo que ela faz 

com o eixo x positivo. 




34. O modulo de uma velocidade e chamado velocidade escalar. 
Suponha que um vento esteja soprando na diregao N45° W a 
uma velocidade de 50 km/h. (Isso significa que a diregao de onde 
sopra o vento e de 45° oeste da diregao norte.) Um piloto esta pi- 
lotando um aviao na diregao N60°E em uma velocidade (velo¬ 
cidade no ar parado) de 250 km/h. O verdadeiro curso, ou 
caminho, do aviao e o sentido da resultante dos vetores veloci¬ 
dade do aviao e do vento. A velocidade escalar em relagao ao 
solo do aviao e o modulo da resultante. Determine o curso real 
e a velocidade escalar em relagao ao solo do aviao. 

35. Uma mulher caminha para oeste no conves de um navio, a 
5 km/h. O navio esta se movendo para o norte a uma velocidade 
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de 35 km/h. Encontre a velocidade e diregao da mulher em re- 
lagao a superficie da agua. 

36. Cordas de 3 m e 5 m de comprimento sao atadas a decoragao 
natalina suspensa sobre uma praga. A decoragao tem uma massa 
de 5 kg. As cordas, atadas em diferentes alturas, fazem angulos 
de 52° e 40° com a horizontal. Determine a tensao em cada fio e 
o modulo de cada tensao. 



37. Um varal de roupas e estendido entre dois postes, 8 m distantes 
urn do outro. O fio do varal esta bastante esticado, de forma a ser 
considerado horizontal. Quando uma camisa molhada com 
massa de 0,8 kg e pendurada no meio do varal, esse ponto cen¬ 
tral e deslocado para baixo 8 cm. Determine a tensao em cada 
metade do varal. 

38. A tensao T em cada extremidade da corrente tem magnitude 25 
N (veja a figura). Qual o peso da corrente? 



39. Um barqueiro quer atravessar um canal que fica a 3 km de lar- 
gura e quer atracar em um ponto 2 km rio acima do seu ponto de 
partida. A corrente flui no canal a 3,5 km/h e a velocidade do 
seu barco e 13 km/h. 

(a) Em que diregao ele deve dirigir? 

(b) Quanto tempo a viagem vai demorar? 

40. Tres forgas atuam sobre um objeto. Duas das forgas estao a um 
angulo de 100° entre si e tem magnitudes de 25 N e 12 N. O ter- 
ceiro e perpendicular ao piano das duas forgas e tem magnitude 
4 N. Calcule o valor da forga que exatamente iria contrabalan- 
gar essas tres forgas. 

41. Encontre os vetores unitarios que sao paralelos a reta tangente a 
parabola y = x 2 no ponto (2,4). 

42. (a) Encontre os vetores unitarios que sao paralelos a reta tan¬ 
gente a curva y = 2 sen x no ponto (tt/6 , 1). 

(b) Encontre os vetores unitarios que sao perpendiculares a reta 
tangente. 

(c) Esboce a curva y = 2 sen x e os vetores nas partes (a) e (b), 
todos comegando em (77/6, 1). 

Se A, B e C sao vertices de um triangulo, determine 
AB + BC + CA. 


44. Seja C o ponto no segmento de reta AB que esta duas vezes mais 
distante de B que de A. Se a = OA, b = OB e c = OC, mostre 
que c = 3 a + 3 b. 

45. (a) Desenhe os vetores a = (3, 2), b = (2, — 1) e c = (7, 1). 

(b) Mostre, por um esbogo, que existem escalares set tais que 
c = sa + tb. 

(c) Use o esbogo para estimar os valores de s e t. 

(d) Determine os valores exatos de s e t. 

46. Suponha que a e b sejam vetores nao nulos, que nao sejam pa¬ 
ralelos e c seja qualquer vetor no piano determinado por a e b. 
De um argumento geometrico para mostrar que c pode ser es- 
crito como c = sa + tb para escalares adequados set. Em se- 
guida, de um argumento usando componentes. 

47. Se r = (x, y, z) e ro = {xo, yo, Zo), descreva o conjunto de todos 
os pontos ( x , y, z) de tal forma que |r — rol = 1 . 

48. Se r = (x, y), ri = (xi, yi) er 2 = (x 2 , y 2 ), descreva o conjunto de 
todos os pontos ( x , y) de tal forma que |r — rj + |r — r 2 | = k, 
onde fc > |ri — r 21 . 

49. A Figura 16 fornece uma demonstragao geometrica da Proprie- 
dade 2 dos vetores. Use as componentes para dar uma demons¬ 
tragao algebrica desse fato no caso n = 2 . 

50. Demonstre a Propriedade 5 de vetores algebricamente para o 
caso de n = 3. Em seguida, use semelhanga de triangulos para 
dar uma prova geometrica. 

51 . Utilize vetores para demonstrar que uma reta unindo os pontos 
medios de dois lados de um triangulo e paralela ao terceiro lado 
e tem metade de seu comprimento. 

52. Suponha que os tres pianos coordenados sejam todos espelhados 
e que um raio de luz dado pelo vetor a = (a\, a 2 , as) atinja pri- 
meiro o piano xz, como mostrado na figura. Use o fato de os 
angulos de incidencia e de reflexao serem iguais para mostrar 
que a diregao do raio refletido e dada por b = (ai, —a 2 , as). De- 
duza que, apos ser refletido em todos os tres espelhos perpendi¬ 
culares, o raio resultante e paralelo ao raio inicial. (Cientistas 
norte-americanos usaram esse princfpio, juntamente com um 
feixe de laser e um conjunto de espelhos em cantoneira na Lua, 
para calcular de modo preciso a distancia da Terra a Lua.x) 



43 . 







VETORES E A GEOMETRIA DO ESPAQO 721 


Produto Escalar 


Ate aqui aprendemos a somar os vetores e multiplica-los por um escalar. A questao surge: e 
possrvel multiplicar dois vetores de modo que o valor resultante seja de alguma utilidade? 
Um desses produtos e o produto escalar, cuja definicao vem a seguir. O outro e o produto 
vetorial, que sera discutido na proxima secao. 


|~T] Definicao 
b e 0 numero a 

Se a = (ai, a 2 , a 3 ) e b = (b 1 , b 2 , b 3 ), entao 0 produto escalar de a e 
• b dado por 


a • b = aibi + a 2 b 2 + a 3 b 3 


Assim, para achar o produto escalar de a e b, multiplicamos as componentes correspon- 
dentes e somamos. O resultado nao e um vetor. E um numero real, isto e, um escalar, por isso 
o nome produto escalar. O produto escalar e tambem conhecido como produto interno. 
Apesar de a definicao ter sido dada para os vetores tridimensionais, o produto escalar para 
os vetores bidimensionais e defmido de forma analoga: 

(cu, a 2 ) ■ (bu b 2 ) = aibi + a 2 b 2 


EXEMPLO 1 


<2, 4) • <3, -1) = 2(3) + 4( — 1) = 2 

<-l, 7, 4) • (6, 2, - |) = (-1)(6) + 7(2) + 4(- §) = 6 

(i + 2j - 3k) • (2j - k) = 1(0) + 2(2) + (—3)(— 1) = 7 

O produto escalar obedece a muitas das regras que valem para o produto de numeros 
reais. Esse fato e apresentado no seguinte teorema. 

2 Propriedades do Produto Escalar Se a, b e c sao vetores em V 3 e c 6 um escalar, 
entao 

1. a • a = |a| 2 2. a • b = b • a 

3. a • (b + c) = a • b + a ■ c 4. (ca) • b = c(a • b) = a • (cb) 

5. 0 • a = 0 


Essas propriedades sao facilmente demonstradas usando a Definigao 1. Por exemplo, 
vamos fazer a demonstragao das Propriedades 1 e 3: 


1. a • a = a\ + a\ + a\ = |a| 2 

3. a • (b + c) = (ai, a 2 , a 3 ) • (bi + 0, b 2 + c 2 , b 2 + c 3 ) 

= aiibi + ci) + a 2 (b 2 + c 2 ) + a 2 {b 2 + c 3 ) 

= aibi + aiCi + a 2 b 2 + a 2 c 2 + a 2 b 2 + a 3 c 3 
= (aibi + a 2 b 2 + a 2 b 2 ) + (aiCi + a 2 c 2 + a 3 c 3 ) 

= a • b + a • c 

As demonstracdes restantes ficam como exercfcio. 

O produto escalar a ■ b tem uma intcrpretacao geometrica em termos do angulo 0 entre 
a e b, definido como o angulo entre os representantes de a e b, ambos com ponto inicial na 
origem, onde 0 0 ^ tt. Em outras palavras, 6 6 o angulo entre os segmentos de reta OA e 

OB da Figura 1. Observe que, se a e b sao vetores paralelos, entao f) = 0 on 6 = it. 

No teorema a seguir, a formula dada e utilizada por ffsicos como definigao do produ¬ 
to escalar. 












3 Teorema Se 0 e o angulo entre os vetores a e b, entao 

a • b = |a| |b| cos 9 


DEMONSTRACAO Se aplicarmos a Lei dos Cossenos ao triangulo OAB da Figura 1, obteremos 

\J\ \AB\ 2 = \OA\ 2 + \OB\ 2 - 2|OA| \0B\ cos 9 

(Observe que a Lei dos Cossenos ainda se aplica nos casos limites quando 9 = 0 ou 77, ou 
a = 0 ou b = 0.) Mas |04| = |a|, \0B\ = |b| e \AB\ = |a — b|, assim, aEquagao 4 toma-se 

~5~| |a - b| 2 = | a| 2 + |b| 2 - 2 |a| |b| cos 9 


Usando as Propriedades 1, 2 e 3 do produto escalar, podemos reescrever o lado esquerdo 
dessa equagao como: 

|a - b| 2 = (a - b) ■ (a - b) 

= a- a — a-b — b-a + b- b 
= lap - 2a • b + |b| 2 

Portanto, a Equagao 5 fornece 

lap - 2a • b + |bp = lap + | b | 2 - 2 |a| |b| cos 9 
Logo, —2a • b = — 2 |a| |b| cos 9 

ou a • b = |a| |b| cos 9 


EXEMPLO 2 


Se os vetores a e b tem modulos 4 e 6 e o angulo entre eles e tt/3, determine a • b. 
SOLUQAO Usando o Teorema 3, temos 

a • b = |a| |b| cos (tt/3) = 4 ■ 6 ■ \ = 12 


A formula do Teorema 3 nos permite ainda determinar o angulo entre dois vetores. 


6 Corolario Se 9 e o angulo entre dois vetores nao nulos a e b, entao 


a • b 

cos 9 = - 

Ia||b| 


EXEMPLO 3 


Determine o angulo entre os vetores a = (2, 2, — 1) e b = (5, —3, 2). 
SOLUQAO Uma vez que 

| a | = V2 2 + 2 2 + (-1) 2 = 3 e |b| = -/5 2 + (~3) 2 + 2 2 = ^38" 


e uma vez que 

temos, do Corolario 6, 


a b = 2(5) + 2(—3) + (-1)(2) = 2 


cos 9 = 


a • b 

a 11 b 


2 

3a/38~ 


Assim, o angulo entre a e b e 

9 = cos -1 


3 ^ 38 " 


1.46 (ou 84°) 


Dois vetores nao nulos a e b sao perpendiculares ou ortogonais se o angulo entre eles 
6 0 = 77-/2 . O Teorema 3 nos fornece 


a • b = |a| |b| cos(7r/2) = 0 
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e reciprocamente se a • b = 0, entao cos 0 = 0, portanto, 6 = 7r/2. O vetor nulo 0 e consi- 
derado perpendicular a todos os vetores. Temos, portanto, um metodo para determinar se 
dois vetores sao ortogonais. 


[7] Dois vetores a e b sao ortogonais se e somente se a • b = 0. 


EXEMPLO 4 


Mostre que 2i + 2j — k e perpendicular a 5i — 4j + 2k. 

S0LUQA0 Uma vez que 

(2i + 2j - k) ■ (5i - 4j + 2k) = 2(5) + 2(—4) + (—1)(2) = 0 
esses vetores sao perpendiculares por [T|. 

Como cos 0>OseO^0< tt!2 e cos 9 < 0 se tt/2 < 0 =£ it, vemos que abe positi- 
vo para 9 < tt/2 e negativo para 9 > tt/2. Podemos pensar que a • b mede o quao proxima 
esta a direcao de a da de b. O produto escalar abe positivo se a e b apontam para direcoes 
proximas, 0 se eles sao perpendiculares, e negativo se apontam em dire£oes proximas, mas 
com sentidos opostos (veja a Figura 2). No caso extremo, onde a e b tem mesma diregao e 
sentido, temos 9 = 0, portanto, cos 9 = 1 e 

a • b = |a| |b| 



a ■ b > 0 

8 agudo 

a ■ b = 0 

0 = 77/2 


a ■ b < 0 

8 obtuso 


FIGURA 2 


Se a e b tem a mesma diregao, mas sentidos opostos, entao 9 = tt e, assim, cos 9 = — 1 e |Q3 Visual 12 3A mostra uma animagao 
a ' b — — |a| |b|. da Fjg Ura 2 . 

Angulos Diretores e Cossenos Diretores 

Os angulos diretores de um vetor nao nulo a sao os angulos a, (3 e y (no intervalo [0, 77 ]) 
que a faz com os eixos coordenados positivos x,y e z- (Veja a Figura 3.) 

Os cossenos desses angulos diretores, cos a, cos (3 e cos y, sao chamados cossenos dire¬ 
tores do vetor a. Usando o Corolario 6 com b substitui'do por i, obtemos 


cos a 


a 1 

I a I 


(Isso pode ser visto diretamente na Figura 3.) 
Da mesma forma, temos 



FIGURA 3 


a 


a 

cos p = -—- 
a 


cos y : 


Q 3 

I a I 


Elevando as expressoes nas Equagoes 8 e 9 ao quadrado e somando, obtemos 
pip] cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 y = 1 

Podemos ainda usar as Equacoes 8 e 9 para escrever 

a = (au ai, cii) = (|a| cos a, |a| cos /3 , |a| cos y) 

= |a|(cos a, cos (3 , cos y) 

Portanto 

pfT| 1 —j- a = (cos a, cos [3, cos y) 

que diz que os cossenos diretores de a sao as componentes do vetor unitario de a. 

Determine os angulos diretores do vetor a = (1, 2, 3). 

Como | a | = Vl 2 + 2 2 + 3 2 = *J\4, as Equa 5 oes 8 e 9 fornecem 


cos a = 




cos (3 = 


yi 4 


cos y = 


•s/14 
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e tambem 


a = cos 



« 74° 


/3 = cos 1 



« 58° 



« 37° 


111*1 Visual 12.3B mostra como a Figura 
4 muda quando variamos a e b. 


R 




FIGURA 4 

Projegao de vetores 


R 



FIGURA 5 

Projegao escalar 


Projecoes 

A Figura 4 mostra as representacoes PQ e PR de dois vetores a e b com a mesma origem P. 
Se S ej^pe do perpendicular a partir de R a reta contendo PQ, entao o vetor com represen- 
tagao PS e chamado vetor projegao de b sobre a e e denotado por proj a b. (Voce pode pen- 
sar nele como uma sombra de b.) 

A projegao escalar de b sobre a (tambem chamada componente de b ao longo de a) e 

definida como o modulo com sinal do vetor projegao, cujo valor e dado pelo numero 
Ibl cos 6, onde 6 6 o angulo entre a e b. (Veja a Figura 5.) Isso e indicado por comp a b. 
Observe que esse numero e negativo se tt!2 < 6 =£ tt. A equagao 

a • b = |a| |b | cos 6 = |a|(|b |cos 6) 

mostra que o produto escalar de a por b pode ser interpretado como o modulo de a multi- 
plicado pela projegao escalar de b sobre a. Uma vez que 

• b a 
a | | a 

a componente de b ao longo de a pode ser calculada tomando-se o produto escalar de b pelo 
versor de a. Resumindo, temos: 




a • b 

Projegao escalar de b sobre a: 

compa b — 

a 


/ a • b \ a a • b 

Vetor projegao de b sobre a: 

proj a b - , , , , - . p a 

\ a / a a 


Observe que o vetor projegao e a projegao escalar vezes o versor de a. 

Determine a projegao escalar de b = (1, 1, 2) sobre a = (—2, 3. 1). 

Como | a | = V(-2) 2 + 3 2 + l 2 = Ju, a projegao escalar de b sobre a e 

a • b (—2)(1) + 3(1) + 1(2) 3 


comp a b = 




yi4 


O vetor de projegao e esse escalar multiplicado pelo versor de a: 

3_a_ _ _3_ _ (_3_ 9_ 3_ 

/14 I a I ~ 14 a_ \ 7’ 14’ 14 


proj a b 


R 







D 


Um uso de projegoes ocorre em ffsica, no calculo do trabalho. Na Segao 6.4, no Volume 
I, definimos o trabalho exercido por uma forga constante F movendo um objeto por uma dis- 
tancia d como W = Fd, mas isso so se aplicava quando a forga era exercida ao longo da reta 
de deslocamento do objeto. Suponha agora que a forga constante seja um vetor F = PR com 
diregao diferente da reta de deslocamento do objeto, como indic ado na Figura 6. Se a forga 
move o objeto de P a Q, entao o vetor de deslocamento e D = PQ. O trabalho realizado e 
definido como o produto da componente da forga ao longo de D pela distancia percorrida: 

W = (|FI cos 0)|D| 

Do Teorema 3, temos 


FIGURA 6 


12 


W = |F| |D|cos 6 = F • D 
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Assim, o trabalho realizado por uma fore a constante F e o produto escalar F • D, onde D e 
o vetor deslocamento. 


EXEMPLO 7 


Um carrinho e puxado uma distancia de 100 m ao longo de um caminho hori¬ 
zontal por uma forga constante de 70 N. A alga do carrinho e mantida a um angulo de 35° 
acima da horizontal. Encontre o trabalho feito pela fore a. 


S0LUQA0 Se F e D sao os vetores forga e deslocamento, respectivamente, como mostrado 
na Figura 7, entao o trabalho realizado e 


W= F • D = IFMDI cos 35° 


= (70)(100) cos 35° « 5 734 N-m = 5 734 J 



D 

FIGURA 7 


EXEMPLO 8 


Uma forga e dada pelo vetor F = 3i + 4j + 5k move uma partfcula do ponto 
P(2, 1, 0) para o ponto <2(4, 6, 2). Determine o trabalho realizado. 


S0LUQA0 O vetor deslocamento e D = PQ = (2, 5, 2), portanto, utilizando a Equagao 12, 
o trabalho realizado e 


W = F ■ D = <3, 4, 5) ■ (2, 5, 2) 

= 6 + 20 + 10 = 36 

Se a unidade de comprimento e o metro e a forga e medida em newtons, o trabalho realiza¬ 
do e de 36 J. 


12.3 


Exercicios 


1. Quais das seguintes expressoes tem significado? Quais nao 
fazem sentido? Explique. 



(a) (a • b) ■ c 

(b) (a • b)c 


(c) I a | (b ■ c) 

(d) a ■ (b + c) 


(e) a • b + c 

(f) I a | ■ (b + c) 

2 - 

10 Defina a • b. 


2 . 

a = (-2,3), 

b = (0,7, 1,2) 

3. 

a = (“ 2 , 3 ), 

b = (-5, 12) 

4. 

a = (6, -2, 3), 

b = (2, 5, — 1) 

5. 

a = (4, 1, 4), 

b = (6, -3, -8) 

6 . 

a = (s, 2s, 3s), 

b = (t, —t, 5 1) 

7. 

a = i — 2j + 3k, 

b = 5i + 9k 

8 . 

a = 3i + 2j — k, 

b = 4i + 5k 

9. 

|a|= 6 , |b| = 5, 

e 0 angulo entre a e b e 2tt/3. 


10. | a | = 3, |b| = V6, o angulo entre a e b e 45°. 


11-12 Se u for um vetor unitario, defina u veu w. 



13. (a) Mostre que i-j=j k = ki = 0. 

(b) Mostre que i-i=j-j = k- k= 1. 

14. Um vendedor vende a hamburgueres, b cachorros-quentes e c 
refrigerantes em um determinado dia. Ele cobra $ 2 pelo ham- 
burguer, $ 1,50 pelo cachorro-quente e $ 1 pelo refrigerante. Se 
A = {a, b, c) e P = (2, 1,5, 1), qual o significado do produto es¬ 
calar A ■ P? 

15-20 Determine o angulo entre os vetores. (Encontre inicialmente uma 
expressao exata e depois aproxime o valor ate a precisao de um grau.) 


15. 

a = (4, 3), b 

= (2,-l) 

16. 

a = (—2, 5), 

b = (5, 12) 

17. 

a = (3, -1,5), 

b = (—2, 4, 3) 

18. 

a = (4, 0, 2), 

b = (2, -1,0) 

19. 

a = 4i — 3j + k. 

b = 2i - k 

20. 

a = i + 2j — 2k. 

b = 4i - 3k 


21-22 Determine, aproximando o valor ate a precisao de um grau, os 
tres angulos do triangulo cujos vertices sao dados. 

21. P( 2,0), 2(0,3), R(3,4) 

22. A(l, 0, —1), B( 3,-2,0), C(l, 3, 3) 

23-24 Determine se os vetores dados sao ortogonais, paralelos ou 
nenhum dos dois. 

23. (a) a = (-5, 3, 7), b = <6,-8,2) 

(b) a = (4, 6), b = (-3, 2> 

(c) a = — i + 2j + 5k, b = 3i + 4j — k 

(d) a = 2i + 6j - 4k, b = -3i - 9j + 6k 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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24. (a) u = (-3, 9,6), v = <4,-12,-8) 

(b) u = i — j + 2k, v = 2i — j + k 

(c) u = (a, b, c ), v = (—b, a, 0) 

25. Use vetores para decidir se o triangulo com vertices P(l, —3, —2), 
<2(2, 0, —4) e R( 6, —2, — 5) e retangulo. 

26. Determine os valores de x tais que o angulo entre os vetores 
(2, 1, — 1) e (1, x, 0) seja 45°. 

27. Determine dois vetores unitarios que sejam ortogonais a i + j e 

i + k. 

28. Ache dois vetores unitarios que fagam um angulo de 60° com 
▼ = (3,4). 

29-30 Encontre o angulo agudo entre as retas. 

29. 2x — y = 3, 3x + y = 7 

30. x +2y = 7, 5x — y = 2 

31-32 Encontre os angulos agudos entre as curvas nos seus pontos 
de intersegao. (O angulo entre as duas curvas e o angulo entre as 
suas retas tangentes no ponto de intersecgao.) 

31. y = x 2 , y = x 3 

32. y = sen x, y = cos x, 0 =£ x =£ tt/2 

33-37 Determine os cossenos diretores e os angulos diretores do 
vetor. (Fornega o angulo diretor com precisao de um grau.) 

33. (2, 1, 2) 34. (6, 3, -2) 

35. i — 2j — 3k 36. \ i + j + k 

37. (c, c, c), onde c > 0 

38. Se um vetor tern angulos diretores a = tt/ 4 e /3 = ir/3, determine 
o terceiro angulo diretor y. 

Determine o vetor projegao e a projegao escalar de b sobre a. 


39. 

a = (-5, 12), 

b = (4, 6) 

40. 

a = (1,4), b 

= (2, 3) 

41. 

a = (3, 6, -2), 

b = (1, 2, 3) 

42. 

a = (-2,3, -6), 

b = (5, -1,4) 

43. 

a = 2i — j + 4k, 

b = j + \ k 

44. 

a = i + j + k. 

b = i - j + k 


45. Mostre que o vetor ort a b = b — proj a b e ortogonal a a. (Este 
vetor e chamado projegao ortogonal de b sobre a. ) 

46. Para os vetores do Exercfcio 40, determine ort a b e ilustre esbo- 
gando os vetores a, b, proj a b e ort a b. 

47. Se a = (3, 0, — 1), determine um vetor b tal que comp a b = 2. 

48. Suponha que a e b sejam vetores nao nulos. 

(a) Sob quais circunstancias comp a b = comp b a? 

(b) Sob quais circunstancias proj a b = proj b a? 


49. Encontre o trabalho feito por uma forga F = 8i — 6j + 9k que 
move um objeto do ponto (0, 10, 8 ) para o ponto (6, 12, 20) ao 
longo de uma reta. A distancia e medida em metros e a forga em 
newtons. 

50. Um caminhao-guincho puxa um carro quebrado por uma es- 
trada. A corrente faz um angulo de 30° com a estrada e a tensao 
na corrente e 1.500 N. Quanto trabalho e feito pelo caminhao ao 
puxar o carro por 1 km? 

51. Uma mulher exerce uma forga horizontal de 140 N em um en- 
gradado quando ela o empurra para subir uma rampa de 4 m de 
comprimento e com um angulo de inclinagao de 20° acima da 
horizontal. Calcule o trabalho realizado sobre a caixa. 

52. Encontre o trabalho feito por uma forga de 100 N agindo na di- 
regao N50° W ao mover um objeto 5 metros para oeste. 

53. Use projegao escalar para mostrar que a distancia de um ponto 
Pi(xi, yi) a reta ax + by + c = 0 e 

| ax i + by i + c | 

Vfl 2 + b 2 

Use essa formula para determinar a distancia do ponto (—2, 3) 
a reta 3x — Ay + 5 = 0. 

54. Se r = (x, y, z), a = (a i, ai, a?) e b = (b i, bo, bi), mostre que a 
equagao (r — a) • (r — b) = 0 representa uma esfera e determine 
seu centro e raio. 

55. Calcule o angulo entre a diagonal de um cubo e uma de suas 
arestas. 

56. Calcule o angulo entre a diagonal de um cubo e a diagonal de 
uma de suas faces. 

57. Uma molecula de metano, CH 4 , e estruturada com os quatro ato- 
mos de hidrogenio nos vertices de um tetraedro regular e o car- 
bono no centro. O angulo de vinculo e o angulo formado pela 
ligagao H-C-H; e o angulo entre as retas que ligam o carbono a 
dois atomos de hidrogenio. Mostre que esse angulo de vinculo 
e de aproximadamente 109,5°. Dica\ Tome os vertices do te¬ 
traedro nos pontos (1, 0, 0), (0, 1,0) , (0, 0,1) e (1, 1, 1), corno 
mostra a figura. Mostre entao que o centro e ( 2 , 2 , 2 ). 



58. Sec = |a|b + | b | a, onde a, b e c sao vetores nao nulos, mos¬ 
tre que c e a bissetriz do angulo entre a e b. 

59. Demonstre as Propriedades 2,4 e 5 do produto escalar (Teorema 2). 

60. Suponha que todos os lados de um quadrilatero tenham o mesmo 
comprimento e que os lados opostos sejam paralelos. Use veto¬ 
res para demonstrar que as diagonals sao perpendiculares. 
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61. Utilize o Teorema 3 para demonstrar a Desigualdade de Cau- 
chy-Schwarz: 

la • b| =£ |a| |b| 

62. A Desigualdade Triangular para vetores e 

la + b| =£ |a| + |b| 

(a) De uma interpreta^ao geometrica para a Desigualdade Trian¬ 
gular. 

(b) Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz do Exercfcio 61 para 
provar a Desigualdade Triangular. [Dica\ Use o fato de que 


I a + b| 2 = (a + b) ■ (a + b) e use a Propriedade 3 do pro- 
duto escalar.] 

63. A Lei do Paralelogramo afirma que 

|a + b| 2 + |a - b| 2 = 2 |a| 2 + 2|b| 2 

(a) De uma interpreta§ao geometrica da Lei do Paralelogramo. 

(b) Demonstre a Lei do Paralelogramo. (Veja a sugestao do 
Exercfcio 62.) 

64. Mostre que seu + veu — v forem ortogonais, entao os vetores 
u e v devem ter o mesmo comprimento. 



0 Produto Vetorial 


Dados dois vetores diferentes de zero a = (ai, a 2 , a 3 ) e b = (b i, hi, b 3 ), e muito util encon- 
trar um vetor nao nulo c que e perpendicular a a e b, como veremos na secao seguinte e nos 
capftulos 13 e 14. Se c = (ci, c 2 , C 3 ) for tal vetor, entao a-c = 0 eb-c = 0 , e assim 

rn «ici + (Z2C2 + C13C3 =0 

[~ 2~1 biCi +b 2 c 2 + b 3 c 3 = 0 

Para eliminarmos c 3 , multiplicamos |T] por b 3 c [ 2 ] por a 3 e subtraimos: 

|~3~| (aib 3 - a 3 bi)ci + ( a 2 b 3 - a 3 b 2 )c 2 = 0 

A Equagao 3 tem a forma pc 1 + qc 2 = 0, para a qual uma soluqao obvia e Ci = q e 
c 2 = — p. Entao, uma solugao de [3] e 

Ci = a 2 b 3 —a 3 b 2 c 2 = a 3 b\ —a 3 b 3 


Substituindo estes valores em |T] e [2], obtemos entao 

C 3 = aib 3 —a 2 bi 


Isso significa que um vetor perpendicular a ambos a e b e 


(ci, c 2 , C3) = (a 2 b 3 — a 3 b 2 , a 3 bi — a 3 b 3 , aib 2 — a 2 b\) 

O vetor resultante e chamado produto vetorial de a e b e e denotado por a X b. 


|~4~| Definicao Se a = (a u a 2 , a 3 ) e b = (b\, b 2 , b 3 ), entao o produto vetorial de a e b 
e o vetor 

a X b = (a 2 b 3 — a 3 b 2 , a 3 bi — a\b 3 , aib 2 — a 2 b 1 ) 


Observe que o produto vetorial a X b e dois vetores a e b, ao contrario do produto esca¬ 
lar, e um vetor, tambem chamado de produto cruzado. Observe que a X b so e defmido se 
a e b sao vetores tridimensionais. 

A fim de tornarmos a Definicao 4 mais facil de lembrar, usamos a notacao de determi- 
nantes. Um determinante de ordem 2 e definido por 


a b 
c d 


= ad — be 


Por exemplo. 


2 1 
-6 4 


= 2(4) - 1(— 6 ) = 14 


Um determinante de ordem 3 pode ser definido em termos dos determinantes de segunda 
ordem como: 


Hamilton 

0 produto vetorial foi inventado pelo matemati- 
co irlandes Sir William Rowan Hamilton (1805- 
1865), que tinha criado um precursor de vetores, 
chamado quaternions. Aos 5 anos de idade, 
Hamilton podia ler em latim, grego e hebraico. 
Aos 8, acrescentou 0 trances e 0 italiano, e aos 
10 podia ler em arabe e sanscrito. Na idade de 
21 anos, quando ainda era aluno de graduagao 
no Trinity College, em Dublin, Hamilton foi 
nomeado professor de Astronomia na Universi- 
dade e Astronomo Real da Irlanda! 









5 


O i 0-2 O 3 

bi b 2 b 3 

Cl C2 Cl 



b 2 

b 3 


bi 

b 3 


bi 

b 2 

a\ 

c 2 

Cl 

02 

Cl 

Cl 

+ O 3 

Cl 

c 2 


Observe que cada termo do lado direito da Equacao 5 envolve um numero a, da primeira 
linha do determinante, e a, e multiplicado por um determinante de segunda ordem obtido do 
determinante do lado esquerdo pela remoqao da linha e da coluna em que aparece o elemento 
a,. Observe tambem que o sinal de menos aparece no segundo termo. Por exemplo, 


1 2 -1 
3 0 1 

-5 4 2 


= 1 


0 1 
4 2 



+ (-D 


3 

-5 


0 

4 


= 1(0 - 4) - 2(6 + 5) + (—1)(12 - 0) = -38 


Se reescrevermos a Dcfinicao 4 utilizando determinantes de segunda ordem e a base 
canonica de vetores i, j e k, veremos que o produto vetorial do vetor a = a\\ + coj + cok 
por b = bi\ + b 2 j + b 3 ke 


E 


02 

a 3 


ai 

03 


«i 

a 2 



i — 



j + 



b 2 

bi 


bi 

b 3 


bi 

b 2 


Em vista da semelhanga entre as Equaqoes 5 e 6 , geralmente escrevemos 


m 


a X b 


i j k 

Cl i 0.2 O 3 

bi b 2 b 3 


Apesar de a primeira reta do determinante simbolico da Equacao 7 ser constitufda de veto- 
res, se fizermos a expansao como se fosse um determinante comum usando a regra dada pela 
Equaqao 5, obteremos a Equacao 6 . A formula simbolica dada pela Equaqao 7 e provavel- 
mente o modo mais facil de lembrarmos e calcularmos o produto vetorial. 


EXEMPLO 1 


Sea = (1, 3, 4) e b 


(2, 7, —5), entao 


a X b 


i j k 

1 3 4 

2 7-5 

3 4 . 

7 -5 1 2 3 


1 

2 



3 

7 


k 


= (-15 — 28) i — (-5 - 8 ) j + (7 - 6 )k = — 43i + 13j + k 


EXEMPLO 2 


Mostre que a X a 


0 para qualquer vetor a em V 3 . 


S0LUQA0 Se a = (ai. a 2 , a 3 ), entao 


a X a 


i 

j 

k 

0 \ 

a 2 

O 3 

0 \ 

a 2 

O 3 


= (a 2 a 3 — 03 ^ 2)1 — (ai«3 — 0301 ) j + ( aia 2 — a 2 ai)k 


Oi - Oj + Ok = 0 


Nos construfmos o produto cruzado a X b de modo que ele seria perpendicular a ambos a e 
b. Esta e uma das propriedades mais importantes de um produto cruzado, entao vamos enfa- 
tiza-la e confirma-la no seguinte teorema. 
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|~8~| Teorema O vetor a X b e ortogonal tanto a a quanto a b. 


DEMONSTRAQAO Para mostrarmos que a X b e ortogonal a a, vamos efetuar seu produto 
escalar com segue: 


(a X b) • a = 


a 2 <23 

b 2 b 3 


a 1 


a 1 a 3 


b 1 b 3 

= ai{a 2 b 3 - a 3 b 2 ) - a 2 {a 3 b 3 


(22 


a\ a2 
bi b 2 


a 3 


a 3 bi) + a 3 (a\b 2 — a 2 bi) 


= aia 2 b 3 — aib 2 a 3 — d 3 d 2 b 3 + b\d 2 d 3 + d\b 2 d 3 — bid 2 a 3 


= 0 


Um calculo semelhante mostra que a (a X b) • b = 0. Portanto a X b e ortogonal tanto a a 
quanto a b. 

Se a e b sao representados por segmentos de retas orientados com mesma origem (como 
na Figura 1), entao o Teorema 8 diz que a X b e um vetor perpendicular ao piano que passa 
por a e b. O sentido da dirccao de a X b e dado pela regra dd mao direita: Se os dedos de sua 
mao direita se curvarem na dirccao (atraves de um angulo inferior a 180°) de a para b. entao 
seu polegar esta apontando na dire 5 ao e sentido de a X b. 

Conhecendo o sentido e a dirccao do vetor a X b, resta a descr^ao geometrica de seu 
modulo |a X b|. Isso e dado pelo teorema seguinte. 


|~9~| Teorema Se 0 e o angulo entre a e b (portanto 0 =£ 6 tt), entao 

la X b| = |a| |b| sen 9 


DEM0NSTRAQA0 Das definicoes de produto vetorial e norma de um vetor, temos 
| a X b| 2 = ( a 2 b 3 — a 3 b 2 ) 2 + (a 3 b 1 — fli^) 2 + ( a\b 2 — a 2 bi) 2 

= a 2 b 3 — 2a 2 a 3 b 2 b 3 + a 3 b 2 + a 3 bf — 2a l a 3 bib 3 + alb 3 
+ alb 2 — 2a l a 2 bib 2 + a 2 b\ 

= (a 2 + a 2 + a 3 ){b\ + b 2 + b 3 ) — (dibi + a 2 b 2 + a 3 b 3 ) 2 
= | a | 2 | b | 2 - (a • b) 2 

= | a | 2 | b | 2 — | a| 2 | b | 2 cos 2 0 
= | a | 2 | b | 2 (1 - cos 2 0) 

= | a | 2 | b | 2 sen 2 0 

Extraindo a raiz e observando que \/scrrW = sen 0 porque sen 0 5= 0 quando 0 ^ 0 s S 77 , 
temos 

la X b| = I a | |b| sen 0 

Como um vetor fica completamente determinado se conhecermos seu modulo, dirccao e 
sentido, podemos dizer que aXbeo vetor perpendicular aos vetores a e b. cuja orientagao 
e determinada pela regra da mao direita, e cujo comprimento e |a| |b| sen 9. De fato, e exa- 
tamente assim que os ffsicos definem a X b. 

pio] Corolario Dois vetores diferentes de zero a e b sao paralelos se e somente se 

a X b = 0 


DEMONSTRAQAO Dois vetores nao nulos a e b sao paralelos se e somente se 0 = 0 ou tt. Em 
ambos os casos sen 0 = 0, de modo que |a X b| = 0 e, por conseguinte, a X b = 0. 



FIGURA 1 

A regra da mao direita 
fomece a diregao de a X b. 


IQ9 Visual 12.4 mostra como a x b 
muda quando b muda. 


Caracterizagao geometrica de a X b 
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A interpretagao geometrica do Teorema 9 pode ser vista examinando-se a Figura 2. Se 
a e b sao tornados como segmentos de reta orientados com o mesmo ponto inicial, determi¬ 
nant um paralelogramo com base e |a|, altura |b|sen 0 e com area 

A = | a| (I b I sen 0) = |a X b| 

Entao temos a seguinte forma de interpretar o modulo do produto escalar. 


FIGURA 2 


O modulo do produto cruzado a X b e igual a area do paralelogramo determinado por 

a e b. 


EXEMPLO 3 


Encontre um vetor perpendicular ao piano que passa atraves dos pontos 
P(l, 4, 6), Q(—2, 5, —1) e/?(l, —1, 1). 


S0LUQA0 O vetor PQ X PR e perpendicular a ambos PQ e PR e, portanto, perpendicular 
ao piano que passa por P, Q e R. Sabemos de (12.2.1) que 


PQ = (-2 - l)i + (5 - 4)j + (-1 - 6)k = -3i + j - 7k 
PR = (1 - l)i + (-1 - 4)j + (1 - 6)k = -5j - 5k 


Calculando o produto cruzado desses vetores: 


PQX PR = 


i j k 

-3 1 -7 

0 -5 -5 


= (-5 — 35) i — (15 - 0)j + (15 - 0)k = -40 i - 15 j + 15k 


Logo, o vetor (—40, —15, 15) e perpendicular ao piano dado. Qualquer miiltiplo por escalar 
nao nulo desse vetor, tal como ( — 8, —3, 3), e tambem perpendicular ao piano. 


EXEMPLO 4 


*( 1 ,- 1 , 1 ). 


Encontre a area do triangulo com vertices P( 1, 4, 6), Q(— 2, 5, — 1) e 


S0LUQA0 No Exemplo 3 calculamos que PQ X PR = (—40, —15, 15). A area do paralelo¬ 
gramo com lados adjacentes PQ e PR e o comprimento do produto vetorial: 


|PQ X PR\ = V(-40) 2 + (-15) 2 + 15 2 = 5^82 


A area A do triangulo PQR e metade da area desse paralelogramo, ou seja, | -y/82". 

Se aplicarmos os Teoremas 8 e 9 aos vetores da base canonica i, j e k usando 9 = 7 t/2 , 
obtemos 


iXj =k 
j X i = -k 


Observe que 


j Xk = i 
k X j = -i 

iXj^j Xi 


Portanto, o produto vetorial nao e comutativo. Tambem 


k X i = j 
i X k = -j 


i X (i X j) = i X k = -j 

Enquanto 

(iXi)Xj=0Xj = 0 

Logo, a propriedade associativa da multiplicagao tambem nao vale obrigatoriamente aqui; ou 
seja, em geral, temos 


(aXb)Xc^aX(bXc) 

Entretanto, algumas das propriedades usuais da algebra ainda valem para o produto vetorial. 
O teorema a seguir resume as propriedades dos produtos vetoriais. 
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prT| Teorema Se a, b e c sao vetores e c e um escalar, entao 

1. a X b = -b X a 

2. (ca) X b = c(a X b) = a X (cb) 

3. aX(b + c) = aXb + aXc 

4. (a + b)Xc = aXc + bXc 

5. a • (b X c) = (a X b) ■ c 

6. a X (b X c) = (a ■ c)b - (a • b)c 


Podemos demonstrar essas propriedades escrevendo os vetores em termos de suas com- 
ponentes e usar a definicao de produto vetorial. Faremos, a seguir, a demonstragao da Pro- 
priedade 5 e deixaremos as outras como exercicio. 

DEMONSTRAQAO DA PROPRIEDADE 5 Se a = (ai, a 2 , < 23 ), b = (b\, b 2 , b 3 ) e c = (ci, C2, C3), entao 


12 


a • (b X c) = aXb 2 c 3 - b 3 c 2 ) + a 2 {b 3 ci - b\c 3 ) + a 3 (bic 2 ~ b 2 c 1 ) 
= a\b 2 c 3 — a\b 3 c 2 + a 2 b 3 c\ — a 2 bic 3 + a 3 bic 2 — a 3 b 2 c\ 


= ( a 2 b 3 - a 3 b 2 )ci + ( a 3 bi - a\b 3 )c 2 + (aib 2 - a 2 bi)c 3 

= (a X b) • c 


Produtos Triplos 

O produto a • (b X c) que ocorre na Propriedade 5 e chamado produto misto ou produto 
triplo escalar dos vetores a, b e c. Observe, a partir da Equagao 12, que podemos escrever 
o produto escalar triplo como um determinante: 


13 




a 2 

a 3 

a • (b X c) = 

bi 

b 2 

b 3 


Cl 

c 2 

c 3 


O significado geometrico do produto misto pode ser visto considerando-se o paralelepipe- 
do determinado pelos vetores a, b e c. (Veja a Figura 3.) A area da base do paralelogramo e 
A = |b X c|. Se 0 e o angulo entre a e b X c, entao a altura h do paralelepipedo e 
h = |a| |cos 6\. (Devemos utilizar | cos 0 \ em vez de cos 0 caso 8 > tt/2.) Por conseguin- 
te, o volume do paralelepipedo e 


V = Ah = | b X c 11 a 11 cos 0 \ = \ a • (b X c) 
Assim, demonstramos a seguinte formula. 


pjj] O volume do paralelepipedo determinado pelos vetores a, b e c e o modulo do 
produto misto: 


V = |a • (b X c)| 


Se usarmos a Formula [14] e descobrirmoXs que o volume do paralelepipedo determina¬ 
do a, b e c e 0, os tres vetores precisam pertencer ao mesmo piano; isso quer dizer que eles 

sao coplanares. 


EXEMPLO 5 


Utilize o produto misto para mostrar que 
b = (2, — 1, 4) e c = (0, — 9, 18) sao coplanares. 




S0LUCA0 Se usarmos a Equagao 13 para calcular o produto misto, teremos: 



b 

FIGURA 3 














732 


CALCULO 


a • (b X c) = 


4 

-1 

-9 

1 

-9 


-7 

4 

18 


4 

18 


- 4 


4 

18 


- 7 


1(18) - 4(36) - 7(—18) = 0 


-1 

-9 


Portanto, por [R], o volume do paraleleplpedo determinado por a, b e c e 0. Isso significa que 
a, b e c sao coplanares. 

O produto a X (b X c) que ocorre na Propriedade 6 e chamado triplo produto vetorial 
de a, b e c. A Propriedade 6 sera usada para deduzir a Primeira Lei de Kepler do movimen- 
to planetario no Capltulo 13. Sua demonstracao e pedida no Exercicio 50. 


T 



/ 

/ 


/ 

/ 



Torque 

A ideia de produto vetorial aparece muito frequentemente em fisica. Em particular, conside- 
ra-se uma fore;a F agindo sobre um corpo rfgido em um determinado ponto de um vetor posi- 
cao r. (Por exemplo, ao apertarmos um parafuso aplicando uma forga a uma chave de boca, 
como na Figura 4, iremos girar o parafuso). O torque r (em relagao a origem) e definido 
como sendo o produto cruzado dos vetores posigao e forga: 


r = r X F 

e mede a tendencia do corpo para girar em torno da origem. A diregao do vetor torque indi- 
ca o eixo de rotagao. De acordo com o Teorema 9, o modulo do torque e 


|t| = |r X F| = | r | |F| sen 0, 


onde 0 6 o angulo entre o vetor posigao e o vetor forga. Observe que a unica componente da 
forga F que pode causar a rotagao do objeto e a perpendicular a r, ou seja, |F| sen 0. O modu¬ 
lo do torque e igual a area do paralelogramo determinado por r e F. 


EXEMPLO 6 


Um parafuso e apertado aplicando-se uma forga de 40 N a uma chave de boca de 
0,25 m, como mostrado na Figura 5. Determine o modulo do torque em relagao ao centro do 
parafuso. 


S0LUCA0 O modulo do vetor torque e 

|t| = |r X F| = |r| |F| sen 75° = (0,25) (40) sen 75° 
= 10 sen 75° = 9,66 N-m 


Se o parafuso tem a rosea para a direita, o vetor torque e 

t = |t|ii ~ 9,66 n 

onde n e um vetor unitario com diregao perpendicular a pagina e sentido para dentro 
do papel. 











VETORES E A GEOMETRIA DO ESPAQO 733 


12.4 


Exercicios 


1-7 

Determine o produto vetorial a X b e 

verifique que ele e orto- 

gonal a a e b. 



1. 

a = (6, 0, -2), 

b = (0, 8, 0) 


2 . 

a = (l, 1,-1), 

b = (2, 4, 6) 


3. 

a = i + 3j — 2k, 

b = —i + 5k 


4. 

a = j + 7k, b 

= 2i - j + 4k 


5. 

a = i - j - k. 

b = i i+ j+f k 


6 . 

a = t i + cos r j + 

sen t k, b = i - 

- sen t j + cos t k 

7. 

a = <f, 1, l/f>, 

b = ( t 2 , t\ 1) 



8. Se a = i — 2k e b = j + k, calcule a X b. Esboce a, b e a X b 
como vetores com infcio na origem. 

9-12 Encontre o vetor, sem usar determinantes, mas usando pro- 

priedades do produto vetorial. 

9. (i X j) X k 10. k X (i — 2j) 

11. (j — k) X (k — i) 12. (i + j) X (i — j) 

13. Diga se cada expressao a seguir tem sentido. Se nao, explique 
por que. Se tiver, diga se e um vetor ou um escalar. 

(a) a ■ (b X c) (b) a X (b ■ c) 

(c) a X (b X c) (d) a ■ (b • c) 

(e) (a ■ b) X (c ■ d) (f) (a X b) ■ (c X d) 


5 Calcule |u X v| e determine se u X v tem o sentido de entrar 
ou sair da pagina. 



16. A figura mostra um vetor a no piano xy e um vetor b na diregao 
de k. Os seus comprimentos sao |a| = 3 e |b| =2. 

(a) Encontre |a X b|. 

(a) Utilize a regra da mao direita para decidir se as componentes 
de a X b sao positivas, negativas ou 0. 



17. Se a = (2, — 1, 3) e b = (4, 2, 1), encontre a X b e b X a. 

18. Se a = (1, 0, 1), b = (2, 1, — 1) e c = (0, 1, 3), mostre que 
a X (b X c) ^ (a X b) X c. 

19. Determine dois vetores unitarios que sejam ortogonais a (3, 2, 1) 
e<—1, 1,0). 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 


20. Determine dois vetores unitarios que sejam ortogonais a j — k 
ei + j. 

21. Mostre que 0Xa = 0 = aX0 para qualquer vetor a em V>. 

22. Mostre que (a X b) ■ b = 0 para todo vetor a e b em V 3 . 

23. Demonstre a Propriedade 1 do Teorema 11. 

24. Demonstre a Propriedade 2 do Teorema 11. 

25. Demonstre a Propriedade 3 do Teorema 11. 

26. Demonstre a Propriedade 4 do Teorema 11. 

27. Encontre a area do paralelogramo com vertices A(— 2,1), 
B( 0, 4), C(4, 2) e D(2, -1). 

28. Encontre a area do paralelogramo com vertices K( 1, 2, 3), 
L(l, 3, 6), M(3, 8, 6) e N(3, 7, 3). 

29-32 (a) Encontre um vetor nao nulo ortogonal ao piano que passa 
pelos pontos P, Q e R e (b) calcule a area do triangulo PQR. 

29. P(1,0, 1), g(-2, 1,3), W4, 2,5) 

30. P( 0, 0, -3), 2(4, 2, 0), R( 3, 3, 1) 

31. P( 0, -2, 0), 2(4, 1, -2), R( 5, 3, 1) 

32. P(- 1, 3, 1), 2(0, 5, 2), R( 4, 3,-1) 

Calcule o volume do paralelepfpedo determinado pelos veto¬ 
res a, b e c. 

33. a = <6, 3,-1), b = (0,1,2), c = (4,-2, 5) 

34. a = i + j — k, b = i—j + k, c=—i+j + k 

35-36 Calcule o volume do paralelepfpedo com lados adjacentes 
PQ, PR e PS. 

35. P(-2, 1,0), 2(2, 3, 2), 7?(1, 4, — 1), S(3, 6, 1) 

36. P(3, 0, 1), 2(-l,2, 5), R(5, 1,-1), S(0, 4, 2) 

37. Utilize o produto misto para mostrar que os vetores 
u = i + 5j — 2k, v = 3i — j e w = 5i + 9j — 4k sao coplanares. 

38. Use o produto misto para determinar se os pontos A(l, 3, 2), 
B( 3, —1,6), C(5, 2,0) e D( 3, 6, —4) pertencem ao mesmo piano. 

39. O pedal de uma bicicleta e empurrado por um pe com forga de 
60 N, como mostrado. A haste do pedal tem 18 cm de compri- 
mento. Determine o modulo do torque em relagao a P. 



40. Determine a intensidade do torque em relagao a P se for apli- 
cada uma forga de 240 N, como mostrado. 

2 m 
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41. Uma chave de boca com 30 cm de comprimento posicionada ao 
longo do eixo y aperta um parafuso colocado na origem. Uma 
for§a e aplicada no final do cabo da chave com diregao dada por 
(0, 3, —4). Determine o modulo da for§a necessaria para que o 
torque resultante no parafuso seja de 100 N-m. 

42. Seja v = 5j e seja u um vetor com comprimento 3 com inlcio na 
origem e que gira no piano xy. Determine o maximo e o mlnimo 
valor possfvel para u X v. Qual a dire^ao e o sentido de u X v? 

43. Se a ■ b = v3 e a X b = <1, 2, 2), defina o angulo entre a e b. 

44. (a) Defina todos os vetores v tal que 

<1,2, 1) X v = <3, 1, -5) 

(b) Explique por que nao ha nenhum vetor v tal que 
<1,2, l)Xv = <3, 1,5) 

45. (a) Seja P um ponto fora da reta L que passa atraves dos pontos 

QeR. Mostre que a distancia d a partir do ponto P para a reta 
L e 

rf= |aXb| 

|a| 

onde a = QR e b = QP. 

(b) Use a formula da parte (a) para encontrar a distancia o ponto 
P( 1, 1, 1) a reta que passa por Q (0, 6, 8) sR (— 1, 4, 7). 

46. (a) Seja P um ponto fora do piano que passa pelos pontos Q , R 

e 5. Mostre que a distancia d de P para o piano e 

= l a ■ (b X c)l 
|a X b| 

onde a = QR, b = QS e c = QP. 

(b) Use a formula da parte (a) para encontrar a distancia do 
ponto P( 2, 1, 4) em relagao ao piano que passa pelos pontos 
<2(1,0, 0), R(0, 2, Ole 5(0, 0, 3). 

47. Mostre que |a X b| * 1 2 3 = |a| 2 |b| 2 — (a • b) 2 . 


48. Se a + b + c = 0, mostre que 

aXb=bXc=cXa 


49. Demonstre que (a — b) X (a + b) = 2(a X b). 

50. Demonstre a Propriedade 6 do Teorema 11, isto e, 

a X (b X c) = (a • c)b - (a • b)c 

51 . Utilize o Exerclcio 50 para demonstrar que 

a x (b x c) + b x (c x a) + c x (a x b) = 0 


52. Demonstre que 

(a X b) ■ (c X d) 


a ■ c b ■ c 
ad b ■ d 


53. Suponha que a 0. 

(a) Se a ■ b = a • c, e verdade que b = c? 

(b) Se a X b = a X c, e verdade que b = c? 

(c) Sea-b = aceaXb = aXc, e verdade que b = c? 


54. Se Vi, \2 e V3 sao vetores nao coplanares, defina 

V2 X V3 V3 X Vl 

kl _ Vl • (V2 x V3) k2 _ Vl ■ <V2 X V3) 


Vl X V 2 

k3 ~ Vl ' (V2 X V3) 

(Esses vetores aparecem no estudo de cristalografia. Vetores da 
forma mvi + n 2 v 2 + M3V3, em que cada m e um numero inteiro, for- 
mam um reticulado para um cristal. Vetores escritos de forma seme- 
lhante, em termos de ki, k 2 e k 3 formam o reticulado reciproco). 

(a) Mostre que k, e perpendicular a V) se i ¥= j. 

(b) Mostre que k, • V; = 1 para i = 1, 2, 3. 

1 

(c) Mostre que ki • (k 2 X k 3 ) = Vl ■ (v 2 X v 3 ) ■ 


A GEOMETRIA DE UM TETRAEDR0 


Um tetraedro e um solido com quatro vertices, P, Q, R e S. e quatro faces triangula¬ 
res, como mostrado na figura. 


P 



1. Sejam Vi, v 2 , v 3 e V 4 vetores de comprimentos iguais a area das faces opostas 
aos vertices P, Q, R e S, respectivamente, e dirccoes perpendiculares as res- 
pectivas faces e apontando para fora do tetraedro. Mostre que 

Vl + v 2 + v 3 + v 4 = 0 

2. O volume V de um tetraedro e um tergo da distancia de um vertice a face oposta 
vezes a area dessa face. 

(a) Determine uma formula para o volume do tetraedro em termos das coorde- 
nadas de seus vertices P, Q, R e S. 

(b) Encontre o volume do tetraedro cujos vertices sao P{ 1, 1, 1), Q( 1, 2, 3), 
7?(1, 1, 2) e 5(3, —1, 2). 

3. Suponhamos que o tetraedro na figura tenha um vertice trirretangular S. (Isto 
significa que os tres angulos de S sao todos angulos retos.) Sejam A, P> e C as 
areas das tres faces que encontram o vertice S, e seja D a area da face oposta 
PQR. Utilizando o resultado do Problema 1, mostre que 

D 2 = A 2 + B 2 + C 2 

(Essa e uma versao tridimensional do Teorema de Pitagoras.) 
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Equagoes de Retas e Pianos 


Uma reta no piano xy e determinada quando um ponto e uma diregao (inclinagao ou coefi- 
ciente angular da reta) sao dados. A equagao da reta pode ser entao escrita utilizando-se a 
forma ponto-inclinagao. 

Da mesma forma, uma reta L no espago tridimensional e determinada quando conhece- 
mos um ponto Po{xo, yo, Zo) em Lea direcao de L. Em tres dimensoes, a direcao de uma reta 
e convenientemente descrita por um vetor. Seja v um vetor paralelo a L. Seja P(x, y, z) um 
ponto arbitrario sobre L e sejam ro e r os vetores posigao de P 0 e P (isto e, eles tern repre- 
sentantes OPo e OP). Seaeo vetor com representante Pv,P, como na Figura 1, entao pela 
Regra do Triangulo para soma dos vetores temos r = ro + a. Mas, uma vez que a e v sao 
vetores paralelos, ha um escalar t de tal modo que a = tv. Assim, 


m 


r = r 0 + fv 



FIGURA 1 


que e a equagao vetorial de L. Cada valor do parametro t fornece o vetor posigao r de um 
ponto em L. Em outras palavras, como f varia, a reta e t rag ad a pela ponta do vetor r. Como 
a Figura 2 indica, os valores positivos de f correspondem a pontos em L que se encontram de 
um lado de P 0 , enquanto os valores negativos de f correspondem a pontos que se encontram 
do outro lado de P 0 . 

Se o vetor v, que fornece a direcao da reta L, e escrito sob a forma de componentes 
v = (a, b , c), temos que fv = (ta, tb, tc). Tambem podemos escrever r = (x, y, z) e 
r 0 = (xq, yo, Zo), de modo a equagao do vetor [T] se torna 



(x, y, z) = (xo + ta, yo + tb, zo + tc) FIGURA 2 

Dois vetores iguais tem as componentes correspondentes iguais. Assim, temos tres equagoes 
escalares: 


2j x = Xo + at y = y 0 + bt z = Zo + ct 


onde fell. Essas equagoes sao chamadas equagoes parametricas da reta L, que passa pelo 
ponto Po(xo, yo, Zo) e e paralela ao vetor v = (a, b, c). Cada valor do parametro t fornece um 
ponto (x, y, z) em L. 


EXEMPLO 1 


(a) Determine as equagoes vetorial e parametrica de uma reta que passa pelo ponto (5, 1, 3) 
e e paralela ao vetor i + 4j — 2k. 

(b) Determine outros dois pontos na reta. 

SOLUgAO 

(a) Aqui ro = (5, 1, 3) = 5i + j + 3k e v= i + 4j — 2k, portanto, a equagao do vetor |T] se 
torna 


r = (5i + j + 3k) + f(i + 4j - 2k) 

ou r = (5 + f)i + (1 + At) j + (3 — 2f) k 

As equagoes parametricas sao 

x = 5 + f y = 1 + At z = 3 — 2t 

(b) Escolhendo o valor do parametro t = 1 temos x = 6, y = 5 e z = 1, assim (6, 5, 1) e um 
ponto sobre a reta. Da mesma forma, f = — 1 corresponde ao ponto (4, —3, 5). 


A Figura 3 mostra a reta L do Exemplo 1 e 
sua relagao com o ponto dado e o vetor 
diregao. 



A equagao vetorial e as equagoes parametricas de uma reta nao sao unicas. Se trocarmos 
o ponto ou o parametro ou escolhermos um vetor paralelo diferente, a equagao muda. Por 
exemplo, se, em vez do ponto (5, 1, 3) escolhermos o ponto (6, 5, 1) no Exemplo 1, as equa¬ 
goes parametricas da reta se tornam 


x = 6 + t 


y = 5 + At 


z=l~2t 
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A Figura 4 mostra a reta L do Exemplo 2 e o 
ponto Pde intersecgao com o piano xy. 



FIGURA 4 


Ou, se mantivermos o ponto (5, 1, 3), mas escolhermos o vetor paralelo 2i + 8j — 4k, che- 
garemos as equagoes 

x = 5 + 21 y = 1 + 8r z = 3 — 4t 

Em geral, se um vetor v = (a, b, c) e usado para descrever a direcao de uma reta L, entao 
os numeros a, b e c sao as componentes do vetor diretor de L. Uma vez que qualquer vetor 
paralelo v tambem pode ser usado, vemos que quaisquer tres numeros proporcionais aa, fee 
c poderiam tambem ser usados como componentes do vetor diretor de L. 

Outra maneira de descrever uma reta L e eliminar o parametro t das Equacdes 2. Se 
nenhum dos numeros a, b e c for 0, podemos isolar t em cada uma das equagoes e igualar os 
resultados, obtendo 

_ x - x 0 y - yo z - 20 

3 - =- 7 --- 

— a b c 


Essas equacdes sao chamadas equates simetricas de L. Observe que os numeros a, b e c 
que aparecem nos denominadores das Equacdes 3 sao as componentes do vetor diretor de L, 
isto e, as componentes de um vetor paralelo ao vetor diretor de L. Se a, feouce 0, ainda 
podemos eliminar t. Por exemplo, se a = 0, podemos escrever as equacoes de L como 


x = Xo 



Z - Z 0 


c 


Isso indica que a reta L pertence ao piano vertical x = Xo. 


EXEMPLO 2 


(a) Determine as equaqoes parametricas e simetricas da reta que passa pelos pontos 
A(2, 4, —3) e 5(3, —1, 1). 

(b) Qual a interseccao dessa reta com o piano xyl 

S0LUQA0 

(a) Nao nos foi dado_de forma explfcita o vetor paralelo a reta, mas observe que o vetor v 
com rcpresentaqao AB e paralelo a reta e 

v = (3 - 2, -1 - 4, 1 - (-3)) = <1, -5, 4) 

Assim, os numeros diretores sao a = \, b = — 5 e c = 4. Considerando o ponto (2, 4,-3) 
como P 0 , vemos que as equaqoes parametricas \2\ sao 

x = 2 + t y = 4 — 5t z = ~ 3 + 4r 

e as equacdes simetricas [3] sao 

x - 2 _ y - 4 _ z + 3 
1 -5 ~ 4 

(b) A reta intercepta o piano xy quando z = 0; entao, tomando z = 0 nas cquaqdes simetri¬ 
cas, obtemos: 

x - 2 = y — 4 = 3_ 

1 -5 4 

o que fornece x = j e y = j, portanto a reta intercepta o piano xy no ponto (' 4 ', 0).^H 

Em geral, o procedimento do Exemplo 2 mostra que as componentes do vetor diretor da 

reta L que passa pelos ponto P 0 (x 0 , yo, Zo) e Pi(xi, yu zi) sao xi - x 0 , yi - y 0 e zi ~ Zo e as 
equacdes simetricas de L sao 

x - Xp _ y - y 0 _ z - z 0 

xi - xo yi - yo zi - z 0 


Frequentemente precisamos de uma descriqao, nao de uma reta inteira, mas apenas de um 
segmento de reta. Como, por exemplo, poderfamos descrever o segmento de reta AB no 
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Exemplo 2? Se colocarmos t = 0 nas equagoes parametricas no Exemplo 2(a), temos o ponto 
(2,4, —3) e se colocarmos t = 1, temos (3, —1, 1). Assim, o segmento de reta e descrito pelas 
equacoes parametricas 

x = 2 + t y = 4 — 5t z = ~ 3 + 4r 0 ? =£ 1 

ou pela equagao vetorial correspondente 

r(t) = <2 + t, 4 - 5t, -3 + 4t) 0 =s f ^ 1 

De um modo geral, sabemos a partir da Equagao 1 que a equagao vetorial de uma reta par- 
tindo (do fim) de vetor ro na dire can de um vetor v e r = ro + tv. Se a reta tambem passa 
por (a ponta) ri, entao podemos tomar v = ri — ro e entao sua equagao vetorial e 

r = r 0 + f(r, - r 0 ) = (1 - f)r 0 + tr, 

O segmento de reta de r 0 ate ri e dado pelo intervalo do parametro 0 =£ t =s 1. 

|~4~| O segmento de reta de ro ate ri e dado pela equacao vetorial 

r(f) = (1 - t)r 0 + tri 0 t 1 


EXEMPLO 3 


Mostre que as retas Li e Li com as equagoes parametricas dadas por 


x = 1 + t y = —2 + 3f z = 4 — t 


x = 2s y = 3 + s z = ~ 3 + 45 

sao retas reversas, isto e, sao retas que nao se interceptam e nao sao paralelas (nao perten- 
cendo, portanto, a um mesmo piano). 

SOLUQAO As retas nao sao paralelas, pois seus vetores diretores (1,3, — 1) e (2, 1, 4) nao sao 
paralelos. (As componentes nao sao proporcionais.) Se L\ e Li tivessem um ponto de inter- 
sec<jao, haveria valores de t e ,v tal que 


1 + t — 2s 
—2 + 3t = 3 + s 
4 — t = —3 + 4s 

Mas, se resolvermos as primeiras duas equacoes, obteremos t = y e s = f, que nao satisfa- 
zem a terceira equa 5 ao. Nao existem valores para t s s que satisfa^am as tres equa 5 oes, por¬ 
tanto L\ e L 2 nao se interceptam. Desse modo, L\ e Li sao retas reversas. 


As retas Li e L 2 do Exemplo 3 sao reversas e 
estao na Figura 5. 



FIGURA5 


Pianos 


Enquanto as retas no espago sao facilmente determinadas por um ponto e um vetor diretor, 
um piano e um pouco mais complicado de descrever. Um unico vetor paralelo ao piano dese- 
jado nao e suficiente para fixar a “diregao” do piano, mas um vetor que seja perpendicular a 
esse piano define de modo completo sua “diregao”. Entao, um piano no espago fica determi- 
nado se conhecermos um ponto Po(x o, >’o, zo) no piano e um vetor n que seja ortogonal ao 
piano. Esse vetor ortogonal n e chamado vetor normal. Seja P(x, y, z) ser um ponto arbi- 
trari o no piano e sejam ro e r os vetores posigao Po e P. Entao o vetor r — ro e representado 
por PoP. (Veja a Figura 6.) O vetor normal n e ortogonal a todo vetor do piano. Em particu¬ 
lar, n e ortogonal a r — ro e assim temos 


5 


que pode ser reescrito como 


6 




FIGURA 6 


Tanto a Equagao 5 quanto a Equagao 6 sao chamadas equagao vetorial do piano. 
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z 


( 0 , 0 , 3 ) 



FIGURA 7 


A Figura 8 mostra a parte do piano do Exemplo 
5 delimitada pelo triangulo PQR. 

z 


2(3, -1, 6) 



R(5, 2, 0) 


FIGURA 8 


Para obtermos uma equagao escalar para o piano, escrevemos n = (a, b, c ), r = (x, y, z) 
e ro = (xo, yo, Zo). Entao a equacao [3] se transforma em 

(a, b, c) ■ (x - x 0 , y - yo,z ~ zo) = 0 


ou 


m 


A Equacao 7 e a equacao escalar do piano que passa por P n (x n , y 0 , zo) com vetor normal 

n = (a, b, c ). 


a(x - xo) + b(y - y 0 ) + c(z ~ zo) = 0 


EXEMPLO 4 


Determine uma equagao do piano que passa pelo ponto (2,4, — 1) e tern como 
vetor normal n = (2, 3, 4). Encontre tambem suas intersecgoes com os eixos coordenados e 
fag a um esbogo do piano. 


S0LUQA0 Tomando a = 2, b = 3, c = 4, Xo = 2, yo = 4 e zo = — 1 na Equagao 7, vemos que 
uma equagao do piano e 


2(x - 2) + 3 (y- 4) + 4(z + 1) = 0 


ou 2x + 3y + 4z = 12 

Para encontrarmos a intersecgao com o eixo x, colocamos y = z = 0 nesta equagao e obtemos 
x = 6. Da mesma forma, a intersecgao com o piano ye 4 e a intersecgao com o piano z e 3. Isso 
nos permite esbogar a porgao do piano pertencente ao primeiro octante (veja a Figura 7). 

Agrupando os termos na Equagao 7 como fizemos no Exemplo 4, podemos reescrever a 
equagao do piano como 


8 


ax + by + cz + d = 0 


onde d = —{axo + byo + czo). A Equagao 8 e chamada equagao linear em x, y e z. Recipro- 
camente, pode ser mostrado que, se a, b e c nao sao todos nulos, a equagao linear [8] repre- 
senta um piano cujo vetor normal e o vetor {a, b. c). (Veja o Exercfcio 81.) 


EXEMPLO 5 


eR( 5,2, 0). 


Encontre uma equagao do piano que passa pelos pontos P(\, 3, 2), Q( 3, —1,6) 


S0LUQA0 Os vetores a e b correspondentes a PQ e PR sao 


a = <2, -4,4) b = <4,-1,-2) 


Como tanto a quanto b pertencem ao piano, seu produto vetorial a X b e ortogonal ao piano 
e pode ser tornado como o vetor normal. Assim, 


n = aXb 


i j k 

2-4 4 

4 -1 -2 


= 12 i + 20 j + 14k 


Com o ponto P( 1, 3, 2) e o vetor normal n, uma equagao do piano e 
1 2(x - 1) + 20 (y - 3) + 14(z - 2) = 0 
ou 6 x + lOy + 7z = 50 


EXEMPLO 6 


Determine o ponto no qual a reta com equagoes parametricas x = 2 + 
y = —4 1, z = 5 + t intercepta o piano 4x + 5y — 2z = 18. 


3 1 , 


S0LUQA0 Substitulmos as expressoes x, v e z das equagoes parametricas na equagao do piano: 


4(2 + 3f) + 5(-40 - 2(5 + f) = 18 

Isto simplifica a — 1 Of = 20, portanto, t = —2. Por conseguinte, o ponto de intersegao ocorre 
quando o valor do parametro e t = —2. Entao x = 2 + 3(—2) = —4, y = — 4(—2) = 8, 
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Z = 5 — 2 = 3 e, portanto, o ponto de intersegao e (—4, 8, 3). 

Dois pianos sao paralelos se seus vetores normals sao paralelos. Por exemplo, os pianos 
x + 2y — 3z = 4 e 2x + 4y — 6z = 3 sao paralelos porque os seus vetores normals sao 
ni = (1, 2, —3) e n? = (2, 4, —6) e 112 = 2ni. Se dois pianos nao sao paralelos, eles se inter- 
ceptam em uma reta, e o angulo entre os dois piano e definido como o angulo entre os veto¬ 
res normals aos pianos (veja o angulo 6 na Figura 9). 


EXEMPLO 7 


(a) Determine o angulo entre os pianos x + y + z = I ex — 2y + 3z = 1. 

(b) Determine as equagoes simetricas da reta intersecgao L desses dois pianos. 

SOLUgAO 

(a) Os vetores normais a esses pianos sao 

ni= <1,1,1) na = <l,-2,3) 

Portanto, se 9 e o angulo entre os dois pianos, o Corolario 12.3.6 fornece 

n t • n 2 1(1) + 1(—2) + 1(3) 2 

C ° S 1 111 11 n 2 VI + 1 + 1 Vl + 4 + 9 V42 


0 = cos 1 



« 72° 


(b) Primeiro precisamos encontrar um ponto em L. Por exemplo, podemos achar o ponto 
onde a reta intercepta o piano xy tomando z = 0 na equagao dos dois pianos. Isso fornece as 
equagoes x + y = 1 ex - 2 y = 1, cuja solugao e x = 1, y = 0. Portanto, o ponto (1, 0, 0) 
encontra-se em L. 

Observe que, como L pertence a ambos os pianos, e perpendicular ao vetor normal de 
ambos os pianos. Entao, um vetor v paralelo a L c dado pelo produto vetorial 



FIGURA 9 


A Figura 10 mostra os pianos do Exemplo 7 e a 
reta de intersecgao L. 



V = ni X n 2 = 


i j k 
1 1 1 
1 -2 3 


= 5i - 2j - 3k 


Outro modo de determinar a reta de intersecgao 
e resolver a equagao do piano para duas 
variaveis em fungao da terceira, que sera 
tomada como parametro. 


e assim as equagoes simetricas de L podem ser escritas como 


x — 1 y z 
5 “ ^2 “ ^3" 

OBSERVACAO Como uma equagao linear nas variaveis x,y e z representa um piano e dois 
pianos nao paralelos se interceptam em uma reta, segue que duas equacbes lineares podem 
representar uma reta. Os pontos (x, y, z) que satisfazem a ambas as equagoes 
a ix + biy + C\z +di = 0 e a^x + bzy + az + di = 0 pertencem a ambos os pianos, e assim 
esse par de equagoes lineares representa a reta intersegao dos pianos (se eles nao forem para¬ 
lelos). Por exemplo, no Exemplo 7, a reta de L foi dada como a reta de intersecgao dos pia¬ 
nos x + y+ z= lex — 2y + 3z= l.As equagoes simetricas que encontramos para L podem 
ser escritas como 

x — 1 y y z 

5 ~^2 6 ^2~~ 

que e um par de equagoes lineares. Elas descrevem L como a reta intersecgao dos pianos 
(x — l)/5 = y/(— 2) e y/(—2) = z/(— 3). (Veja a Figura 11.) 

Em geral, quando escrevemos as equagoes de uma reta na forma simetrica 



FIGURA 11 

A Figura 11 mostra como a reta L do Exemplo 7 
pode tambem ser vista como a intersecgao dos 
pianos obtidos a partir de suas equagoes 
simetricas. 


x - x 0 _ y - yo _ z - z 0 
a b c 

podemos pensar na reta como a intersecgao de dois pianos 


x 0 


y ~ yo 

b 


y - yo 

b 


zo 






























































740 


CALCULO 


EXEMPLO 8 


Determine a formula da distancia D de um ponto P](X], y u 7 . 1 ) ao piano 
ax + by + cz + d = 0. 


SO LUC AO Seja Pa(x n , y 0 , Zo) um ponto qualquer do piano dado e seja b o vetor correspondente 
a PoPi- Entao, 


P, 



FIGURA 12 


b = (X[ — xo, y 1 - y 0 , z 1 - zo) 

Da Figura 12 podemos ver que a distancia D de Pi ate o piano e igual ao valor absoluto da 
projegao escalar de b sobre o vetor normal n = {a, b, c). (Veja a Segao 12.3.) Assim, 

1 1 I n • b I 

D = comp„ b = —j—j— 

I n I 

| a(x 1 - Xo) + b(y 1 - y 0 ) + c(z t - z 0 ) | 

Ja 2 + b 2 + c 2 

| {ax 1 + by 1 + czj) — (axo + by 0 + cz 0 ) | 

*Ja 2 + b 2 + c 2 


Uma vez que Po se situa no piano, as suas coordenadas satisfazem a equagao do piano e por 
isso temos ax 0 + by fl + czo + d = 0. Assim, a formula para D pode ser escrita como 


9 


ax 1 + by 1 + czi + d 
\/a 2 + b 2 + c 2 


EXEMPLO 9 


5x + y 


Determine a distancia entre os dois pianos paralelos 1 Ox + 2y — 2z = 5 e 

z = 1. 


S0LUCA0 Observemos primeiro que os dois pianos sao paralelos, pois seus vetores normals 
(10, 2, —2) e (5, 1, —1) sao vetores paralelos. Para achar a distancia D entre os pianos, esco- 
lhemos um ponto qualquer em um piano e calculamos sua distancia ao outro piano. Em par¬ 
ticular, se tomarmos y = z = 0 na equagao do primeiro piano, obteremos lOx = 5 e, portanto, 
( 2 , 0, 0) e um ponto desse piano. Pela Formula 9, a distancia entre ( 2 , 0, 0) e o piano 
5 x + y — z ~ 1 = 0e 


| 5 ( 4 ) + 1 ( 0 ) - 1 ( 0 ) - 11 | V3 

V5 2 + l 2 + (-1) 2 3^3 6 


Assim, a distancia entre os pianos e >/3/6. 


EXEMPLO 10 


No Exemplo 3 mostramos que as retas 
U: x = 1 + t y=-2 + 3t 

Ly. x = 2s y = 3 + s 

sao retas reversas. Determine a distancia entre elas. 


z = 4 — t 
z = — 3 + As 


S0LUQA0 Como as duas retas L, e L 2 sao reversas, elas podem ser vistas como pertencentes 
aos pianos paralelos Pi e P 2 . A distancia entre L\ e L. c igual a distancia entre Pi e P 2 , que 
pode ser calculada como no Exemplo 9. O vetor normal a ambos os pianos precisa ser orto- 
gonal aos vetores Vi = (1, 3, —1) (vetor diretor de L \) ev 2 = (2, 1, 4) (vetor diretor de L 2 ). 
Assim, o vetor normal e dado por 


n = Vi X V2 = 


i j k 

1 3 -1 

2 1 4 


= 13i - 6j - 5k 


Se colocarmos 5 = 0 nas equagoes de L 2 , temos o ponto (0, 3, —3) em L 2 e entao a equagao 
de P 2 6 























VETORES E A GEOMETRIA DO ESPAQO 741 


13(jc - 0) - 6(y - 3) - 5(z + 3) = 0 ou 13x - 6y - 5z + 3 = 0 


Tomando agora t = 0 na equagao de L\, obtemos o ponto (1, —2, 4) em /V Assim, a distan- 
cia entre L\ e Li e a mesma que a distancia a partir de (1, —2, 4) ate 1 3x — 6y — 5z +3 = 0. 
Pela Formula 9, esta distancia e 


13 ( 1 ) - 6 (— 2 ) - 5 ( 4 ) + 3 
V 13 2 + (— 6) 2 + (— 5) 2 


8 

y/230 


0,53 



Exercicios 


1. Determine se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes. 

(a) Duas retas paralelas a uma terceira sao paralelas. 

(b) Duas retas perpendiculares a uma terceira sao paralelas. 

(c) Dois pianos paralelos a um terceiro sao paralelos. 

(d) Dois pianos perpendiculares a um terceiro sao paralelos. 

(e) Duas retas paralelas a um piano sao paralelas. 

(f) Duas retas perpendiculares a um piano sao paralelas. 

(g) Dois pianos paralelos a uma reta sao paralelos. 

(h) Dois pianos perpendiculares a uma reta sao paralelos. 

(i) Dois pianos ou se interceptam ou sao paralelos. 

(j) Duas retas ou se interceptam ou sao paralelas. 

(k) Um piano e uma reta ou se interceptam ou sao paralelos. 

2-5 Determine uma equagao vetorial e equagoes parametricas para 
a reta. 


2. A reta que passa pelo ponto (6, —5, 2) e e paralela ao vetor 

<1, 3, -]> 

3. A reta que passa pelo ponto (2, 2,4, 3,5) e e paralela ao vetor 
3i + 2j — k 

4. A reta que passa pelo ponto (0, 14, —10) e e paralela a reta 
x = — 1 + 2t, y = 6 — 3t, z = 3 + 9t 

5. A reta que passa pelo ponto (1, 0, 6) e e perpendicular ao piano 
x + 3y + z = 5 

6-12 Determine as equagoes parametricas e as equagoes simetricas 
para a reta. 

6 . A reta que passa pela origem e pelo ponto (1,2, 3) 

7. A reta que passa pelos pontos (0, §, l) e (2, 1, —3) 

8 . A reta que passa pelos pontos (1,0, 2,4, 4,6) e (2,6, 1,2, 0,3) 

9. A reta que passa pelos pontos (— 8, 1, 4) e (3, —2, 4) 


14. A reta que passa por ( — 2, 4, 0) e (1, 1, 1) e perpendicular a reta 
que passa pelos pontos (2, 3, 4) e (3, — 1, —8)? 

15. (a) Encontre equagoes simetricas para a reta que passa pelo 
ponto (1, —5, 6) e e paralela ao vetor (—1,2, —3). 

(b) Determine os pontos nos quais a reta da parte (a) intercepta 
os pianos coordenados. 

16. (a) Encontre as equagoes parametricas da reta que passa por 

(2, 4, 6) e e perpendicular ao piano x — y + 3z = 7. 

(b) Em que pontos essa reta intercepta os pianos coordenados? 

17. Ache a equagao vetorial para o segmento de reta de (2, — 1, 4) a 
(4,6,1). 

18. Encontre as equagoes parametricas para o segmento de reta de 
(10,3, l)a (5, 6, -3). 


19-22 Determine se as retas L\ e L 2 sao paralelas, reversas ou con- 
correntes. Se forem concorrentes, determine seu ponto de intersec- 
gao. 


19. L\\ x — 3 + 2t, y = 4 — t, z = 1 + 3t 
L 2 : x = 1 + 4s, y = 3 — 2s, z = 4 + 5s 


20 . 

21 . 


22 . 


L\: x = 5 — 12 1 , y = 3 + 9s, 
Li\ x = 3 + 8s, y = — 6s, z 



z = 1 - 3/ 
= 7 + 2s 


10. A reta que passa por (2, 1, 0) e e perpendicular tanto a i + j 
quanto j + k 

11. A reta que passa por (1, —1, 1) e e paralela a reta 

x+2=y=z~3 

12. A reta de intersecgao dos pianos x + 2y + 3z=lex— y + z — \ 

13. A reta que passa por (—4, —6, 1) e (—2, 0 —3) e paralela a reta 
que passa pelos pontos (10, 18, 4) e (5, 3, 14)? 


23-40 Determine a equagao do piano. 

23. O piano que passa pelo ponto (6, 3, 2) e e perpendicular ao vetor 
(-2,1,5) 

24. Plano que passa pelo ponto (4, 0, — 3) e cujo vetor normal e 

j + 2k 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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25. O piano que passa pelo ponto (— 1. 3) e cujo vetor normal e 

i + 4j + k 

26. O piano que passa pelo ponto (2, 0, 1) e e perpendicular a reta 
x = 3f, y = 2 - t, z = 3 + At 

27. O piano que passa pelo ponto (1, — 1, — 1) e e paralelo ao piano 
5x - y - z = 6 

28. O piano que passa pelo ponto (2, 4, 6) e e paralelo ao piano 
z = x + y 

29. O piano que passa pelos pontos (1, j, |) e e paralelo ao piano 
x + y + z = 0 

30. O piano que content a reta x = 1 + t, y = 2 — t, z = 4 — 3fee 
paralelo ao piano 5x + 2y + z = 1 

31. O piano que passa pelos pontos (0, 1, 1), (1, 0, 1), e (1, 1, 0) 

32. O piano que passa pela origem e pelos pontos (2, —4, 6) e (5, 1, 3) 

33. O piano que passa pelos pontos (3, —1,2), (8, 2,4), e (—1, —2, 
-3) 

34. O piano que passa pelo ponto (1, 2, 3) e content a reta x = 3t, 
y = \ + t,z — 2 — t 

35. O piano que passa pelo ponto (6, 0, —2) e content a reta 
x = 4 — 2t, y = 3 + 5t, z — 7 + 4t 

36. O piano que passa pelo ponto (1, —1, 1) e content a reta com 
equagoes simetricas x = 2y = 3z 

37. O piano que passa pelo ponto (—1,2, 1) e content a reta de in- 
tersegao dos pianos x + y — z — 2e2x — y + 3z = 1 

38. O piano que passa pelos pontos (0. —2, 5) e (— 1, 3, 1) e e per¬ 

pendicular ao piano 2 z — 5x + 4y 

39. O piano que passa pelo ponto (1, 5, 1) e e perpendicular aos pia¬ 
nos 2x + y — 2z — 2ex + 3z = 4 

40. O piano que passa pela reta de intersecgao dos pianos x — z — 1 
ey + 2z — 3ee perpendicular ao piano x + y — 2z = 1 

41-44 Use as intersecgoes com os eixos coordenados como uma 

ajuda para esbogar o piano. 

41. 2x + 5y + z — 10 42. 3x + y + 2z — 6 

43. 6-v — 3y + 4z = 6 44. 6 x + 5y — 3z = 15 

45-47 Determine o ponto no qual a reta intercepta o piano dado. 

45. x = 3 — t, y = 2 + t, z = 5t; x — y + 2z = 9 

46. x = 1 + 2t, y = 4 1 , z = 2 — 3f; x + 2y — z + 1 = 0 

47. x = y — 1 = 2z; 4x — y + 3z = 8 

48. Em que ponto a reta que passa por (1,0, 1) e (4, —2, 2) inter¬ 

cepta o piano x + y + z — 6? 

49. Determine as coordenadas do vetor diretor da reta intersecgao 
dos pianos x + y + z = 1 ei + z = 0. 

50. Determine o cosseno do angulo entre os pianos x + y + z = 0 


e x + 2y + 3 z — 1. 

51-56 Determine se os pianos sao paralelos, perpendiculares ou 
nenhum dos dois. No caso de nenhunt dos dois, calcule o angulo 
entre eles. 

51. x + 4v — 3z = I, —3x + 6y + 7z = 0 

52. 2z = 4y — x, 3x — 12 y + 6z — 1 

53. x + y + z = 1, x — y + z — 1 

54. 2x — 3y + 4z = 5, x + 6y + 4z = 3 

55. x = 4_y — 2 z, 8_v =1 + 2x + 4z 

56. x + 2y + 2z = 1, 2x — y + 2z = 1 

57-58 (a) Determine as equaqoes simetricas da reta intersecgao dos 
pianos e (b) determine o angulo entre os pianos. 

57. x + y + z = 1, x + 2y + 2z = 1 

58. 3x =* 2y + z =1, 2x + y — 3z — 3 

59-60 Encontre equa§oes simetricas para a reta de intersecqao dos 
pianos. 

59. 5x — 2y — 2z = 1, 4x + y + z = 6 

60. z — 2x — y — 5, z = 4x + 3y — 5 

61. Determine uma equa§ao do piano constituldo de todos os pon¬ 
tos que sao equidistantes dos pontos (1, 0, —2) e (3, 4, 0). 

62. Determine uma equa^ao do piano constituldo de todos os pon¬ 
tos que sao equidistantes dos pontos (2, 5, 5) e ( — 6, 3, 1). 

63. Determine a equa^ao do piano que x intercepta o eixo x em a, o 
eixo y em be o eixo z em c. 

64. (a) Determine o ponto dado pela intersecQao das retas: 

r = <1, 1,0) + 1(1, -1, 2) 
r = (2, 0, 2) + s(-l, 1,0) 

(b) Determine a equaqao do piano que content essas retas. 

65. Encontre as equaqoes parametricas da reta que passa pelo ponto 
(0, 1, 2), e paralela ao piano x + y + z = 2ee perpendicular a 
reta x = 1 + t, y = 1 — t, z — 2t. 

66 . Determine as equa§oes parametricas da reta que passa pelo 
ponto (0, 1, 2), e perpendicular a reta x = \ + t, y — \ — t, 
z = 2t e intercepta essa reta. 

67. Quais dos quatro pianos seguintes sao paralelos? Existem dois 
coincidentes? 

Pi: 3x + 6y — 3z = 6 P 2 : 4x - \2y + Sz = 5 

Py. 9y = 1 + 3jc + 6z Py z = x + 2y — 2 

68 . Quais das quatro retas seguintes sao paralelas? Existem duas 
coincidentes? 

Li: x = 1 + 6t, y = 1 — 3t, z— 12i + 5 

L 2 : x = 1 + 2r, y = t, z = 1 + 4t 

Ly. 2x — 2 = 4 — 4y — z + 1 
Ly r = (3, 1, 5) + t(4, 2, 8) 

69-70 Utilize a formula que aparece no Exerclcio 45 da Se^ao 12.4 
para determinar a distancia do ponto a reta dada. 
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69. (4, 1, -2); x = 1 + t, y = 3 - 2t, z = 4 - 3t 

70. (0, 1, 3); x = 2 1, y = 6 - 2t, z = 3 + t 
71-72 Determine a distancia do ponto ao piano dado. 

71. (1,-2,4), 3x + 2;y + 6z = 5 

72. (-6, 3, 5), x - 2y - 4z = 8 

73-7 c Determine a distancia entre os pianos paralelos dados. 

73. 2x — 3y + z — 4. 4x — 6y + 2z = 3 

74. 6z = 4-y — 2x, 9z = 1 — 3x + 6y 

75. Mostre que a distancia entre os pianos paralelos 

ax + by + cz + d\ = 0 e ax + by + cz + di = 0 e 


78. Encontre a distancia entre as retas de inclinagao com equagoes 
parametricas x = 1 + t, y = 1 + 6f, z = 2f e x = 1 + 2s, 
y = 5 + 15i, z — ~ 2 + 6s. 

79. Seja Li a reta que passa pela origem e pelo ponto (2, 0,-1). Seja 
Li a reta que passa pela origem e pelo ponto (1, — 1, 1) e 
(4, 1, 3). Encontre a distancia entre L\ e L 2 . 

80. SejaLi a reta que passa pela origem e pelo ponto (1, 2, 6) e 
(2, 4, 8). Seja Li a reta de intersegao dos pianos 7Ti e 7r 2 , onde 
7Ti e o piano x-y + 2z + 1 = 0 e 7t 2 e o piano que passa pelos 
pontos (3, 2, — 1), (0, 0, 1) e (1, 2, 1). Encontre a distancia entre 
Li e L 2 . 

81. Se a, b e c nao sao todos nulos, mostre que a equagao 
ax + by + cz + d = 0 representa um piano e {a, b, c) e o vetor 
normal ao piano. 


D= 

y/a 1 + b 2 + c 2 

76. Determine as equates dos pianos que sao paralelos ao piano 
x + 2 y — 2z = 1 e que distam duas unidades dele. 

77. Mostre que as retas com equagoes simetricas x = y = z e 
x + 1 = y/2 = z/3 sao reversas e determine a distancia entre elas. 


Dica: Suponha a ¥= 0 e reescreva a equagao na forma 



+ b(y 


0) + c(z 


0 ) = 0 


82. De a interpretagao geometrica de cada famflia de pianos, 
(a) x + y + z = c (b) x + y + cz = 1 

(c) y cos 6 + z sen (7=1 


C0L0CAND0 0 3D EM PERSPECTIVA 

Programadores de computagao graftca enfrentam o mesmo desafto que os grandes 
pintores do passado: como representar uma cena tridimensional como uma imagem 
plana em um piano bidimensional (a tela ou um monitor). Para criar a ilusao de pers- 
pectiva, na qual os objetos proximos parecem maiores que aqueles mais distantes, os 
objetos tridimensionais na memoria do computador sao projetados em uma tela retan- 
gular a partir do ponto de visao onde o olho ou a camera estao localizados. O volume 
de visao - a porcao do espago que estara visfvel - e a regiao contida nos quatro pia¬ 
nos que passam pelo ponto de visao e por uma aresta da tela retangular. Se os obje¬ 
tos na cena se estendem alem dos quatro pianos, eles sao truncados antes que os dados 
sejam enviados para a tela. Esses pianos sao, portanto, chamados piano cortantes. 

1. Suponha que a tela seja representada por um retangulo no piano yz com vertices 
(0, ±400, 0) e (0, ±400, 600), e a camera esteja localizada em (1 000, 0, 0). Uma 
reta L na cena passa pelos pontos (230, —285, 102) e (860, 105, 264). Em quais 
pontos L sera contada pelos pianos cortantes? 

2. Se o segmento de reta cortado for projetado na tela, identifique o segmento de 
reta resultante. 

3. Use equacoes parametricas para tracar as arestas da tela, o segmento de reta cortado 
e sua projegao na tela. A seguir, adicione retas que conectem o ponto de visao a 
cada extremidade dos segmentos cortados para verificar que a projegao esta correta. 

4. Um retangulo com vertices (621, -147, 206), (563, 31, 242), (657, -111, 86) e 
(599, 67, 122) e adicionado a cena. A reta L intercepta esse retangulo. Para fazer 
o retangulo parecer opaco, um programador pode usar retas escondidas, as quais 
removem partes do objeto que estao atras de outros objetos. Identifique a parte de 
L que deve ser removida. 
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Cilindros e Superficies Quadricas 


Ja olhamos para dois tipos especiais de superficies - pianos (Secao 12.5) e esferas (Segao 
12.1). Aqui, estudaremos outros dois tipos de superficies - cilindros e superficies quadricas. 

Para esbogar o grafico dessas superficies e util determinar a interseccao da superficie com 
pianos paralelos aos pianos coordenados. Essas curvas sao denominadas cortes (ou secedes 
transversais) da superficie. 



FIGURA 1 

A superficie z = x 2 e 
um cilindro parabolico. 



FIGURA 2 x 2 + y 2 =l 



FIGURA 3 y 2 + z 2 = 1 


Cilindros 


Um cilindro e uma superficie constituida de todas as retas (chamadas geratrizes) que sao 
paralelas a uma reta dada e que passam por uma curva plana. 


EXEMPLO 1 


Esboce o grafico da superficie z, = x 2 . 


SOLUQAO Observe que a equagao do grafico, z = x 2 , nao envolve y. Isto significa que qual- 
quer piano vertical com a equagao y = k (em paralelo com o piano xz) intersecta o grafico 
de uma curva com a equagao z = x 2 . Os cortes verticals sao, portanto, parabolas. A Figura 1 
mostra como o grafico e formado tornando a parabola z = x 2 no piano xz e movendo-a na 
diregao do eixo v. O grafico e uma superficie chamada de cilindro parabolico, constituida 
por um numero infinito de copias deslocadas da mesma parabola. Aqui, as geratrizes do cilin¬ 
dro sao paralelas ao eixo y. 

Observamos que a variavel v nao aparece na equagao do cilindro do Exemplo 1. Esse fato 
e comum as superficies cujas geratrizes sao paralelas a um dos eixos coordenados. Se uma 
das variaveis x,y ouz esta faltando na equagao da superficie, a superficie e um cilindro. 


EXEMPLO 2 


(a) x 2 + y 2 = 1 


Identifique e esboce as superficies. 


(b) y 2 +z 2 = 1 


SOLUQAO 

(a) Como z nao aparece e as equagoes x 2 + y 2 = 1, z = k representam uma circunferencia de 
raio 1 no piano z = k, a superficie x 2 + y 2 = 1 e um cilindro circular cujo eixo e o eixo z- 
(Veja a Figura 2.) Aqui, as geratrizes sao retas verticals. 

(b) Nesse caso, a variavel x e que esta faltando, e a superficie e um cilindro circular cujo eixo 
e o eixo x. (Veja a Figura 3.) Ela e obtida tomando-se a circunferencia y 2 + z 2 = 1, 
x = 0 no piano yz e deslocando-a paralelamente ao eixo x. 


ESI OBSERVAQAO Quando estamos tratando de superficies, e importante reconhecer que uma 
equagao como x 2 + y 2 = 1 representa um cilindro e nao uma circunferencia. O corte desse 
cilindro x 2 + y 2 = 1 no piano xy e a circunferencia de equagoes x 2 + y 2 = 1, z = 0. 


Superficies Quadricas 

Uma superficie quadrica e o grafico de uma equagao de segundo grau nas tres variaveis x, 
y & z. A equagao mais geral e 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Hy + Iz + J = 0 

onde A, B, C ,..., J sao constantes, mas por rotagao e translagao essa equagao pode ser posta 
em uma de duas formas padrao 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + 7 = 0 ou Ax 2 + By 2 + Iz =0 

As superficies quadricas sao as correspondentes tridimensionais das conicas no piano. (Veja 
a Segao 10.5 para uma revisao das segoes conicas.) 


EXEMPLO 3 


Utilize cortes para fazer o esbogo da superficie quadrica com equagao 
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SOLUCAO Substituindo z = 0, determinamos que o corte no piano xy 6 x 2 + y 2 /9 = 1, que 
reconhecemos ser a equacao de uma elipse. Em geral, o corte horizontal no piano z = k e 




2 



4 


z = k 


que e uma elipse, desde que k 2 < 4, ou seja, —2 < k < 2. 

Da mesma forma, os cortes verticais tambem sao elipses: 


2 2 

y z , 

— + — = 1 - k~ 
9 4 

x 2 + — = 1- 


(se -1 < k< 1) 
(se — 3 < k < 3) 


A Figura 4 mostra como desenhar alguns cortes para indicar a forma da superffcie. Essa su- 
perffcie e chamada elipsoide, visto que todos os seus cortes sao elipses. Observe a simetria 
em relacao a cada piano coordenado; isto e reflexo do fato de so aparecerem potencias pares 
de x, y e z. 


EXEMPLO 4 


Utilize cortes para esbogar a superffcie z 


4x 2 + y 2 . 



y* ^ 

Elipsoide jc 2 + ^ = 1 


SOLUQAO Impondo x = 0, obtemos z = y 2 , de forma que o piano yz intercepta a superffcie 
em uma parabola. Impondo x = k (uma constante), obtemos z = y 2 + 4k 2 . Isso significa que, 
se cortarmos o grafico por qualquer piano paralelo ao piano yz, obteremos uma nova para¬ 
bola com concavidade para cima. Da mesma forma, tomando y = k , o corte e z = 4x 2 + k 2 , 
que corresponde novamente a uma parabola com concavidade para cima. Tomando z = k, 
obteremos os cortes horizontais 4x 2 + y 2 = k, que reconhecemos como uma familia de elip¬ 
ses. Sabendo a forma dos cortes, podemos esbo^ar o grafico da Figura 5. Pelo fato de os cor¬ 
tes serem parabolas e elipses, a superffcie quadrica z, = 4xr + y 2 e denominada paraboloide 
elfptico. 


EXEMPLO 5 


Esboce a superffcie z = y 2 


FIGURA 5 

A superffcie z = 4x 2 + y 2 e um paraboloide 
elfptico. Os cortes horizontais sao elipses 
e os cortes verticais sao parabolas 



SOLUQAO Os cortes nos pianos verticais x = k sao parabolas z = y 2 — k 2 , com concavidade 
para cima. Os cortes em y = k sao parabolas z = ~x 2 + k 2 , com concavidade para baixo. Os 
tracos horizontais sao y 2 — x 2 = k, uma famflia de hiperboles. Na Figura 6 desenhamos esses 
cortes e mostramos como eles aparecem quando colocados nos pianos corretos na Figura 7. 

Na Figura 8 colocamos juntos os cortes da Figura 7 para formar a superffcie z = y 2 — x 2 , 
um paraboloide hiperbolico. Observe que o formato da superffcie perto da origem se asse- 



. Z) 


1+ 


y■ 

1 ^ 



0/ / 

±1 


-Vv 







y\ 

A f , 

FIGURA 6 


y y 

- 1 / 

0 

\ \ \ x 


\ \ X 

Os cortes verticais sao parabolas; 
os cortes horizontais sao hiperboles. 
Todos os cortes sao identificados 


y+ 2 

/// 

\\ 

s 

i\ 

por um valor de k. 

Cortes em x = 

k sao z = y 1 — k 2 

Cortes em y = k sao z = — x 2 + k 2 

Cortes em z = k sao y 2 — x 2 = k 
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FIGURA 7 

Cortes movidos para 
seus pianos corretos 

U3!l Em Module 7264 voce pode 
investigar como codes determinam a forma 
de uma superffcie. 




Cortes em x = k Cortes em y = k 

melha a uma sela. Essa superffcie sera alvo de estudos futuros 
tirmos os pontos de sela. 


EXEMPLO 6 


Esboce a superffcie — + y 2 



Cortes em z = k 

na Se£ao 14.7, quando discu- 


FIGURA 8 

A superffcie z = y 2 — x 1 e 
um paraboloide hiperbolico. 



SOLUQAO O corte em qualquer piano horizontal z = k 6 a elipse 


x 


2 


4 



mas os cortes nos pianos xz e yz sao as hiperboles 


z = k 



Essa superffcie e chamada hiperboloide de uma folha e esta esbocada na Figura 

A ideia de usar os cortes para desenhar a superffcie e empregada em programas de com- 
putadores que fazem graficos tridimensionais. Na maioria desses programas, os cortes nos 
pianos verticals x = k ey = k sao desenhados para valores de k, igualmente espacados, e par¬ 



tes do grafico sao eliminadas utilizando-se a tecnica de remover linhas escondidas. A Tabe- 
la 1 mostra graficos de computador de seis quadricas basicas na forma padrao. Todas as 
superficies sao simetricas em relagao ao eixo z. Se uma quadrica e simetrica em relacao a um 
eixo diferente, sua cquacao se modifica de modo apropriado. 










VETORES E A GEOMETRIA DO ESPAQO 747 


TABELA I Grafico de Superficies Quadricas 


Superffcie 


Equa§ao 


Superffcie 


Equagao 


Elipsoide 




Todos os cortes sao elipses. 
Se a = b = c, o elipsoide e 
uma esfera. 


Cone 


z 


y 


2 


z 


2 



y 


2 



c 1 a 2 b 2 

Cortes horizontais sao elipses. 
Cortes verticals nos pianos 
jc = fc e y = fc sao hiperboles se 
k A 0, mas sao um par de retas 
quando k = 0. 


Paraboloide Elfptico 


c 


a 2 b 2 


Hiperboloide de Uma Folha 


a 2 b 2 c 2 



Paraboloide Hiperbolico 


Cortes horizontais sao elipses. 
Cortes verticais sao parabolas. 
A variavel elevada a primeira 
potencia indica o eixo do 
paraboloide. 



l 2 b 2 



Hiperboloide de Duas Folhas 


Cortes horizontais sao elipses. 
Cortes verticais sao hiperboles. 
O eixo de simetria corresponde 
a variavel cujo coebciente e 
negativo. 



a 2 b 2 c 2 



Cortes horizontais sao 
hiperboles. Cortes verticais 
sao parabolas. O caso aqui 
ilustrado corresponde a c < 0. 



Cortes horizontais em z—k 
sao elipses s ek> c ou se 
k < —c. Cortes verticais sao 
hiperboles. Os dois sinais de 
menos indicam duas folhas. 


EXEMPLO 7 


Identifique e esboce as superficies 4x 2 — y 2 + 2z 2 +4 = 0. 


S0LUCA0 Dividindo por —4, colocamos a equagao na forma padrao: 



1139 Em Module ?266voce pode 
verificar como mudangas em a, b e c na 
Tabela 1 afetam a forma da superffcie 
quadrica. 


Comparando essa equagao com as da Tabela 1, vemos que ela representa um hiperboloide de 
duas folhas, exceto que aqui o eixo do hiperboloide e o eixo y. Os cortes nos pianos xy e. yz 
sao as hiperboles 

2 2 2 
? y y Z 

—x 2 H-=1 z = 0 e --=1 x = 0 

4 4 2 

A superffcie nao tern corte no piano xz, mas os cortes nos pianos verticais y = k para |A | > 
2 sao as elipses 

, z 2 k 2 

x 2 H-=-1 y = k 

2 4 

que podem ser escritas como 



FIGURA 10 

4jc 2 - y 2 + 2z 2 + 4 = 0 



y = k 


Esses cortes foram usados para fazer o esbogio na Figura 10. 






















David Frazler/Corbis 
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EXEMPLO 8 


Classifique a superffcie quadratica x 2 + 2z 2 — 6x — y + 10 = 0. 


SOLUQAO Completando os quadrados, reescrevemos a equ actio como 


y - 1 = (x - 3) 2 + 2z 2 


Comparando essa equacao com a Tabela 1, vemos que se trata de um paraboloide ellptico. 
Aqui, entretanto, o eixo do paraboloide e paralelo ao eixo y e foi transladado de forma que 
o vertice e o ponto (3, 1, 0). Os cortes nos pianos y = k ik> 1) sao as elipses 

( x — 3) 2 + 2 z~ = k — 1 y = k 

O corte no piano xy e a parabola com a equagao y = 1 + (x — 3) 2 , z = 0. A parabola e apre- 
sentada na Figura 11. 



Aplicacoes de Superficies Quadricas 

Exemplos de superficies quadricas podem ser encontrados no mundo a nossa volta. De fato, 
o mundo propriamente dito e um bom exemplo. Embora a Terra seja usualmente modelada 
como uma esfera, um modelo mais preciso e um elipsoide, pois a rotagao da Terra causa um 
achatamento nos polos. (Veja o Exercfcio 47.) 

Paraboloides circulares, obtidos pela rotagao de uma parabola em torno de seu eixo, sao 
usados para coletar e refletir luz, som e sinais de radio e televisao. Em um radiotelescopio, por 
exemplo, sinais das estrelas distantes que atingem a bacia sao todos refletidos para o receptor 
no foco e assim amplificados. O mesmo princlpio se aplica a microfones e antenas de satelite 
na forma de paraboloides. 

Torres de resfriamento para reatores nucleares sao usualmente projetadas na forma de 
hiperboloides de uma folha, por razoes de estabilidade estrutural. Pares de hiperboloides sao 
usados para transmitir movimento de rotagao entre eixos transversals. (Os dentes das engre- 
nagens sao as retas geradoras do hiperboloide. Veja o Exercfcio 49.) 




Hiperboloides produzem transmissao por engrenagens. 


Reatores nucleares tem torres de arrefecimento com a 
forma de hiperboloides. 



Uma antena parabolica reflete sinais para 
o foco de um paraboloide. 
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Exercicios 


1. (a) O que a equa§ao y = x 2 representa como uma curva em R 2 ? 

(b) O que ela representa como uma superffcie em R 3 ? 

(c) O que a equa§ao z = y 1 representa? 

2. (a) Esboce o grafico de v = e x como uma curva em R 2 . 

(b) Esboce o grafico de y = e* como uma superffcie em R 3 . 

(c) Descreva e esboce a superffcie z = e y . 

3-8 Descreva e esboce a superffcie. 

3. y 2 + 4z 2 = 4 4. z — 4 - x 2 

5. z = 1 - y 1 6. y = r 

7. xy = 1 8. z = sen y 

9. (a) Encontre e identifique os cortes da superffcie quadrica 

x 2 + y 2 — z 2 = 1 e explique por que o grafico parece com o 
grafico do hiperboloide de uma folha da Tabela 1. 

(b) Se trocarmos a equaqao na parte (a) para x 2 — y 2 + z 2 = 1, 
como isso afeta o grafico? 

(c) E se trocarmos a equagao em (a) para x 2 + y 2 + 2y — z 2 = 0? 

10. (a) Encontre e identifique os cortes da superffcie quadrica 

—x 2 — y 2 + z 2 = 1 e explique por que o grafico se parece 
com o grafico do hiperboloide de duas folhas da Tabela 1. 
(b) Se a equagao na parte (a) for trocada para x 2 — y 2 — z 1 = 1, 
o que acontece com o grafico? Esboce o novo grafico. 

11-20 Use cortes para esbogar e identificar as superficies. 


11. 

x = y 2 + 4z 2 

12. 

9x 2 — y 2 + z 2 = 

0 


13. 

x 2 = y 2 + 4z 2 

14. 

25x 2 + 4y 2 + z 2 

= 

100 

15. 

-x 2 + 4y 2 - z 2 = 4 

16. 

4x 2 + 9y 2 + z = 

0 


17. 

36x 2 + y 2 + 36z 2 = 36 

18. 

4x 2 — 16y 2 + z 2 

= 

16 

19. 

y = z 2 - x 2 

20. 

1 

‘V* 

II 

H 




21-28 Faga uma correspondente entre a equagao e seu grafico (iden- 
tificado por I-VIII). Justifique sua escolha. 


21 . x 2 +4y 2 +9z 2 =l 
23. x 2 - f + z 2 = 1 
25. y = 2x 2 + z 2 
27. x 2 + 2z 2 = 1 



22. 9x 2 + 4y 2 + z 2 = I 
24. —x 2 + y 2 — z 2 = 1 
26. y 2 = x 2 + 2z 2 
28. y = x 2 - z 2 





29-36 Coloque a equagao na forma padrao, classifique a superffcie 
e esboce-a. 

29. y 2 = x 2 +1 z 2 30. 4x 2 — y + 2z 2 — 0 

31. x 2 + 2y- 2z 2 = 0 32. y 2 = x 2 + 4z 2 + 4 

33. 4x 2 + f + 4z 2 ~ 4y - 24z + 36 = 0 

34. 4y 2 + z 2 — x — I6y — 4z + 20 = 0 

35. x 2 - y 2 + z 2 - 4x - 2y - 2z + 4 = 0 

36. x 2 — y 2 + z 2 — 2x + 2y + 4z + 2 = 0 

^ 37-40 Use um computador com um programa que trace superficies trl- 
dimensionais. Experimente diversos pontos de vista e diversos tama- 
nhos de janela retangular ate conseguir uma boa visao da superffcie. 


37. 

— 4x 2 - yr + z 2 = 1 

38. 

x 2 - y 2 - z = 0 

39. 

—4x 2 — y 2 + z 2 = 0 

40. 

x 2 — 6x + 4y 2 — 


41. Esboce a regiao delimitada pelas superficies z = Vx 2 + y 2 e 
x 2 + y 2 = 1 para 1 =£ z 2. 

42. Esboce a regiao delimitada pelos paraboloides z = x 2 + y 2 e 
z = 2 — x 2 — y 1 . 

43. Determine uma equa§ao da superffcie obtida pela rota§ao da pa¬ 
rabola y = x 2 em tomo do eixo y. 

44. Determine uma equagao da superffcie obtida pela rota^ao da reta 
x = 3y em torno do eixo x. 

45. Determine uma equagao da superffcie constitulda de todos os 
pontos que sao equidistantes do ponto (—1, 0, 0) e do piano 
x = 1. Identifique a superffcie. 

46. Determine uma equa^ao da superffcie constitulda de todos os 
pontos P para os quais a distancia de P ao eixo x e o dobro da 
distancia de P ao piano yz. Identifique a superffcie. 

47. Tradicionalmente, a superffcie da Terra tern sido modelada como 
uma esfera, mas o World Geodesic System de 1984 (WGS-84) 
usa um elipsoide como um modelo mais preciso. Ele coloca o 
centra da Terra na origem e o Polo Norte no eixo z positivo. A 


YY\ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 
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distancia do centra ao polo e 6.356.523 km e a distancia a um 
ponto do Equador e 6.378.137 km. 

(a) Encontre unia equagao para superflcie da Terra como a usada 
pelo WGS-84. 

(b) Curvas de latitude igual sao tragos nos pianos z = k. Qual e 
a forma destas curvas? 

(c) Meridianos (curvas com longitude constante) sao cortes nos 
pianos da forma y = mx. Qual e a forma desses meridianos? 

48. Uma torre de resfriamento de um reator nuclear deve ser cons- 
trufda na forma de um hiperboloide de uma folha. O diametro da 
base e de 280 m, e o diametro mi'nimo, 500 m acima da base, e 
de 200 m. Encontre uma equagao para a torre. 

49. Mostre que, se o ponto ( a , b , c) encontra-se sobre o paraboloide 
hiperbolico z = y 2 — x 2 , entao as retas com as equagoes para- 
metricas x — a + t, y — b + t, z — c + 2(b — a)t e 


x = a + t,y = b — t, z = c~ 2 (b + a)t, ambas, encontram-se 
inteiramente sobre este paraboloide. (Isso mostra que o parabo¬ 
loide hiperbolico e o que e chamado uma superflcie regrada; ou 
seja, ela pode ser gerada pelo movimento de uma reta. De fato, 
este exercfcio mostra que passando por cada ponto do parabo¬ 
loide hiperbolico existem duas retas geradoras. As unicas outras 
superficies quadricas que sao superficies regradas sao os cilin- 
dros, cones e hiperboloides de uma folha.) 

50. Mostre que a curva de intersecgao das superficies 
x 2 + 2y 2 — z 2 + 3x — 1 e 2x 2 + 4y 2 — 2z 2 — 5y — 0 
se situa num piano. 

51. Desenhe as superficies z = x 2 + y 2 e z = 1 — y 2 em uma mesma 
tela usando o domfnio \x\ =£ 1,2, \y\ ^ 1,2 e observe a curva de 
intersecgao dessas superficies. Mostre que a projegao dessa 
curva no piano xy e uma elipse. 


Revisao 

Verificacao de Conceitos 


1. Qual a diferenga entre um vetor e um escalar? 

2. Como somamos dois vetores geometricamente? Como os so- 
mamos algebricamente? 

3. Se a e um vetor e c e um escalar, qual a relagao entre ca e a geo¬ 
metricamente? Como determinar ca algebricamente? 

4. Como determinar um vetor de um ponto a outro? 

5. Como determinar o produto escalar a • b de dois vetores se voce 
conhece seus comprimentos e o angulo entre eles? E se voce co- 
nhece suas componentes? 

6. Para que o produto escalar e util? 

7. Escreva as expressoes para a projegao escalar e vetor projegao de 
b sobre a. Ilustre com diagramas. 

8. Como determinar o produto vetorial a X b de dois vetores se 
voce conhece seus modulos e o angulo entre eles? E se voce co¬ 
nhece suas componentes? 

9. Para que o produto vetorial e util? 

10. (a) Como calcular a area do paralelogramo definido pelos veto¬ 

res a e b? 


(b) Como calcular o volume do paralelepfpedo definido pelos 
vetores a, b e c? 

11. Como determinar um vetor perpendicular a um piano? 

12. Como determinar o angulo entre dois pianos que se interceptam? 

13. Escreva as equagoes vetorial, parametricas e simetricas para uma 
reta. 

14. Escreva as equagoes vetorial e escalar de um piano. 

15. (a) Como voce sabe se dois vetores sao paralelos? 

(b) Como voce sabe se dois vetores sao perpendiculares? 

(c) Como voce sabe se dois pianos sao paralelos? 

16. (a) Descreva um metodo para determinar se tres pontos P, Q e 

R estao alinhados. 

(b) Descreva um metodo para determinar se quatro pontos P , Q, 
R e 5 sao coplanares. 

17. (a) Como voce determina a distancia de um ponto a uma reta? 

(b) Como voce determina a distancia de um ponto a um piano? 

(c) Como voce determina a distancia entre retas? 

18. O que sao os tragos de uma superflcie? Como determina-los? 

19. Escreva as equagoes na forma padrao dos seis tipos de quadricas. 


Teste - Verdadeiro ou Falso 

Determine se a afirmagao e falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por 
que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que mostre que e falsa. 

1. Se u = (ui, Ui) e v = (vi, Vi), entao u ■ v =( U\V\, U 2 V 2 ). 

2. Para quaisquer vetores u e v em V3, |u + v| = lul + |v|. 

3. Para quaisquer vetores u e v em V3, lu • vl = |ul|v|. 

4. Para quaisquer vetores u e v em V3, |u X v| = lul I vl. 

5. Para quaisquer vetores u e v em V3, u • v = v • u. 

6 . Para quaisquer vetores u e v em f !l uXv = vXu. 

7. Para quaisquer vetores u e v em V3, lu X v| = |v X u|. 


8 . Para quaisquer vetores u e v em V3 e qualquer escalar k , 
£(u ■ v) = (ku) ■ v. 

9. Para quaisquer vetores u e v em V 3 e qualquer escalar k, 
k{ u X v) = (ku) X v. 

10. Para quaisquer vetores u, v e w em V3, 

(u + v) X w = u X w + v X w. 

11. Para quaisquer vetores u, v e w em V3, u • (v X w) = (u X v) • w. 

12. Para quaisquer vetores u, v e w em V3, 
u X (v X w) = (u X v) X w. 
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13. Para quaisquer vetores u e v em V3, (u X v) • u = 0. 

14. Para quaisquer vetores u e v em V3, (u + v) X v = u X v. 

15. O vetor (3, — 1, 2) e paralelo ao piano 6 x — 2y + 4z = 1. 

16. Uma equagao linear Ax + By + Cz + D = 0 representa uma 
reta no espago. 

17. O conjunto de pontos {(x, y, z) \ x 2 + y 2 = 1} e um circulo. 


18. Em [R 3 o grafico de y = x 2 6 um paraboloide. 

19. Se u ■ v = 0, entao u = 0 ou v = 0. 

20. Se u X v = 0, entao u = 0 ou v = 0 

21. Se u ■ v = 0 e u X v = 0, entao u = 0 ou v = 0. 

22. Se u e v estao em V 3 , entao |u ■ v| =£ |u||v|. 


Exercicios 


1. (a) Encontre uma equagao da esfera que passa pelo ponto 

( 6 , —2, 3) e tem centra (—1, 2, 1). 

(b) Encontre a curva na qual esta esfera intercepta o piano yz. 
(b) Encontre o centra e o raio da esfera 

x 2 + y 2 + z 2 - 8x + 2y + 6z + 1 = 0 

2. Copie os vetores da figura e utilize-os para desenhar os seguin- 
tes vetores. 

(a) a + b (b) a - b (c) — \ a (d) 2a + b 



3. Se u e v sao os vetores mostrados na figura, determine 
u • v e | u X v I. O sentido do vetor u X v e entrando ou saindo 
do papel? 


|v 


|u| = 2 



4. 


Calcule a quantidade dada se 


a = i + j — 2k 

(a) 2a + 3 b 
(c) a • b 
(e) |b X c| 

(g) c X c 

(i) comp,, b 

(k) O angulo entre a e 


b = 3i-2j+k c=j-5k 


(b) lb I 
(d)aXb 
(f) a • (b X c) 

(h) a X (b X c) 

(j) proj a b 

b (com precisao de um grau) 


5. Determine os valores de x tais que os vetores (3, 2, x) e 
(2x, 4, x) sejam ortogonais. 


6. Determine dois vetores unitarios que sejam ortogonais j + 2k e 

i — 2j + 3k. 


7. Suponha que u • (v X w) = 2. Encontre 

(a) (u X v) ■ w (b) u ■ (w X v) 

(c) v ■ (u X w) (d) (u X v) • v 


10. Dados os pontos A(l, 0, 1), B( 2, 3, 0), C(-l, 1, 4) e 
D( 0, 3, 2), determine o volume do paralelepfpedo com lados ad- 
jacentes AB, AC e AD. 

11. (a) Encontre um vetor perpendicular ao piano atraves dos pon¬ 

tos A( 1,0, 0), B(2, 0, — 1) e C(l, 4, 3). 

(b) Determine a area do triangulo ABC. 

12. Uma forga constante F = 3i + 5j + 10k move um objeto ao 
longo do segmento de reta de (1, 0, 2) a (5, 3, 8 ). Determine o 
trabalho realizado se a distancia e medida em metros e a forga 
em newtons. 

13. Um barco e puxado para a praia usando duas cordas, como mos- 
trado no diagrama. Se e necessaria uma forga de 255 N, deter¬ 
mine o modulo da forga exercida em cada corda. 



14. Encontre a magnitude do torque em relagao ao ponto P se uma 
forga de 50 N e aplicada como mostrado. 



15-17 Determine as equagoes parametricas da reta. 

15. A reta que passa por (4, — 1, 2) e (1, 1,5) 

16. A reta que passa por ( 1 , 0 , — 1 ) e e paralela a reta 
\{x - 4) = \y = z + 2 

17. A reta que passa por (-2, 2, 4) e e perpendicular ao piano 
2x — y + 5z =12 

18-20 Determine a equagao do piano. 

18. O piano que passa por (2, 1, 0) e e paralelo ax + 4y — 3z — 1 


8. Mostre que, se a, b e c estao em V 3 , entao 

(a X b) ■ [(b X c) X (c X a)] = [a ■ (b X c)] 2 

9. Determine o angulo agudo entre duas diagonals de um cubo. 


19. O piano que passa por (3, — 1, 1), (4, 0, 2) e ( 6 , 3, 1) 

20 . O piano que passa por ( 1 , 2 , — 2 ) e content a reta x = 2 1, 
y = 3 — t, z=l + 3t 
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21. Determine o ponto no qual a reta com equates parametricas 
x = 2 — t, y = 1 + 3t, z — At intercepta o piano 
2x — y + z = 2. 

22. Encontre a distancia desde a origem ate a reta x = 1 + t, 
y = 2 — t, z = —1 + 2 1. 

23. Determine se as retas dadas pelas equagoes simetricas 

x ~ 1 _ y ~ 2 _ z - 3 
2 3 4 

x + 1 y - 3 z + 5 

e - = - = - 

6-12 

sao paralelas, se inclinam ou intersectam. 

24. (a) Mostre que os pianos x + y — z = 1 e 2r — 3y + 4z = 5 nao 

sao nem paralelos nem perpendiculares. 

(b) Deterinine, com precisao de um grau, o angulo entre os pia¬ 
nos. 

25. Encontre uma equagao do piano que passa pela reta de interse- 
gao dos pianos x — z — ley + 2z = 3ee perpendicular ao 
piano x + y — 2z = 1. 

26. (a) Encontre uma equagao do piano que passa atraves dos pon- 

tos A(2, 1. 1), B( — l, -1, 10) e C(l, 3, -4). 


(b) Encontre as equagoes simetricas da reta que passa por See 
perpendicular ao piano da parte (a). 

(c) Um segundo piano passa por (2, 0, 4) e tem vetor normal 
(2, —4, —3). Mostre que o angulo agudo entre os pianos e 
aproximadamente 43°. 

(d) Encontre as equates parametricas para a reta intersecgao 
dos dois pianos. 

27. Determine a distancia entre os dois pianos 3x + y — 4z = 2 e 3.r 
+ y — 4z = 24. 

28-3 Identifique e esboce o grafico de cada superficie. 


28. 

x = 3 

29. x — z 

30. 

y = z 2 

31. x 2 — y 2 +Az 2 

32. 

Ax — y + 2z =4 

33. - Ax 2 + y 2 -Az 2 

34. 

y 2 + z 2 — 1 + x 2 


35. 

Ax 2 + Ay 2 - 8y + z 2 = 0 


36. 

x = y 2 + z 2 ~ 2y - Az + 5 



37. Um elipsoide e criado pela rotagao da elipse Ax 1 + y 2 = 16 sobre 
o eixo x. Encontre uma equagao do elipsoide. 

38. Uma superficie e constitulda de todos os pontos P tais que a 
distancia de P ao piano y = 1 e o dobro da distancia de P ao 
ponto (0, — 1, 0). Determine a equagao dessa superficie e iden- 
tifique-a. 



Problemas Quentes 


l 

f 

ii 





FIGURA PARA 0 PROBLEMA 1 


1. Cada borda de uma caixa cubica tem comprimento de 1 m. A caixa content nove bolas esfericas com 
o mesmo raio r. O centra de uma esfera esta no centra do cubo e ela toca as outras oito bolas. Cada 
uma das oito bolas toca 3 lados da caixa. As bolas estao firmemente alojadas na caixa. (Veja a 
figura.) Determine r. 

2. Seja B uma caixa solida com comprimento L, largura W e altura H. Seja 5 o conjunto de todos os 
pontos que estao a uma distancia de no maximo 1 de algum ponto B. Expresse o volume de S nos 
termos de L, W e H. 

3. Seja L a reta obtida pela intersecgao dos pianos cx + y + z — czx — cy + cz — — 1, onde c e um 
numero real. 

(a) Determine as equagoes simetricas da reta L. 

(b) A medida que o numero de c varia, a reta L varre uma superficie S. Encontre uma equagao para 
a curva de intersegao de S com o piano horizontal z — t (o corte de S no piano z — t). 

(c) Determine o volume do solido limitado por S e pelos pianos z — 0 e z = 1. 

4. Um aviao e capaz de viajar a 180 km/h em condigoes normals. O piloto decola e voa em diregao ao 
norte, guiado pela bussola do aviao. Depois de 30 minutos de voo, o piloto constata que, em decor- 
rencia do vento, viajou 80 km a um angulo de 5° a leste do norte. 

(a) Qual a velocidade do vento? 

(b) Para que diregao o piloto deveria ter dirigido o aviao para alcangar o destino pretendido? 

5 . Suponha que Vi e V2 sejam vetores com | Vi | = 2, | V2 | = 3 e Vi • V2 = 5. Seja V3 = proj v , V2, 

V4 = proj V2 V3, V5 = proj V3V4 e assim por diante. Calcule | v„ |. 

6 . Encontre uma equagao da esfera maior que passa atraves do ponto (— 1, 1, 4) e e tal que cada um 














VETORES E A GEOMETRIA DO ESPAQO 753 


dos pontos ( x , y, z) no interior da esfera satisfaz a condigao 

x 2 + y 2 + z 2 < 136 + 2(x + 2y + 3 z) 


7. Suponha que urn bloco de massa m seja colocado em um piano inclinado, como mostrado na figura. 
A descida do bloco pelo piano inclinado e freada pela forga de atrito; se 0 nao for grande o sufi- 
ciente, o atrito impedira qualquer deslocamento do bloco. As forgas que agem sobre o bloco sao seu 
peso W, onde |W| = mg (g e a aceleragao da gravidade); a forga normal N (o componente normal 
da forga de reagao no piano do bloco), onde |N| = n; e a forga F devida ao atrito, que age paralela- 
mente ao piano inclinado, no sentido contrario ao movimento. Se o bloco estiver parado e 8 for au- 
mentado, |F[ aumentara ate atingir um valor maximo, alem do qual o bloco comegara a deslizar. 
Neste angulo 8 S , pode ser observado que |F| e proporcional a n. Entao, quando |F| e maximo, 
podemos dizer que |F| = fx s n, onde /x, e chamado coeficiente de atrito estatico e depende dos ma¬ 
terials que estao em contato. 

(a) Observe queN + F + W = 0e deduzaque /jl s = tg ($.,). 

(b) Suponha que, para 8 > 8 S , uma forga adicional exterior H seja aplicada ao bloco, na horizontal 
a partir da esquerda, e seja |H| = h. Se h e pequeno, o bloco pode ainda deslizar para baixo do 
piano; se h e suficientemente grande, o bloco ira mover-se no aviao. Seja h^n o menor valor de 
h que permita ao bloco permanecer parado (de modo que |F| e maximo). 

Escolhendo os eixos coordenados de modo que F esteja na diregao do eixox, determine para cada 
forga atuante suas componentes paralela e perpendicular ao piano inclinado e mostre que 

/tmin sen 0 + mg cos 8 — n e /tmin cos 6 + /Jt s n = mg sen 8 

(c) Mostre que /w = mg tg (8 — 8 S ) 

Isso parece razoavel? Faz sentido para 8 = 8P. E quando 8 —» 90°? 

Explique. 

(d) Seja /i max o maior valor que permita ao bloco permanecer parado. (Nesse caso, qual o sentido de 
F?) Mostre que 

/w = mg tg (8 + 8 S ) 

Isso parece razoavel? Explique. 



8 . Um solido tem as seguintes propriedades. Quando iluminado por raios paralelos ao eixo z, a sua 
sombra e um disco circular. Quando iluminado por raios paralelos ao eixo y, sua sombra e um 
quadrado. Quando iluminado por raios paralelos ao eixo, sua sombra e um triangulo isosceles. (No 
Exercfcio 44 na Segao 12.1 foi solicitado que se descrevesse e se esbogasse um exemplo de um 
solido, mas ha muitos outros solidos). Suponha que a projegao sobre o piano xz seja um quadrado 
cujos lados tem comprimento 1. 

(a) Qual e o volume do maior solido? 

(b) Existe um menor volume? 






Funcoes Vetoriais 



Christos Georghiou/Shutterstock 


As fun£oes que usamos ate agora foram funcoes a valores reais. Agora estudaremos 
funcoes cujos valores sao vetores, pois estas sao necessarias para descrever curvas e 
superficies no espago. Usaremos funcoes a valores vetoriais tambem para descrever o 
movimento de objetos no espago. Em particular, as usaremos para deduzir as leis de 
Kepler para o movimento planetario. 
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Fungoes Vetoriais e Curvas Espaciais 


Em geral, uma fungao e uma regra que associa a cada elemento de seu dommio um elemento 
de sua imagem. Uma funcao vetorial, ou funcao a valores vetoriais, e uma fungao cujo do¬ 
mmio e um conjunto de numeros reais e cuja imagem e um conjunto de vetores. Estamos par- 
ticularmente interessados em funcoes vetoriais r cujos valores sao vetores tridimensionais. Isso 
significa que, para todo numero t no dommio de r existe um unico vetor de V 3 denotado por 
r(t). Se/(f), g(t) e lift) sao as componentes do vetor r(f), entao/ g e li sao funcoes a valores 
reais chamadas funcoes componentes de r e podemos escrever 

r(t) = (fit), git), hit)) = /(f) i + git) j + hit) k 

Usamos a letra t para denotar a variavel independente porque ela representa o tempo na 
maioria das aplicacoes de fungoes vetoriais. 


EXEMPLO 1 


r(f) = (t 3 , ln(3 - t),yft) 
entao, as funcoes componentes sao 

fit ) = f 3 gf) = ln(3 - t) h(t) = 4~t 


Se lim,^„r(/) = L, essa definigao 
equivale a dizer que 0 comprimento, a 
diregao e 0 sentido do vetor r(r) se aproxi 
mam do comprimento, da diregao e do 
sentido do vetor L. 


Pela convenqao usual, o dommio de r e constitufdo por todos os valores de t para os quais a 
expressao r(f) esta definida. As expressoes t‘. ln(3 — t) e y '7 sao definidas quando 3 - t > 0 
e f 3= 0. Portanto, o dommio de r e o intervalo [0, 3). 

O limite de uma funcao vetorial r e definido tomando-se os limites de suas fungoes 
componentes como a seguir. 

[T] Se r(f) = (fit), git), hit)), entao 

lim r(f) = /lim/(f), lim git), lim hit)) 
desde que os limites das funcoes componentes existam. 


Da mesma forma, poderfamos ter usado uma definigao usando o e-<5 (veja o Exercfcio 
51). Os limites de fungoes vetoriais obedecem as mesmas regras que os limites de fungoes 
reais (veja o Exercfcio 49). 


EXEMPLO 2 


Determine lim r(f), onde r(f) = (l+f 3 )i + /e'j + 


sen t 


k. 


S 0 LUQA 0 De acordo com a Definigao 1, o limite dereo vetor cujas componentes sao os 
limites das fungoes componentes de r: 


limr(f) = pirn (1 + f 3 )J i + pim te f j j + 

= i + k 


sen t 
lim- 

1^0 t 


Uma fungao vetorial r e contfnua em a se 

lim r(f) = r(a) 

t^a 

Em vista da Definigao 1, vemos que r e contfnua em a se e somente se suas fungoes com¬ 
ponentes/, g e h forem contfnuas em a. 

As curvas espaciais e as fungoes vetoriais contfnuas estao intimamente relacionadas. 
Suponha que/, g e h sejam fungoes reais contfnuas em um intervalo I. Em seguida, o con¬ 
junto C de todos os pontos (x, y, z) no espago, onde 
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2 


* = fit) y = g{t) z = hit) 


e t varia no intervalo I, e chamado curva espacial. As equagoes em {2} sao denominadas 
equagoes parametricas de C e t e conhecido como parametro. Podemos pensar em C como 
tendo sido tragada pelo movimento de uma particula cuja posigao no instante t 6 
(fit), git), hit)). Se considerarmos agora a fungao vetorial r(f) = (fit), git), hit)), entao r(f) 
e o vetor posigao do ponto de P(fit), git), hit)) em C. Assim, qualquer fungao vetorial con- 
tinua r define uma curva espacial C que e tragada pela ponta do vetor em movimento r(f), 
como se mostra na Figura 1. 


EXEMPLO 3 


Descreva a curva definida pela fungao vetorial 


r(f) = < 1 + t, 2 + 5t, -1 + 6t) 


SOLUQAO As equagoes parametricas correspondentes sao 


x = 1 + t y = 2 + 5t z = — 1 + 6f 

que reconhecemos, a partir da Equagao 12.5.2, como as equagoes parametricas de uma reta 
passando pelo ponto (1, 2, — 1) e paralela ao vetor (1, 5, 6). Como alternativa, podemos ob- 
servar que a fungao pode ser escrita como r = r 0 + tv, quando r 0 = (1,2, — 1) e 
v = (1, 5, 6), e esta e a equagao vetorial da reta dada pela Equagao 12.5.1. 


Curvas planas tambem podem ser representadas utilizando-se notagao vetorial. Por exem- 
plo, a curva determinada pelas equagoes parametricas x = t 2 — 2t e y = t + 1 (veja o Exem- 
plo 1, na Segao 10.1) poderia tambem ser descrita pela equagao vetorial 

r(f) = (t 2 — 2t,t+l)= it 2 — 2t) i + it + l)j 
onde i = (1, 0) e j = (0, 1). 


EXEMPLO 4 


Esboce a curva cuja equagao vetorial e dada por 


r(f) = cos t i + sen t j + t k 


SOLUQAO As equagoes parametricas para essa curva sao 

x = cos t y = sen t z = t 

Uma vez que x 2 + y 2 = cos 2 t + sen 2 f = 1, a curva deve situar-se no cilindro circular 
x 2 + y 2 = 1. O ponto (x, y, z) esta diretamente acima do ponto (x, y, 0), que se move para a 
esquerda em torno do circulo x 2 + y 2 = 1 no piano xy. (A projegao da curva para o piano xy 
tem equagao vetorial r(f) = (cos t, sen t, o) . Veja o Exemplo 2 na Segao 10.1.) Como z — t 
a curva gira para cima ao redor do cilindro quando t aumenta. A curva, mostrada na Figura 2, 
e chamada helice. 

A forma de saca-rolha da helice circular do Exemplo 4 e a mesma das molas. Elas tam¬ 
bem aparecem no modelo do DNA (acido desoxirribonucleico, material genetico de celulas 
vivas). Em 1953, James Watson e Francis Crick mostraram que a estrutura da molecula de 
DNA e de duas helices circulares paralelas interligadas, como na Figura 3. 

Nos Exemplos 3 e 4 demos as equagoes vetoriais das curvas e pedimos uma descrigao 
geometrica ou esbogo delas. Nos dois exemplos a seguir, daremos uma descrigao geometrica 
da curva e pediremos para encontrar equagoes parametricas para ela. 


EXEMPLO 5 


Determine uma equagao vetorial e as equagoes parametricas para o segmento de 
reta ligando o ponto P(l, 3, — 2) ao ponto Q(2, —1, 3). 


SOLUQAO Na Segao 12.5 encontramos uma equagao vetorial para o segmento de reta que une 
a extremidade do vetor ro a extremidade do vetor ri: 



FIGURA 1 

C e tragada pelo movimento da ponta 
do vetor de posigao r(t). 


na Visual 13.1A mostra diversas 
curvas serem tragadas por vetores posigao, 
incluindo aquelas nas 
Figuras 1 e 2. 



FIGURA 3 

Uma helice dupla 


r it) = (1 - f)r 0 + t ri 
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A Figura 4 mostra o segmento de linha PQ 
no Exemplo 5 

Zk 


2(2, -1,3) 



FIGURA 4 


(Veja a Equagao 12.5.4.) Aqui tomamos ro = (1, 3, —2) e ri = (2, —1, 3) para obter uma 
equagao vetorial do segmento de linha de P para Q: 

r (t) = (1 - f)< 1, 3, -2) + t(2, -1,3) 0 « t « 1 

ou r(f) = ( 1 + t, 3 — 4r, — 2 + 5f) 0 t =s 1 

As equagoes parametricas correspondentes sao 

x = 1 + t y = 3 — 4t z = —2 + 5 1 0 *£ t 1 


EXEMPLO 6 


Determine uma equagao vetorial que represente a curva obtida pela intersegao 


do cilindro x + y = 1 com o piano y + z = 2. 


SOLUfAO A Figura 5 mostra como o piano intercepta o cilindro, e a Figura 6 mostra a curva 
de intersecgao C, que e uma elipse. 




FIGURA 5 FIGURA 6 

A projegao de C para o piano xy 6 o cfrculo x 2 + y 2 = 1, z — 0. Entao, sabemos do Exem¬ 
plo 2 na Segao 10.1 que podemos escrever 

x = cos t y = sen t 0 < t 2 tt 

Da equagao do piano, temos 


z = 2 — y = 2 — sen t 

Deste modo, podemos escrever as equagoes parametricas para C como 

x = cos t y = sen t z = 2 — sen t 0 t 2 tt 

A equagao vetorial correspondente e 

r(f) = cos t i + sen t j + (2 — sen t) k 0 =£ t ^ 2tt 

Essa equagao e chamada de parametrizagao da curva C. As setas na Figura 6 indicam o sen- 
tido em que a curva C e percorrida quando o valor do parametro t aumenta. 

Utilizando Computadores para Tragar Curvas Espaciais 

As curvas espaciais sao inerentemente mais diffceis de desenhar que as curvas planas. Para 
uma representagao mais precisa precisamos utilizar a tecnologia. Por exemplo, a Figura 7 
mostra o grafico gerado por computador da curva com equagoes parametricas 
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x = (4 4- sen 20 1) cos t y = (4 + sen 20 1) sen t z, = cos 20 1 

Essa curva e denominada espiral toroidal, pois esta sobre um toro. Outra curva interes- 
sante, o no de trevo ou trifolio, com equayoes 

x = (2 + cos 1,5zj cos t y = (2 + cos l,5f) sen t z = sen 1,5? 

esta ilustrada na Figura 8. Seria muito dificil tragar qualquer uma dessas curvas a mao. 




FIGURA 7 Espiral toroidal FIGURA 8 No de trevo 


Mesmo com o auxflio de computador no desenho de curvas espaciais, as ilusoes opticas 
tornam dificil entender a forma real da curva. (Isso e especialmente verdadeiro na Figura 8. 
Veja o Exercicio 50.) O exemplo seguinte mostra como lidar com este problema. 


EXEMPLO 7 


Utilize um computador para tracar a curva com equagao vetorial 
r(f) = (t, t 2 , f 3 ). Essa curva e chamada cubica retorcida. 


S0LUQA0 Comecaremos tracando, com o auxilio do computador, a curva com cquacdes 
parametricas x = t,y = t 2 , z = t 3 para —2 t ^ 2. O resultado e mostrado na Figura 9(a), 
mas e dificil ver a verdadeira natureza da curva atraves desse unico grafico. A maioria dos 
programas de computador para desenhar em tres dimensoes permite, em vez de utilizar os 
eixos coordenados, colocar uma caixa envolvendo a curva ou superficie. Quando olhamos a 
mesma curva na caixa na Figura 9(b), conseguimos visualizar melhor sua forma. Podemos 
ver que a curva se eleva do canto inferior da caixa para o canto superior mais proximo de 
nos, torcendo-se a medida que sobe. 




(a) 


(b) 




(d) 



(c) 



FIGURA 9 Vistas da cubica torcida 


(e) 


2 

y 

(f) 


















760 


CALCULO 


Ena Em Visual 13.1b voce pode girar a 
caixa na Figura 9 para ver a curva a partir 
de qualquer ponto de vista. 


Temos uma ideia melhor da curva quando a observamos de diversos angulos. A parte (c) 
apresenta o resultado da rotagao da caixa para fornecer outro ponto de vista. As partes (d), (e) 
e (f) mostram o que vemos quando olhamos diretamente atraves de uma face da caixa. Em par¬ 
ticular, a parte (d) mostra a vista de cima da caixa. A curva obtida e a projegao da curva no 
piano xy, a parabola y = x 2 . A parte (e) exibe a projecao no piano xz a curva cubica z = x 3 . 
Fica claro o porque de essa curva ser chamada cubica retorcida. 


Outra maneira de visualizar uma curva espacial e desenha-la em uma superficie. Por exem- 
plo, a cubica retorcida do Exemplo 7 esta no cilindro parabolico v = x 2 . (Elimine o parame- 
tro das duas primeiras equacoes parametricas, x = t ey = t 2 .) A Figura 10 mostra o cilindro 
e a cubica retorcida sobrepostos, tornando mais facil enxergar que a curva caminha da origem 
para cima, sobre o cilindro. Usamos essa mesma tecnica no Exemplo 4 para visualizar a he- 
lice circular (veja a Figura 2). 


FIGURA 10 



Um terceiro processo de visualizacao para a cubica retorcida e constatar que a curva tam- 
bem esta contida na superficie cilmdrica z = x 3 . Entao podemos ver a curva como a intersec- 
cao das duas superficies cilmdricas y = x 2 e z = x 3 . (Veja a Figura 11.) 


e na Visual 13. 7Cmostra como as 
curvas surgem como intersecgoes de 
superficies. 


z 


FIGURA 11 



Alguns sistemas de computagao algebrica 
nos proporcionam uma figura bem mais 
clara de uma curva espacial envolvendo-a 
em um tubo. Esse recurso nos permite ver 
se uma parte de uma curva passa pela 
frente ou por tras de outra parte dessa 
curva. Por exemplo, a Figura 13 mostra a 
curva da Figura 12(b), obtida como 
resultado do comando tubeplot 
no Maple. 


Vimos que uma curva espacial interessante, a helice, aparece no modelo do DNA. Outro 
exemplo notavel de uma curva espacial na ciencia e a trajetoria de uma partfcula de carga posi- 
tiva em campos eletricos e magneticos ortogonalmente orientados E e B. Dependendo da velo- 
cidade inicial dada a partfcula na origem, a trajetoria da partfcula ou e uma curva espacial, cuja 
projegao sobre o piano horizontal e a cicloide estudada na Segao 10.1 [Figura 12(a)], ou e uma 
curva cuja proje5ao e a trocoide investigada no Exercfcio 40 da Segao 10.1 [Figura 12 (b).] 
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FIGURA 12 

Movimento de particula carregada 
em campos eletrico e magnetico 
orientados ortogonalmente 




Para mais detalhes sobre a ffsica envolvida e animacoes das trajetorias das particulas, con- 
suite os seguintes sites: 

■ www.phy.ntnu.edu.tw/java/emField/emField.html 

■ www.physics.ucla.edu/plasma-exp/Beam/ 



Exercicios 


1-2 Determine o dommio das fun^oes vetoriais. 

1. r (t) = (V4^7, <T 3 ', ln(t + 1)) 

t - 2 

2. r(f) =-i + sen t j + ln(9 — t 2 ) k 

t + 2 


17-20 Encontre uma equajao vetorial e equates parametricas para o 
segmento de reta que liga P e Q. 

17. P(0, 0, 0), 2(1, 2, 3) 18. P(l. 0, 1), 2(2, 3, 1) 

19. P(0, -1, 1), 2(1, i ?) 20. P(a, b , c), Q(u, v, w) 


3-6 Calcule os limites. 


3. lim I e _3 'i +- y- 

<^o \ sen r 


j + cos 2rk 


4. lim 


i» i \ t — 1 

,'l+t 2 

lim 


, -. semrr . 

i + \/l + 8j + —:- k 


In t 


1 - t 2 


tg V 


1 — e 


. t 2 + t 1 

6. lim ( te ,—i-,rsen — 

It’ - 1 t 


7-14 Esboce o grafico da curva cuja equa§ao vetorial e dada. Indique 
com setas a dire^ao na qual o parametro t cresce. 

7. r(r) = (sen t,t) 8. r (t)=(t\t 2 ) 

9. r(t) = (t, 2 — t,2t) 10. r(f) = (sen trt, t, cos irt) 

11. r(t) = (1, cos t, 2 sen t) 12. r(f) = Fi + tj +2k 

13. r(t) = t 2 i + t 4 j + t 6 k 

14. r (t) = cos t i — cos t j + sen t k 


5-16 Desenhe as proje^oes da curva nos tres pianos coordenados. 
Use essas proje^oes para ajuda-lo a esbo§ar a curva. 

15. r (t) = {t , sen t, 2 cos t) 16. r(r) = ( t , t, t 2 ) 


21-26 Fa^a uma correspondencia entre as equa§oes parametricas e os 
graficos (identificados com numeros de I—VI). Justifique sua escolha. 





E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1 . As Homework Hints estao dispomveis em www.stewartcalculus.com 
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21. x = t cos /, y = t, z = / sen /, t & 0 

22 . x = cos /, y = sen /, z = 1/(1 + / 2 ) 

23. x = Z, y = 1/(1 + / 2 ), z = t 2 

24. x = cos /, y = sen /, z = cos 2/ 

25. x = cos 8/, y = sen 8/, z = e 0,8 ', / 3= 0 

26. x = cos 2 /, y = sen 2 /, z = t 


27. Mostre que a curva com equagoes parametricas x = t cos /, 
y = t sen t,z = t esta no cone z 2 = x 2 + y 2 , e use esse fato para 
esbogar a curva. 

28. Mostre que a curva com equagoes parametricas x = sen /, 
y = cos t, z = sen 2 / e a curva de intersecgao das superficies 
z = x 2 e x 2 + y 2 = 1. Use esse fato para esbogar a curva. 

29. Em quais pontos a curva r(/) = ti + (2t — t 2 ) k intercepta o pa- 
raboloide z — x 2 + y 2 ? 

30. Em quais pontos a helice r(/) = (sen /, cos /, t ) intercepta a es- 
ferax 2 + y 2 + z 2 = 5? 

F9 31-35 Utilize um computador para tragar a curva da equagao vetorial 

dada. Escolha o domfnio do parametro e ponto de vista de forma a re¬ 
velar a verdadeira natureza da curva. 

31. r(f) = (cos / sen 2/, sen / sen 2/, cos 2t) 

32. r(/) = (t 2 . In /, t) 

33. r(/) = (/, / sen /, / cos /) 

34. r(/) = (/, e\ cos /} 

35. r(/) = (cos 2t , cos 3/, cos 4f) 


FPI 36. Trace a curva com equagoes parametricas x = sen t,y = sen 2t, 
z = cos 4/. Explique sua forma representando por graficos suas 
projegoes para os tres pianos coordenados. 

' 37. Trace a curva com equagoes parametricas 

x = (1 + cos 16/) cos / 
y = (1 + cos 16/) sen / 
z = 1 + cos 16/. 

Explique a aparencia da curva, mostrando que ela esta em um 
cone. 

Fj/j 38. Trace a curva com equagoes parametricas 

x = *J\ — 0,25 cos 2 10/ cos / 
y = yj\ — 0,25 cos 2 10/ sen / 
z = 0,5 cos 10/ 

Explique a aparencia da curva, mostrando que ela esta em uma 
esfera. 

39. Mostre que a curva com equagoes parametricas x = / 2 , 
y = 1 — 3/, z = 1+ Z 3 passa pelos pontos (1, 4, 0) e (9, —8, 28), ffl 
mas nao passa pelo ponto (4, 7, —6). 

Determine a fungao vetorial que representa a curva obtida pela 
intersecgao das duas superficies. 

40. O cilindro de x 2 + y 2 = 4 e a superficie z — xy 

41. O cone Z = \jx 2 + y 1 e o piano z — 1 + y 

42. O paraboloide z — 4x 2 + y 2 e o cilindro parabolico y = x 2 

43. A hiperbole z = x 2 — y 2 e o cilindro x 2 + y 2 = 1 


44. O semielipsoide x 2 + y 2 + 4z 2 = 4, y 3= 0, e o cilindro x 2 + z 2 = 1 


F2 45. Tente esbogar a mao a curva obtida pela intersecgao do cilindro 
circular x 2 + y 2 = 4 com o cilindro parabolico z — x 2 . Determine 
entao as equagoes parametricas dessa curva e utilize um compu¬ 
tador para desenha-la. 

j/jj 46. Tente esbogar a mao a curva obtida pela intersecgao do cilindro cir¬ 
cular y = x 2 e a metade superior do elipsoide x 2 + 4 y 2 + 4z 2 =16. 
Determine entao as equagoes parametricas dessa curva e utilize um 
computador para desenha-la. 

47. Se dois objetos viajam pelo espago ao longo de duas curvas di- 
ferentes, e sernpre importante saber se eles vao colidir. (Sera que 
um mfssil atingiu seu alvo em movimento? Vao se colidir duas 
aeronaves?) As curvas podem se interceptar, mas precisamos 
saber se os objetos estarao na mesma posigao no mesmo instante. 
Suponha que as trajetorias de duas particulas sejam dadas pelas 
seguintes fungoes vetoriais 

ri (/) = (/ 2 , It — 12, t 2 ) r2 (/) = (4/ — 3, z 2 , 5/ — 6) 
para /5 s 0. As particulas colidem? 

48. Duas particulas se movem ao longo das curvas espaciais 

r i(/) = (t, t 2 , / 3 ) T 2 (/) = (1 + 2/, 1 + 6/, 1 + 14/) 

As particulas colidem? Suas trajetorias se interceptam? 

49. Suponha que u e v sejam fungoes vetoriais que possuem limites 
quando / —» a e seja c uma constante. Demonstre as seguintes 
propriedades de limites. 

(a) lim [u(/) + v(/)] = lim u(/) + lim v(/) 

/—>a t^»a t^*a 

(b) lim cu(z) = c lim u(/) 

t^*a t^*a 

(c) lim [u(/) • v(/)] = lim u(/) • lim v(/) 

t^a t^*a t—*a 

(d) lim [u(z) X v(/)] = lim u(/) X lim v(/) 

t—>a t^»a t^*a 

50. A visao do no de trevo apresentada na Figura 8 e correta, mas 
nao muito reveladora. Use as equagoes parametricas 

x = (2 + cos 1,5/) cos / 
y = (2 + cos 1,5/) sen / 
z = sen 1,5/ 

para esbogar a mao a curva vista de cima, deixando pequenas fa- 
lhas para indicar os pontos onde a curva se sobrepoe. Comece 
mostrando que sua projegao sobre o piano xy tern coordenadas 
polares r = 2 + cos 1,5/ e 8 = /, de forma que r varia entre 1 e 
3. Mostre entao que z tern um valor maximo e um minirno quando 
a projegao esta entre r = 1 e r = 3. 

Quando voce terminar o esbogo a mao livre, utilize um com¬ 
putador para tragar a curva com o observador vendo de cima e 
compare-a ao seu desenho. Trace a curva sob outros pontos de 
vista. Voce alcangara melhor resultado se tragar um tubo de raio 
0,2 em tomo da curva. (Utilize o comando tubeplot do Maple 
ou o curvetube ou comando Tube no Mathematica.) 

51. Mostre que lim,^ fl r(/) = b se e somente se para todo e > 0 
existe um numero S > 0 tal que 

se0<|/ — a|<5 entao | r(/) — b | < e 
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Derivadas e Integrals de Fungoes Vetoriais 


Mais adiante neste capftulo, utilizaremos as fungoes vetoriais para descrever o movimento 
dos planetas e outros objetos no espago. Vamos nos preparar aqui para desenvolver o calculo 
com fungoes vetoriais. 


Derivadas 


A derivada r' de uma fungao vetorial r e defmida do mesmo modo como foi feito para as fun- 
goes a valores reais: 


m 


dr 

dt 


= r'O) = lim 

h-* 0 


r{t + h) — r(r) 
h 


se este limite existir. O significado geometrico dessa definigao esta representado na Figura 1. 
Se os pontos P e Q tem vetores posigao r(r) e r(r + h), entao PQ representa o vetor 
r(r + It) — r(r), que pode ser visto como um vetor secante. Se h > 0, o multiplo escalar 
(l//z)(r(r + li) — r(r)) tem o mesmo sentido que r(r + h) — r(t). Quando h —> 0, parece que 
esse vetor se aproxima de um vetor que esta sobre a reta tangente. Por essa razao, o vetor r'(f) 
e chamado o vetor tangente a curva definida por r no ponto P, desde que r'(f) exista e 
r'(f) 7 ^ 0. A reta tangente a C em P e defmida como a reta que passa por Pee paralela ao 
vetor r'it). Teremos ocasiao de considerar o vetor tangente unitario, dado por 


T(t) = 


At) 

At) 




O teorema seguinte fornece um metodo conveniente para calcular a derivada de uma fun¬ 
gao vetorial r por derivagao de cada componente de r. 


2 Teorema Se r(f) = (f(t), g(t ), h(t)) =/(f) i + g{t) j + h{t) k, onde f,ge,li sao 
fungoes diferenciaveis, entao 

At) = (f'(t),g'(t),h'(t)) =/'(f) i + g'(t) j + h’U) k 


DEMONSTRAgAO 


r'(f) = lim — \r(t + At) - r(f)l 
A(—>o Ar 


= lim — [</(f + At), git + A t),h(t + At)) - (f(t),g(t),h(t))] 

Ar^O A t 


= lim 

Ar-^0 


fit + Ar) - /(f) git + Ar) - g(t) h{t + Ar) - hit) 


At 


At 


At 


nan Visual 13.2 mostra uma animagao 
da Figura 1. 


FIGURA 1 
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lim 

A /—>0 


fit + At) - fjt) 
At 


lim 

At—>0 


g(t + At) - g(t ) 
At 


lim 

Ar—»0 


/?(f + At) — h(t) 
At 


= (fit), g'it), h'(t)) 


EXEMPLO 1 


(a) Determine a derivada de r(t) = (1 + f 3 ) i + te 'j + sen 2 1 k. 

(b) Encontre o vetor tangente unitario no ponto onde t = 0. 

SOLUQAO 

(a) De acordo com o Teorema 2, derivando cada componente de r, obtemos: 

r'(f) = 3f 2 i + (l — t)e~' j + 2cos2fk 


(b) Uma vez que r(0) = i e r'(0) = j + 2 k, o vetor unitario da tangente no ponto (1, 0, 0) e 


T(0) = 


r'(0) 

r'(0) 


j + 2k 

Vl + 4 





Observe na Figura 2 os pontos de vetor 
tangente na diregao de aumentar. (Veja o 
Exercicio 56.) 


EXEMPLO 2 


Para a curva r(f) 
r(l) e o vetor tangente r'(l). 


V? i + (2 — t) j, determine r'(t) e desenhe o vetor posiqao 


SOLUgAO Temos 


rW -2^ , - J e = 

A curva e plana, e a elimina^ao do parametro das equagoes x = *Jt, y = 2 — t nos da 
y = 2 — x 2 , x S 5 0. Na Figura 2, desenhamos o vetor posicao r(l) = i + j come^ando na 
origem e o vetor tangente r'(l) comeqando no ponto correspondente (1, 1). 


EXEMPLO 3 


Determine as equagoes parametricas para a reta tangente a helice com cquacoes 


parametricas 


x = 2 cos t y = sen t z = t 


no ponto (0, 1, tt/2). 

SOLUgAO A equacao vetorial da helice e r(f) = (2 cos t, sen t, t), de modo que 


r'(f) = (—2 sen t, cos t, 1) 

O valor do parametro correspondente ao ponto (0, 1, 7 t/ 2) e t = ir/2, e o vetor tangente e 
v'{tt/2) = ( — 2, 0, 1). A reta tangente passa por (0, 1, tt/2) e e paralela ao vetor (—2, 0, 1), 
entao, pela equacao 12.5.2, suas equacoes parametricas sao 

A helice e a reta tangente do Exemplo 3 
estao na Figura 3. 




FIGURA 3 


2 


x 
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Do mesmo modo que para as fungoes reais, a segunda derivada da fungao vetorial r e a de- 
rivada de r', ou seja, r" = (r')'. Por exemplo, a segunda derivada da fungao do Exemplo 3 e 

r"(f) — (— 2 cos t, —sen t, 0) 


Regras de Derivagao 

O proximo teorema mostra que as formulas de derivagao para funcoes reais tem suas equiva- 
lentes para as fungoes vetoriais. 


3 Teorema Suponha que u e v sejam funcoes vetoriais diferenciaveis, c um escalar 


e/uma fungao real. Entao, 

1. [u(f) + v 0 )] = u '(f) + v'(f) 

at 


2 ~7 [ CU M] = CU 'W 

at 

3- ~ [/(f)u(i)] =/'(r)u(f) +/(f)u'(f) 
at 

4. [u(f) • v(f)] = u '(f) • v(f) + u(f) • v'(f) 
at 

5. [uO) X y0)] = u'O) X \(t) + u0) X \'(t) 
dt 

6 . — [u(/(i))] =/'(f)u'(/W) 
dt 


Esse teorema pode ser demonstrado usando-se diretamente a Dcfinigao 1 ou empregando- 
-se o Teorema 2 e as formulas de derivagao correspondentes para as funcoes a valores reais. A 
demonstragao da Formula 4 esta a seguir; as formulas restantes sao deixadas como exercicios. 

DEMONSTRAgAO DA FORMULA 4 Sejam 

u(f) = {f 2 (t), f 3 {t )) v(f) = < 31 (f). g 2 (t), g 3 (t )) 

3 


Entao 


u(f) • v(/) =fi(t)gi(t) +f 2 (t)g 2 (t ) + f 3 (t) g 3 (t) = J l fi(t)g i (t) 


e as regras usuais de derivagao do produto fornecem 
d 


~r [u(f) • v(f)] = E fi(t) g,(t) = S IfMgM] 
at at i=\ /=i at 

3 


EXEMPLO 4 


todo t. 

S0LUQA0 Uma vez que 


= E lfi(t)gi(t) + f(t)g'(t )] 

i= 1 

= E f'(t) g.U) + E fMg'M 

i=l i= 1 

= u'(f) • v(f) + u(f) • v'(f) 

Mostre que, se | r(f) | = c (uma constante), entao r'(f) e ortogonal a r(f) para 


r(f) • r(f) = I r(t) I 2 = 


ere uma constante, da Formula 4 do Teorema 3 vem 


0 = — [r(f) • r(r)] = r'(f) • r(f) + r(f) • r'(f) = 2r'(f) • r(f) 
dt 


Na Segao 13.4 veremos como r'(f) e r"(r) 
podem ser interpretados como os vetores 
velocidade e aceleragao de uma particula 
se movendo pelo espago com vetor posigao 
r(f) no instante t. 
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Assim, r'(f) ■ r(f) = 0, que diz que r'(7) e ortogonal a r(t). 

Geometricamente, esse resultado indica que, se a curva esta em uma esfera com o centro 
na origem, entao o vetor tangente r'(7) e sempre perpendicular ao vetor posicao r(f). 


Integrals 

A integral definida de uma funcao vetorial continua r(f) pode ser definida da mesma forma 
que para a funcao real, exceto que a integral resulta em um vetor. Mas podemos expressar a 
integral de r como a integral de suas funcoes componentes/, g e h como segue. (Utilizamos 
a notacao do Capftulo 5, no Volume I.) 



n 


lim 2 r(t'f') At 

n-*°° i= 1 


tambem 

= lim (S fU?) At 

M 

E git*) At^ j + 

^ E h(tf ) Ar^jk 


J 

C^ )A= (j 

'’fit) dt^j 

i+ 0 

’’ git) dt 

i + 0 

h(t) dt 

k 


Isso mostra que podemos calcular a integral da funcao vetorial integrando cada componente 
dela. 

Podemos estender o Teorema Fundamental do Calculo para as funcoes vetoriais contfnuas 
como segue: 


f r (t) dt = R (t)l = R (b) - R(a) 

Ja 


onde R e uma primitiva de r, ou seja, R'(f) = r(f) . Usaremos a notacao J r(f) dt para as inte¬ 
grals indefinidas (primitivas). 


EXEMPLO 5 


Se r(f) = 2 cos t i + sen t j + 2f k , entao 


j r(f) dt = 2 cos t dt^j i + ^ j" sen t dt^j j + ^j" 2 1 dt^j k 

= 2 sen t i — cos t j + t 2 k + C 
onde C e um vetor constante de integracao, e 

2 

j" 1 r (t) dt = [2 sen t i — cos t j + t 2 k]^" = 2i + j H —— k 
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Exercicios 


1. A figura mostra uma curva C dada pela fungao vetorial r(f). 

(a) Desenhe os vetores r(4,5) — r(4) e r(4,2) — r(4). 

(b) Esboce os vetores 

r(4,5) - r(4) r(4,2) - r(4) 

05 6 02 

(c) Escreva a expressao para r'(4) e para seu vetor tangente 
unitario T(4). 

(d) Desenhe o vetor T(4). 



2. (a) Faga um esbogo grande da curva descrita pela fungao veto- 

rial r(f) = (t * 1 , t ), 0 =£ t =£ 2 , e desenhe os vetores r(l), 
r(l,l)er(l,l) - r(l). 

(b) Desenhe o vetor r'(l) comegando em (1, 1) e o compare 
com o vetor 

r(l,l) - r(l) 

01 

Explique por que esses vetores estao tao proximos um do 
outro tanto em modulo quanto em diregao e sentido. 


16. r(/) = t a X (b + t c) 


17-20 Determine o vetor tangente unitario T(r) no ponto com valor 
de parametro dado t. 

17. r (t) = (te~‘, 2 arctg t, 2e'), t = 0 

18. r(r) = (t 3 + 3t, i 2 + 1, 3t + 4), t = I 

19. r(t) = cos t i + 3/j + 2 sen2?k, t = 0 

20. r(r) = sen 2 ri + cos 2 /j + tg 2 rk, t = ir/4 


21. Se r (t) = (t, t 2 , t 3 >, encontre r'(t), T(l), r"(f) e r'(t) X r"(f). 

22. Se r(f) = (e 2 \ e~ 2 ', te 1 '), encontre T(0), r"(0) e r'(t) • r "(t). 
23-26 Determine as equagoes parametricas para a reta tangente a 
curva dada pelas equagoes parametricas, no ponto especificado. 

23. x = 1 + 2 y/t, y = t 3 — t, z = t 3 + t\ (3, 0, 2) 

24. x = e', y = te\ z = te' \ (1, 0. 0) 

25. x = e~' cos t, y = e~' sen t , z = e - '; (1, 0, 1) 

26. x = y = ln(f 2 + 3); z = t\ (2, In 4, 1) 


27. Encontre uma equa^ao para a reta tangente a curva de intersec- 
gao dos cilindros x 2 + y 2 = 25 e y 2 + zr = 20 no ponto (3, 4, 2). 

28. Encontre o ponto na curva de r (t) = (2 cos t, 2 sen t, e'), 
0 =£ t tt, em que a reta tangente e paralela ao piano 
■s/3x + y = 1. 

SCA 29-3 Determine as equates parametricas para a reta tangente a 
curva dada pelas equa§oes parametricas, no ponto especificado. Ilus- 
tre tragando o grafico da curva e da reta tangente em uma mesma tela. 

29. x = t, y = e~\ z = 2t - r 2 ; (0, 1, 0) 

30. x = 2 cos t, y = 2 sen t, z = 4 cos 2 1 \ {y/3, 1. 2) 

31. x = t cos t, y = t, z = t sen t\ ( — tt, tt, 0) 


(a) Esboce o grafico da curva plana com a equaqao vetorial dada. 

(b) Encontre r'(f). 

(c) Esboce o vetor posigao r(f) e o vetor tangente r'(f) para o 
valor dado de /. 

3. r(f) = (t - 2, t 1 + 1), t = -1 

4. r (r) = (t 2 ,?), t = 1 

5. r (t) = sen t i + 2 cos rj, t = 7 r /4 

6. r(f) = e'i + e~’j, t = 0 

7. r(r) = e 2 'i + e'j, t = 0 

8. r(/) = (1 + cos t) i + (2 + sen /) j, t = ir /6 


9-1E Determine a derivada da fungao vetorial. 

9. r(r) = ( t sen t, t 2 , t cos 2 1 ) 

10 . r (t) = (tg t, sect, \/t 2 ) 

11. r(r) = i - j + e 4 'k 


12 . r(r) = 


1 


-i + 


-j + 


t 2 


1 + t I + t 1 + t 

13. r(r) = e' i — j + ln(l + 3 1 ) k 

14. r(r) = at cos 3fi + fesen 3 rj + ccos 3 fk 

15. r(r) = a + t b + t 2 c 


32. (a) Determine o ponto de intersecgao das retas tangentes a 

curva r (t) = {sen TTt, 2 sen irt, cos t Tt) nos pontos t = 0 e 
t = 0,5. 

Fff (b) Ilustre tragando o grafico da curva e ambas as tangentes. 

33. As curvas de ri(t) = (t, t 2 , t 3 ) e r 2 (t) = {sen t, sen 2 1, t) se in- 
terceptam na origem. Determine o angulo de intersecgao destas 
com precisao de um grau. 

34. Em que ponto as curvas ri(t) = {t, 1 — t, 3 + t 2 ) e 

DC?) = (3 — s, s — 2, s 2 ) se cruzam? Determine o angulo de 
intersecgao destas com precisao de um grau. 

35-40 Calcule a integral. 

35. £ 2 (ri - r 3 j + 3 t*k)dt 

n ( 4 2 1 \ 

36. - T j +- 7 k dt 

Jo \ 1 + t 2 J 1 + t 2 ) 

37. (3 sen t cos t i + 3 sen t cos t \ + 2 sen t cos t k) dt 
Jo 

38. | (t 2 i + tyjt — 1 j + t sen irt k) dt 


FH E necessario usar uma calculadora grafica ou computador SCA E necessario usar um sistema de computaijao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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39. j" (e ' i + 2f j + In t k) dt 

40. | (cos irt i + sen trt j + t k) dt 


41. Encontre r(f) se r'(f) = 2f i + 3f 2 j + \[t ke r(l) = i + j. 

42. Encontre r(f) se r'(f) = t i + e'j + te' k e r(0) = i + j + k. 

43. Demonstre a Formula 1 do Teorema 3. 

44. Demonstre a Formula 3 do Teorema 3. 

45. Demonstre a Formula 5 do Teorema 3. 

46. Demonstre a Formula 6 do Teorema 3. 

47. Se u(f) = (sen f, cos t, t) e v(f) = ( t , cos f, sen t ), utilize a For¬ 
mula 4 do Teorema 3 para encontrar 

^[u(f) • v(/)] 
at 

48. Seue v sao as fun^oes de vetor no Exercfcio 47, utilize a For¬ 
mula 5 do Teorema 3 para encontrar 

x v«] 

dt 

49. Determine/'(2), onde/(f) = u(f) • v(f), u(2) = (1, 2, — 1), 
u'(2) = (3, 0, 4) e v(f) — (t, t 2 , f 3 }. 


50. 

51. 

52. 

53. 


Se r(f) = u (t) X v(f), onde u e v sao as fungoes de vetor no 
Exercfcio 49, encontre r'(2). 

Mostre que sere uma fungao vetorial tal que exista r", entao 
Y t m x r'«] = r(0 X r*W 

Determine uma expressao para — [u(t) • (v(r) X w(t))]. 

dt 


Se r(t) 0, mostre que 


d_ 

dt 




i 

kwl 


r(t) • r \t). 


[Dica: j r(t) | 2 = r(f) • r(t)] 

54. Se uma curva tem a propriedade de o vetor posi§ao r(t) estar 
sempre perpendicular ao vetor tangente r'(t), mostre que essa 
curva esta em uma esfera com o centra na origem. 

55. Se u(t) = r (t) ■ [r'(t) X r"(t)], mostre que 

u'(f) = r(t) ■ [r'(t) X r'"(/)] 

56. Mostre que o vetor tangente a uma curva defmida por uma fun^ao 
vetorial r(t) aponta no mesmo sentido da curva com t aumentando. 
| Dica: Consulte a Figura 1 e considere os casos h > 0 e h < 0 se- 
paradamente.] 



Comprimento de Arco e Curvatura 


Na Seqao 10.2 definimos o comprimento de uma curva plana com equacoes parametricas 
x = f(t), y = g(t), a =£ t b, como o limite do comprimento das poligonais inscritas e, para 
o caso no qual/' e g' sao contmuas, chegamos a seguinte formula 


m 


l = \yum 2 + wm dt = 



dt 



O comprimento de uma curva espacial e deftnido exatamente da mesma forma (veja a Fi¬ 
gura 1). Suponha que a curva tenha equaqao vetorial r(f) = ( f{t ), g(t), h{t)), a t b, ou, 
o que e equivalente, equaqoes parametricas x = /(f), y = g(t), z = h(t), onde /', g' e /?' sao 
funqoes contmuas. Se a curva e percorrida exatamente uma vez a medida que f cresce, a par- 
tir de a para b, e possrvel mostrar que 



FIGURA 1 

O comprimento de uma curva espacial 
e o limite dos comprimentos das 
poligonais inscritas. 


Observe que os comprimentos dos arcos de curva dados pelas Formulas |T] e {2} podem 
ser escritos de forma mais compacta 



?b | .. . 

3 

L = | r'(f) | dt 

Ja 


porque, para curvas planas r(f) =/(f)i + g(t)\, 

| r'(f) | = | /'(f) i + g'(t) j | = V[7W + W 


e para as curvas espaciais r(f) =/(f)i + g{t) j + h{t) k. 
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r'M | = | /'Mi + fif'Mj + h'(t)k \ = vt/'M ] 2 + [ g'(t )] 2 + [h'(t)] 2 


EXEMPLO 1 


Calcule o comprimento do arco da helice circular de equagao 
r(f) = cos t i + sen t j + t k do ponto (1, 0, 0) ate o ponto (1, 0, 2-77). 


A Figura 2 mostra o arco de helice cujo 
comprimento e calculado no Exemplo 1. 


Uma vez que X '(f) = —sen t \ + cos t j + k, temos 

I r '(f) I = l/(” sen 0 2 + COS 2 f + 1 = y/2 

O arco de (1, 0, 0) ate (1, 0, 27r) e descrito quando o parametro percorre o intervalo 
0 « f ^ 277 e, assim, da Formula 3, temos 

L = f I r'(f) I dt = f Jl dt = 2J1tt 
Jo Jo 

Uma linica curva C pode ser representada por mais de uma fungao vetorial. Por exemplo, 
a cubica retorcida 



|~4~| ri(f) = (t, t 2 , t 3 ) l«f^2 

poderia ser representada tambem pela fungao 

T] r 2 (u) = (e‘\ e 2u , e 3 “) 0 « u ^ In 2 


onde a relagao entre os parametros t e u e dada por t = e". Dizemos que as Equagoes 4 e 5 
sao parametrizagoes da curva C. Se fossemos usar a Equagao 3 para calcular o comprimento 
de C usando Equagoes 4 e 5, gostanamos de obter a mesma resposta. Em geral, pode ser mos- 
trado que, quando a Equagao 3 e usada para calcular o comprimento do arco, a resposta e in- 
dependente da parametrizagao que e usada. 

Suponhamos agora que C seja uma curva dada pela fungao vetorial 

rM =f(t)i + g{t) j + h{t) k a ^ f « b 


onde r' e continua e C e percorrida exatamente uma vez a medida que f aumenta de a para b. 
Definimos sua fungao de comprimento de arco ,v por 


a 


s{t ) = [ | r'(w) | du 
Ja 



Entao ,v(f) e o comprimento da parte de C entre r(a) e r(f). (Veja a Figura 3.) Se derivarmos 
os dois lados da Equagao 6 usando a Parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo, obteremos 


m 


ds 

dt 


r'M 


E frequentemente util parametrizar uma curva em relagao ao comprimento do arco, 

pois o comprimento de arco aparece naturalmente a partir da forma da curva e nao depende 
do sistema de coordenadas utilizado. Se uma curva r(f) ja esta dada em termos de um para¬ 
metro f e s(t) e a fungao comprimento de arco dada pela Equagao 6, podemos ser capazes de 
escrever t como uma fungao de ,v: f = t{s). Em seguida, a curva pode ser reparametrizada em 
termos de s substituindo por f : r = rfff.sj). Assim, se ,v = 3, por exemplo, r(f(3)) e a posi- 
gao do ponto que esta a tres unidades de comprimento do infcio da curva. 


*t 



EXEMPLO 2 


Reparametrize a helice circular r(f) = cos / i + sen t j + f k utilizando o com¬ 
primento de arco medido a partir de (1, 0, 0) na diregao de crescimento de t. 
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SOLUCAO O ponto inicial (1, 0, 0) corresponde ao valor do parametro t = 0. A partir do 
Exemplo 1, temos 


ds 

dt 


r '(0 | = V2 


e assim s = s{t) = j" | r'(u) \ du = j" s/2 du = yflt 

Portanto t = s/*J2 e a rcparamctrizacao pedida e obtida substituindo-se o valor de t: 

r(t(s)) = cos(s/V2) i + sen M 2)j + (s/V 2)k 


Curvatura 


Ena l//si/a/ 73.3/1 mostra vetores 
tangentes unitarios animados, como os da 
Figura 4, para lima variedade de curvas 
planas e curvas espaciais. 



FIGURA 4 

Vetor tangente unitario em pontos 
igualmente espaQados de C 


Uma parameti'izacao r(f) e chamada suave em um intervalo I se r' for contmua e r'(t) ^ 0 em 
I. Uma curva e chamada de suave se tiver uma parametrizagao suave. Uma curva suave nao tern 
quebras abruptas ou cuspides; quando seu vetor tangente gira, ele o faz continuamente. 

Se C for uma curva suave definida por uma funqao vetorial r, lembre-se de que o vetor tan¬ 
gente unitario T(f) sera dado por 


T(r) = 


r'(t) 

v'U) 


e indica a dirccao da curva. Da Figura 4, podemos ver que T(f) muda de dire 5 ao muito deva- 
gar quando a curva C e razoavelmente reta, mas muda de direcao mais rapidamente quando a 
curva C se dobra ou retorce mais acentuadamente. 

A curvatura de C em um dado ponto e a medida de quao rapidamente a curva muda de di- 
regao no ponto. Especificamente, definimos a curvatura como o modulo da taxa de variaqao 
do vetor tangente unitario com relacao ao comprimento do arco. (Utilizamos o comprimento 
de arco, pois assim a curvatura independe da parametriza§ao.) 



8 

Definicao A curvatura de uma curva e 





dT 




K — 

ds 


onde Teo vetor tangente unitario. 



A curvatura e mais simples de calcular se expressa em termos do parametro t em vez de 
s. Assim, usamos a Regra da Cadeia (Teorema 13.2.3, Formula 6) para escrever 


dT 

dT ds 



dT 


dT/dt 

dt 

ds dt 



ds 


ds/dt 


Mas, da Equa 5 ao 7, ds/dt = \ r '(f) |, e entao 



EXEMPLO 3 


Mostre que a curvatura de um cfrculo de raio a e 1 la. 


S0LUQA0 Podemos tomar o cfrculo com centra na origem e parametrizado por 

r(f) = a cos t i + a sen t j 

Portanto r'(f) = —a sen t i + a cos t j e | r'(f) | = a 


At) 

At) 


Logo, 


T (t) = 


= —sen t i 4- cos t j 























e 


T'(f) = —cosfi — senfj 


Isso nos da | T'(7) | = 1, entao, usando a Equacao 9, temos 


Kit) = 


T'(/•)[ 
r '(t) | 


]_ 

a 


O resultado do Exemplo 3 mostra que pequenos cfrculos tem uma grande curvatura, en- 
quanto grandes cfrculos tem uma pequena curvatura, como nossa intui^ao indica. Podemos 
ver diretamente da dcfinicao que a curvatura de uma reta e sempre 0 , pois o vetor tangente 
e constante. 

Embora a Formula 9 possa ser utilizada em qualquer caso para calcular a curvatura, em 
geral e mais conveniente aplicar a formula dada pelo teorema a seguir: 


[TO] Teorema A curvatura de uma curva dada pela fun£ao vetorial r e 


K(t) = 


r'it) X r "it) 

I r'(0 | 3 


DEMONSTRAQAO Como T = r'/| r' | e | r' | = ds/dt, temos 


_ I 1T_ —— T 

dt 


e, pela Regra do Produto (Teorema 13.2.3, Formula 3), temos 

„ d 2 s ds 
r" = — r T + —T' 
dt 2 dt 

Usando o fato de que T X T = 0 (veja o Exemplo 2 da Secao 12.4), temos 

r . x r . = X r> 

Agora | T(f) | = 1 para todo t, entao TeT' sao ortogonais pelo Exemplo 4 na Secao 13.2. 
Portanto, pelo Teorema 12.4.9, 

, , {ds\ 2 , (ds\ 2 . (ds\ 2 . , 

r X r = — T X T' = — T T' = — T' 

1 1 \ dt / 1 1 \ dt / 1 11 1 \ dt / 1 1 


Logo, 


IT'I = 


| r' X r"| 
{ds/dt) 2 

IT'| 


| r' X r"| 


I r' X r" 


EXEMPLO 4 


Determine a curvatura da cubica retorcida r(f) = (t,t 2 ,t 3 ) em um ponto gene- 
rico e em ( 0 , 0 , 0 ). 


S0LIJCA0 Calculemos inicialmente os ingredientes necessarios: 

r'(f) = ( 1, 2t, 3t 2 ) r"{t) = (0, 2, 6t) 

| r'(f) | = Vl + 4 1 2 + 91 4 

i j k 


r'{t) X r"(f) 


1 2 1 3 1 2 =6f 2 i-6fj+2k 

0 2 6f 
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| r'O) X r"0) | = V36f 4 + 36 1 2 + 4 = 
Entao, aplicando o Teorema 10, temos 


_ | r'Q) X r"Q) | _ 2yT + 9 1 2 + 9f 4 
KlJ ~ | r'(f) | 3 _ (1 + 4f 2 + 9f 4 ) 3/2 

Na origem, onde t = 0, a curvatura e k(0) = 2. 

Para o caso especial de uma curva plana com a equagao y = f(x), escolhemos x como 
parametro e escrevemos r(x) = x i + fix) j. Entao r'(x) = i + fix) j e r"(x) = f"(x) j. 
Como iXj = kejXj = 0, segue que r'(x) X r"(x) = f"(x) k. Nos tambem temos 
| r'(x) | = Vl + \f'(x)] 2 e, assim, pelo Teorema 10, 


0 


k(x) = 


[1 + (/'( a -)) 2 ] 3/2 


EXEMPLO 5 


Encontre a curvatura da parabola y = x 2 nos pontos (0, 0), (1, 1) e (2, 4). 
S0LUQA0 Como y' = 2x e y" = 2, a Formula 11 nos da 


k ( x ) = 


\y 


[1 + (y') 2 ] 3/2 (1 + 4x 2 ) 3/2 


A curvatura em (0, 0) e k( 0) = 2. Em (1, 1) isso e k(1) = 2/5 3/2 ~ 0,18. Em (2, 4) isso e 
k( 2) = 2/17 3/2 ~ 0,03. Observe a partir da expressao de k(x) ou o grafico de k na Figura 5 que 
k(x) — > 0 quando x —> ±°o. Isso corresponde ao fato de que a parabola parece tomar-se mais 
plana quando x —» ±“. 


FIGURA 5 

A parabola y = x 2 e sua 
fun^ao curvatura 



Podemos pensar no vetor normal como 
indicador da diregao para a qual a curva 
esta se virando em cada ponto. 



Vetores Normal e Binormal 

Em um ponto dado de uma curva suave r(f), existem muitos vetores que sao ortogonais ao 
vetor tangente unitario T(f). Escolhemos um observando que, como | T(f) | = 1 para todo t, 
temos T(f) • T'(f) = 0 pelo Exemplo 4 da Segao 13.2, de modo que T'(f) e ortogonal a T(f) 
. Observe, no entanto, que T'(7) pode nao ser um vetor unitario. Mas se r' tambem for suave, 
k t 4 Opodemos definir o vetor normal unitario principal N(f) (ou simplesmente normal 
unitario) como 


N(t) = 


no 

T'(0 


O vetor B(0 = T(0 X N(0 e chamado vetor binormal. Ele e perpendicular a ambos T 
e N e tambem e unitario (veja a Figura 6). 
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EXEMPLO 6 


Determine os vetores normal e binormal da helice circular 


r(f) = cos t i + sen t j + t k 

SOLUQAO Vamos, inicialmente, calcular os ingredientes necessarios para o calculo do vetor 
normal unitario: 


r'(f) = —sen t i + cos t j + k | r'(f) | = y/2 

T W = = ^-(-senri + cost j + k) 

T'M = -j= (-cos ti - sent j) | T'(t) \ = 


N(0 = 


T'(0 

T'(0 


—cos t i — sen t j = ( —cos t, —sen t, 0 ) 


Isso mostra que o vetor normal em um ponto da helice circular e horizontal e aponta em di- 
regao ao eixo z. O vetor binormal e 


— sent cost 
—cos t —sent 

O piano determinado pelos vetores normal e binormal N e B num ponto P sobre uma curva 
C e chamado piano normal de C em P. E constitufda por todas as linhas que sao ortogonais 
ao vetor tangente T. O piano determinado pelos vetores TeNe chamado piano osculador 
de C a P. O nome vem do latim osculum, que significa “beijo”. E o piano que se aproxima mais 
do que content a parte da curva proxima P. (Para uma curva plana, o piano osculador e sim- 
plesmente o piano que content a curva.) 

O cfrculo que esta no piano osculador de C em P, tern a mesma tangente que C em P, fica 
do lado concavo de C (na direcao em que N aponta) e tern raio p = 1 /k (o reciproco da cur- 
vatura) e conhecido como circulo osculador (ou cfrculo da curvatura) de C em P. E o cfr¬ 
culo que melhor descreve como C se comporta perto de P\ que compartilha a mesma tangente, 
normal e curvatura P. 




1 \l) /N 


V2 


—j= (sen t, —cos t, 1 ) 

V 2 


EXEMPLO 7 


Determine as equa 5 oes do piano normal e do piano osculador da helice circular 
do Exemplo 6 no ponto P( 0, 1, it/ 2). 

SOLUQAO O piano normal em P tem vetor normal v\tt/ 2) = ( — 1,0, 1), portanto sua equa- 
gao e 


l(x — 0 ) + 0 (y — 1 ) + 11 z — ou z = x + — 


O piano osculador em P content os vetores T e N, e assim seu vetor normal e T X N = B. A 
partir do Exemplo 6 , temos 

1 1 

7r ,0, 72 


B(f) =-^ (sent,-cost, 1 ) B (yj = 


Um vetor normal mais simples e (1,0, 1), entao uma equagao do piano osculador e 


l(x — 0 ) + 0 (y — 1 ) 4- 11 z —ou z = — x + — 


EXEMPLO 8 


Determine e desenhe o cfrculo osculador da parabola y = x 2 na origem. 


SOLUQAO Do Exemplo 5, a curvatura da parabola na origem e k( 0) = 2. Dessa forma, o raio 
do cfrculo osculador e I /k = k e seu centra e (0, (j. Sua equagao e, portanto. 


A Figura 7 ilustra o Exemplo 6 mostrando os 
vetores T.NeBem dois pontos da helice 
circular. Em geral, os vetores T, N e B, 
comegando nos varios pontos da curva, 
formam um conjunto de vetores ortogonais, 
denominados referencial TNB, que se 
move ao longo da curva quando rvaria. 

Esse referencial TNB tem um papel 
importante em um ramo da matematica 
chamado geometria diferencial e em suas 
aplicagoes em movimento de naves 
espaciais. 



x 


FIGURA 7 


BB Visual 13.3B mostra como a 
estrutura TNB move ao longo de diversas 
curvas. 


A Figura 8 mostra a helice e o piano 
osculador do Exemplo 7. 



y 


FIGURA 8 
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FIGURA 9 


ET7H Visual 73.Xmostra como o cfrculo 
osculador muda conforme um ponto se 
move ao longo de lima curva. 


x 2 + {y - ^) 2 = i 

Para o grafico da Figura 9 usamos as equagoes parametricas do cfrculo: 

x = \ cos t y = k + \ sen t 


Resumimos aqui as formulas para os vetores tangente unitario, normal unitario e binormal 
e para a curvatura. 




Exercicios 


1-6 Determine o comprimento da curva dada. 

1. r(r) = (t, cos t, 3 sen t), — 5 =£ t =S 5 

2. r(f) = (2t, t^t 3 ), 0S(«1 

3. r(/j = yflti + e' j + e'k, 0 =£ t =£ 1 

4. r(r) = cos ti + sen tj + In cos tk, 0 =£ t =£ 77/4 

5. r(r) = i + t 2 j + f 3 k, 0 =S t =S 1 

6 . r(r) = 12/i + 8t 3/2 j + 3r 2 k, 0 =S t =s 1 


7- Encontre o comprimento da curva com precisao de quatro casas 
decimals. (Use sua calculadora para aproximar a integral.) 

7. r (t) = (-y/t, t, t 2 ), 1S(«4 

8. r (r) = (t , e~', te~'), 1 =£ t =s 3 

9. r(t) = (sen t, cos t, tg t), 0 =£ t =£ tt/4 


H10. Trace a curva com equagoes parametricas x = sen t,y = sen 2 1, 
z = sen 3r. Encontre o comprimento total desta curva com preci¬ 
sao de quatro casas decimais. 

11. Seja C a curva de intersec§ao do cilindro parabolico x 2 = 2y e da 
superffcie 3z = xy. Encontre o comprimento exato de C da ori- 
gem ate o ponto (6, 18, 36). 

12. Encontre, com precisao de quatro casas decimais, o comprimento 
da curva de intersec§ao do cilindro 4x : + y 2 = 4 com o piano 
x + y + z = 2. 

13-14 Reparametrize a curva com rela^ao ao comprimento de arco 

medido a partir do ponto onde t = 0 na dire§ao crescente de t. 

13. r(t) = 2t i + (1 - 3t) j + (5 + 4 1) k 

14. r(f) = e 2 ' cos 2t i + 2 j + e 2 ' sen 2 1 k 


r(t) 




i + 


2 1 

~t T T~i 


j 


em rela^ao ao comprimento do arco medido a partir do ponto 
(1, 0) na dire^ao crescente de t. Expresse a reparametriza§ao em 
sua forma mais simples. O que voce pode concluir sobre a curva? 

17-20 

(a) Determine os vetores tangente e normal unitarios T(t) e N(f). 

(b) Utilize a Formula 9 para encontrar a curvatura. 

17. r(t) = ( t , 3 cos t, 3 sen t ) 

18. r(r) = (t 2 , sen t — t cos t, cos t + t sen t ), t > 0 

19. r (t) = (i/2 t, e\ e~t) 

20. r(f) = (t, \t 2 , t 2 ) 


21-23 Utilize o Teorema 10 para encontrar a curvatura. 

21. r(f) = t 3 j + t 2 k 

22. r(/) = t i + t j + (1 + t 2 ) k 

23. r (t) = 3t i + 4 sen t j + 4 cos t k 


24. Encontre a curvatura da curva r (t) = {e‘ cos t, e' sen t, t) no 
ponto (1,0, 0). 

25. Encontre a curvatura de r(t) = (t,t 2 ,t 3 ) no ponto (1, 1, 1). 

!■' pj 26. Trace o grafico da curva com equa§oes parametricas jc = cos t, 
y = sen t, z — sen 5 1 e calcule a curvatura no ponto (1,0, 0). 
27-29 Use a Formula 11 para encontrar a curvatura. 

27. v = x 4 28. y = tg x 29. y = xe x 


15. Suponha que voce comece no ponto (0, 0, 3) e se mova 5 unida- 
des ao longo da curva x = 3 sen t, y = 4t, z — 3 cos t na diregao 
positiva. Onde voce esta agora? 

16. Reparametrize a curva 


30-31 Em que ponto a curva tern curvatura maxima? O que acontece 
com a curvatura quando x —» ? 

30. y = lnx 31. y = e x 

32. Determine a equagao de uma parabola que tenha curvatura 4 na 
origem. 


FR E necessario usar uma calculadora grafica ou computador E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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33. (a) A curvatura da curva C mostrada na figura e maior em P ou 
em <2? Explique. 

(b) Estime a curvatura em P e Q desenhando o cfrculo osculador 
nesses pontos. 



H 34-35 Utilize uma calculadora grafica ou um computador para tragar 
na mesrna tela a curva e sua fungao curvatura k(x). Esse e o grafico 
que voce esperava? 

34. y=x 4 - 2x 2 35. y = x ~ 2 


SCA 36-37 Trace a curva espacial e sua fungao curvatura K(t). Comente 
como a curvatura reflete a forma da curva. 

36. r (/) = (t — sen t, 1 — cos t, 4 cos(t/2)), 0 =£ t =S 8 tt 

37. r(t) = (te\ e~‘, -J2 t), -5 =£ t =s 5 


38-39 Dois graficos, a e b, sao mostrados. Um e a curva y =/(x) e o 
outro e o grafico da sua fungao curvatura y = k(x). Identifique cada 
uma e justifique suas escolhas. 



40. (a) Desenhe a curva r(f) = (sen 3t, sen 2t, sen 3/). Em quantos 

pontos da curva tem-se a impressao de que a curvatura possui 
um maximo local ou absoluto? 

(b) Use um SCA para determinar e fazer o grafico da fungao cur¬ 
vatura. Esse grafico confirma sua conclusao na parte (a)? 

41. O grafico de r(t) = ( t — \ sen t, 1 — \ cos t, t) e mostrado na 
Figura 12(b) da Segao 13.1. Onde voce acha que a curvatura e 
maior? Use um SCA para determinar e fazer o grafico da fungao 
curvatura. Para quais valores de t a curvatura e maior? 

42. Use o Teorema 10 para mostrar que a curvatura da curva plana 
parametrizada x = f(t), y = g{t) e 


48. r (t) = (cos t, sen t, In cos t), (1, 0, 0) 


49-50 Determine as equagoes dos pianos normal e osculador da curva 

no ponto indicado. 

49. x — 2 sen 3 1, y = t, z — 2 cos 3 f, (0. it, —2) 

50 . x = t, y = t 2 , z = t 3 ; (1, 1,1) 

0 ^ 51 . Encontre as equagoes para o cfrculo osculador da elipse 
9x 2 + 4v 2 = 36 nos pontos (2, 0) e (0, 3). Utilize uma calcula¬ 
dora grafica ou computador para tragar a elipse e ambos os cfr- 
culos osculadores na mesma tela. 

52 . Encontre as equagoes para o cfrculo osculador da parabola 
y = \x 2 nos pontos (0, 0) e (l, (). Trace os dois cfrculos oscula¬ 
dores e a parabola na mesma tela. 

53 . Em qual ponto da curva x = t 3 , y = 3t, z = t 4 o piano normal 
e paralelo ao piano 6x + 6 y — 8z = 1 ? 

SCA 54 . Existe um ponto da curva do Exercfcio 53 onde o piano oscula¬ 
dor e paralelo ao piano x + y + z = 1 ? 

[Observagao: Voce precisara de um SCA para derivar, simplifi- 
car e calcular um produto vetorial.] 

55 . Determine as equagoes dos pianos normals e osculador da curva 
de intersegao dos cilindros parabolicos x = y 2 e z — x 2 no ponto 
( 1 , 1 , 1 ). 

56 . Mostre que o piano osculador em cada ponto da curva 
r(t) = (t + 2, 1 — t, \t 2 ) e o mesmo piano. O que voce pode 
concluir sobre a curva? 

57 . Mostre que a curvatura k esta relacionada com os vetores tan- 
gente e normal pela equagao 


58. Mostre que a curvatura de uma curva plana e k = | d(f>/ds \, 
onde (f> e o angulo entre T e i, isto e, <fi e o angulo de inclinagao 
da reta tangente. (Isso mostra que a definigao de curvatura e con- 
sistente com a definigao dada para curvas planas no Exercfcio 69 
da Segao 10.2.) 

59. (a) Mostre que dB/ds e perpendicular a B. 

(b) Mostre que dB/ds e perpendicular a T. 

(c) Deduza das partes (a) e (b) que dB/ds = — r(i’)N para algum 
numero r(i) chamado torgao da curva. (A torgao mede 
quanto a curva e retorcida.) 

(d) Mostre que para uma curva plana a torgao e t(s) = 0. 

60. As formulas seguintes, chamadas formulas de Frenet-Serret, 
sao de fundamental importancia em geometria diferencial: 

1. dT/ds = kN 

2. dti/ds = - kT + tB 


= \xy ~yx\ 

K [i 2 + y 2 f /2 

onde os pontos indicam as derivadas em relagao a t. 

Use a formula do Exercfcio 42 para calcular a curvatura. 

43. x = t 2 , y = f 3 

44. x = a cos wt, y = b sen (ot 

45. x = e' cos t, y = e' sen t 


46. Considere a curvatura em x = 0 para cada membro da famflia de 
fungoes/(.r) = e“. Para quais membros k( 0) e maior? 

47-48 Encontre os vetores T, N e B no ponto indicado. 

47. r (t) = {t 2 ,lt 3 ,t), (l,|,l) 


3. dB/ds = - tN 

(A Formula 1 e fomecida a partir do Exercfcio 57 e da Formula 3 
vem de Exercfcio 59.) Use o fato de que N = B X T para dedu- 
zir Formula 2 a partir das Formulas 1 e 3. 

61. Utilize as formulas de Frenet-Serret para demonstrar cada um 
dos seguintes itens. (Apostrofo denota derivadas com relagao a t. 
Comece como na demonstragao do Teorema 10.) 

(a) r" = s"T + k(s') 2 N 

(b) r' X r" = k(.?') 3 B 

(c) r'" = [s'" — k 2 (s') 3 ]T + [3ks's" + k'(s') 2 ]N + kt(s') 3 B 
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62 . Mostre que a helice circular r(t) = (a cos t, a sen t, bt), onde a 
e b sao as constantes positivas, tem curvatura e torgao constantes. 
[Use o resultado do Exercicio 61(d).] 

63 . Utilize a formula do Exercicio 61(d) para calcular a torgao da 
curva r(t) = (t, \t 2 , \t 3 ). 

64 . Encontre a curvatura e torgao da curva x = senh t, y = cosh t, 
z = t no ponto ( 0 , 1 , 0 ). 

65 . A molecula de DNA tem a forma de duas helices circulares. O 
raio de cada uma das helices e de cerca de 10 angstroms (1 
A = 10~ 8 cm). Cada helice, em uma volta completa, sobe 34 A, 
e existem cerca de 2,9 X 10 8 voltas completas. Estime o com- 
primento de cada helice circular. 


66 . Consideremos o problema de projetar uma linha ferrea de modo 
a fazer transigoes lisas entre as segoes de trilhos retos. Um trilho 
existente ao longo da parte negativa do eixo x precisa ser ligado 
a um trilho que corre ao longo da reta y = I para x 3= 1. 

(a) Determine um polinomio P = P{x) de grau 5 tal que a fungao 
F definida por 


Fix) 


0 se x =£ 0 

P(x) se 0 < x < 1 
1 se x 3= 1 


seja continua e tenha derivada e curvatura continuas. 

(b) Utilize uma calculadora grafica ou um computador para tra- 
gar o grafico de F. 



Movimento no Espago: Velocidade e Aceleragao 



Nesta segao, mostraremos como as ideias dos vetores tangente e normal, assim como as de cur¬ 
vatura, podem ser usadas na ffsica para estudar o movimento de objetos, sua velocidade e sua 
aceleracao, quando estao se movendo ao longo de uma curva espacial. Em particular, segui- 
remos os passos de Newton, usando seu metodo para deduzir a Primeira Lei de Kepler para o 
movimento planetario. 

Suponha que uma partfcula se mova no espago de forma que seu vetor posigao no instante 
t e r (t). Observe da Figura 1 que, para pequenos valores de h, o vetor 

r(f + h) - r(t) 
h 

se aproxima da diregao de movimento da partfcula que se move ao longo da curva r (t). Seu 
modulo mede o tamanho do vetor deslocamento por unidade de tempo. O vetor |T] fornece a 
velocidade media no intervalo de tempo de comprimento h e seu limite e o vetor velocidade 
v(f) no instante t: 


2 


v(f) = lim 

ft—>o 


r(t + h) — r(f) 
h 


At) 


Portanto, o vetor velocidade e tambem o vetor tangente e tem a diregao da reta tangente a 
curva. 

A velocidade escalar da partfcula no instante tea magnitude do vetor velocidade, ou seja, 
| v(f) |. Isso e apropriado, pois, de [2] e da Equagao 13.3.7, temos 

ds 

| v(f) | = |r'(f) | = — = a taxa de variagao da distancia com relagao ao tempo 

Como no caso de movimento unidimensional, a aceleragao da partfcula e definida como a de¬ 
rivada da velocidade: 


a (t) = At) = r"(f) 


EXEMPLO 1 


O vetor posigao de um objeto em movimento em um piano e dado por 
r(f) = t 3 i + t 2 j. Determine a sua velocidade, a velocidade escalar aceleragao quando t = 1 


e ilustre geometricamente. 


S0LUQA0 A velocidade e a aceleragao no instante t sao 


v(f) = r'(f) = 3f 2 i + 2fj 
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e a velocidade escalar e 


a (r) = r"(f) = 67 i + 2 j 


| v(f) | = V(3? 2 ) 2 + ( 2 f ) 2 = V9r 4 + 4f 2 


Quando 7=1, temos 

v(l) = 3i + 2j 


a(l) = 6i + 2j |v(l)|=yi3 


Os vetores velocidade e aceleragao estao mostrados na Figura 2. 

Determine a velocidade, a aceleragao e a velocidade escalar de uma particula 
com vetor posigao r(f) = <7 2 , e\ te'). 


SOLUQAO 

v(f) = r'(r) = <27, e', (1 + 7)e') 
a(r) = v'(f) = <2, e\ (2 + 7)e f ) 

| v(f) | = V47 2 + e 2 ' + (1 + f) 2 e 2 ' 

A integragao de vetores introduzida na Segao 13.2 pode ser usada para achar o vetor po- 
sigao quando os vetores velocidade ou aceleragao sao conhecidos, como no seguinte exemplo. 

Uma particula movendo-se comega numa posiyao inicial r(0) = ( 1, 0, 0) com 
uma velocidade inicial v(0) = i — j + k. Sua aceleracao e a(f) = 47 i + 6t j + k. Deter¬ 
mine a sua velocidade e posicao no momento t. 

SOLUQAO Uma vez que a(r) = v'(f), temos 

v(f) = | a(?) dt = j (47 i + 6? j + k) dt 
= 27“ i + 37“ j + 7k + C 

Para determinarmos o valor da constante do vetor C, usamos o fato de que v(0) = i — j + k 
. A equagao anterior permite v(0) = C, de modo que C = i—j + ke 

\(t) = 27 2 i + 37 2 j + 7 k + i — j + k 

= (27“ + 1) i + (37“ - l)j + (7 + 1) k 
Uma vez que v(7) = r'(7) temos 

r(7) = | v(7) dt 

= [ [(27 2 + 1) i + (37 2 - 1) j + (7 + 1) k] dt 

= (I t 3 + 7)i + (7 3 - 7)j + (^7 2 + 7 ) k + D 

Tomando 7 = 0, achamos que D = r(0) = i, entao a posigao no tempo 7 e dada por 
r(t) = (§7 3 + 7 + l) i + (7 3 - 7) j + (^7 2 + ?)k 

Em geral, por integragao vetorial podemos recuperar a velocidade quando a aceleragao 
for conhecida e a posigao quando a velocidade for conhecida: 

v(7) = v(7 0 ) + I a (u) du r(7) = r(7 0 ) + v(«) du 

J/ 0 Jt 0 


y 



0 ^ 


FIGURA 2 

Ena Visual 13.4 mostra vetores 
animados de velocidade e aceleragao para 
objetos que se movem ao longo de varias 
curvas. 


A Figura 3 mostra a trajetoria da particula 
do Exemplo 2 com vetores velocidade e 
aceleragao quando t = 1. 



FIGURA 3 


A expressao para r(f) que obtivemos no 
Exemplo 3 foi usada para tragar a trajetoria 
da particula na Figura 4 para 0 =s t 3. 



y 


FIGURA 4 
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A velocidade angular do objeto em movi- 
mento com posigao P e to = dd/dt, onde 
6 e o angulo mostrado na Figura 5. 



FIGURA 6 


Se a forca que age sobre a partfcula e conhecida, entao a aceleracao pode ser determinada 
a partir da Segunda Lei de Newton para o Movimento. A versao vetorial dessa lei nos diz 
que, se em qualquer instante de tempo f, uma forca F(f) age sobre um objeto m produzindo 
uma aceleracao a(f), entao 

F(f) = ma(t ) 


EXEMPLO 4 


Um objeto de massa m que se move em uma trajetoria circular com velocidade 
angular constante co tem vetor posigao dado por r(f) = a cos coti + a sen cot j. Determine a 
forca que age sobre o objeto e mostre que sua direcao e sentido sao dados pela reta que passa 
pela origem, apontando em direcao a origem. 


SOLUQAO Para encontrarmos a forga, precisamos primeiro saber a aceleracao: 


v(f) = r '(f) = — aco sen cot i + aco cos cot j 
a(f) = v'(f) = — aorcoscuti — aco 1 sen cot} 


Portanto, pela Segunda Lei de Newton, temos a forga 

F(f) = ma{t) = —mco 2 (a cos cot i + a sen cot j) 

Observe que F(f) = —mco 2 r(t). Isso mostra que a forga age na direcao oposta ao vetor radial 
r (t) e, portanto, aponta para a origem (veja a Figura 5). Essa forca e chamada/orpa centripeta. 


EXEMPLO 5 


Um projetil e disparado com angulo de elevacao a e velocidade inicial Vo- (Veja 
a Figura 6.) Assumindo que a resistencia do ar seja desprezivel e que a unica forga externa seja 
devida a gravidade, determine a fungao posigao r(t) do projetil. Para qual valor de a obtemos 
maior alcance (distancia horizontal percorrida)? 


SOLUCAO Fixamos os eixos coordenados de forma que a origem coincida com o ponto ini¬ 
cial da trajetoria do projetil. Como a forga devida a gravidade age para baixo, temos 


F = ma = —mg j 


onde g = | a | ~ 9,8 m/s 2 . Assim, 


a = -g j 


Uma vez que \'(t) = a, temos 


v(f) = -gt j + C 


onde C = v(0) = Vo. Portanto 


r '(f) = v(f) = -gt j + Vo 

Integrando novamente, obtemos 

r(f) = ~\gt 2 j + tvo + D 

Mas D = r(0) = 0, e entao o vetor posigao do projetil e dado por 


3 


r W = -\gt 2 j + o 


Se escrevermos | Vo | = Vo (a velocidade escalar inicial do projetil), entao 

Vo — I’ocos a i + fosen a j 


e a Equagao 3 se torna 
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r(?) = (i 7 0 cos a)t i + [(i> 0 sen a)t — kgt 2 \ j 
As equacoes parametricas da trajetoria sao 


Se voce eliminar t das Equagoes 4, vera 
que y e lima fungao quadratica de x. 
Assim, o caminho do projetil faz parte de 
uma parabola. 


0 


x = (itocos a)t y = (Vo sen a)t — \gt 2 


A distancia horizontal d e dada pelo valor de x quando y = 0. Ajustando y = 0, obtemos 
t = 0 ou t = (2v tl sen a)/g. O ultimo valor de t fornece 

2 t>o sen a Vo(2 sen a cos a) vi sen 2 a 

d = x = (v 0 cos a)-=-=- 

9 9 9 

Claramente, d tem valor maximo quando sen 2 a = 1, ou seja, quando a = 7 t/4 . 


EXEMPLO 6 


Um projetil e langtado com velocidade de disparo de 150 m/s e angulo de eleva- 
gao de 45° de um ponto 10 m acima do nivel do solo. Onde o projetil vai atingir o solo e com 
que velocidade escalar? 


S0LUCA0 Se tomarmos a origem no nivel do solo, entao a posigao inicial do projetil e (0, 10) 
e, portanto, precisamos adequar a Equa 5 ao 4 adicionando 10 na expressao para v. Com 
Vo — 150 m/s, a = 45° e g = 9,8 m/s 2 , temos 


x = 150 cos(- 7 r/ 4 )f = 75^/2 t 

y = 10 + 150 sen( 7 r/ 4 )f - |(9,8 )/ 2 = 10 + 75^2 t - 4,9 1 2 

O impacto ocorrera quando v = 0. isto e, 4,9 ? 2 — 75 y/2t — 10 = 0. Resolvendo essa equa- 
gao quadratica (e usando somente o valor positivo de ?), temos 

75^2 + Vll 250 + 196 

? = —----« 21,74 

9,8 

Entao x ~ 75^2 (21,74) « 2.306, assim o projetil atinge o solo a uma distancia de cerca de 
2.306 m. 

A velocidade do projetil e 

v(?) = r'(?) = 15\/2 i + (75^ - 9,8?) j 
Portanto, sua velocidade escalar no impacto e 

| v(21,74) | = V(75V2 ) 2 + (75^2 - 9,8 • 21,74 ) 2 « 151 m/s 


Componentes Tangencial e Normal da Aceleragao 

Quando estudamos o movimento de uma particula, e frequentemente util decompor a acele- 
ra§ao em duas componentes, uma na direcao da tangente e outra na direcao da normal. Se es- 
crevemos v = | v | para a velocidade escalar da particula, entao 


T(?) = 


r'(t) 

At) 


v(0 = v 

v(?) I V 


e, assim, v = vT 

Se derivarmos ambos os lados em relacao a ?, obteremos 


5 


a = v' = v'T + dT' 


Se usarmos a expressao da curvatura dada pela Equagao 13.3.9, temos 
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I T' I I T' I 


logo | T' | = KV 


O vetor normal unitario foi defmido na se£ao anterior como N = T'/| T' |, entao [6] fornece 

T' = | T'|N = kv N 

e a Equagao 5 se torna 


m 


a = v'T + ki i 2 N 



Vamos olhar agora o que a Formula 7 nos diz. A primeira coisa a observar e que o vetor 
binormal B nao aparece. Independentemente de como o objeto se move no espago, sua ace- 
leragao sempre esta nos pianos de T e N (o piano osculador). (Lembre-se de que T fornece a 
diregao e sentido do movimento e N aponta a diregao na qual a curva esta se entortando.) Em 
seguida, observamos que a componente tangencial da aceleracao e v', a taxa de variagao da ve- 
locidade escalar, e a componente normal da aceleracao e kv 2 , a curvatura vezes o quadrado 
da velocidade escalar. Isso explica o que acontece com um passageiro em um carro — uma 
virada brusca em uma rua pode ser vista como um valor grande de curvatura k, de forma que 
a componente da aceleragao perpendicular ao movimento e grande e o passageiro e jogado 
contra a porta do carro. A alta velocidade em uma curva tern o mesmo efeito: de fato, se do- 
brarmos nossa velocidade escalar, «n sera aumentada por um fator de 4. 

Apesar de termos uma expressao para as componentes tangencial e normal da aceleragao 
na Equagao 8 , e desejavel obter expressoes que dependam somente de r, r' e r". Com essa fi- 
nalidade, tomamos o produto escalar de v = vT com a como dada na Equagao 7: 

v • a = vT • (VT + kv 2 N) 

= vv'T • T + ki> 3 T • N 

= w' (uma vez que T-T=leT-N = 0) 


Portanto 


0 


flr = v' 


v • a 

v 


r'(t) ■ r"(t) 

|r'(f)| 


Usando a formula da curvatura dada pelo Teorema 13.3.10, temos 


0 


at v = kv 2 = 


| r'(f) X r"(f) | 

Ir'Wl 3 


|r'W 


r'(f) X r"(t) 

I r'(0 | 


EXEMPLO 7 


Uma particula se move com funqao posiqao v(t) 
componentes tangencial e normal da aceleracao. 


(t 2 ,t 2 ,t 2 ). Determine as 
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SOLUQAO r(t) = t 2 i + t 2 j + f 3 k 

r'(f) = 2fi + 2f j + 3r k 
r "(f) = 2 i + 2 j + 6 rk 
| r'(f) | = V 8 1 2 + 9 1 4 

Portanto, da Equagao 9 vem que a componente tangencial e 

r'(f) • r"(t) 8 f + 18f 3 


fly — 


Ir'WI 


Uma vez que 


r'(f) X r"(f) = 


1 j k 

2 1 21 3 1 2 

2 2 


V 8 1 2 + 9 f 4 

= 6 f 2 i - 6 f 2 j 


6 r 


da Equagao 10 obtemos a componente normal 

I r'(f) X r"(f) I 


— 


6y/2t 2 


|r'(/)| 


V8f 2 + 9f 4 


Leis de Kepler para o Movimento Plan eta ri o 

Descreveremos agora um dos principals feitos do calculo mostrando como o material deste ca- 
pftulo pode ser usado para demonstrar as leis de Kepler para o movimento planetario. Depois 
de 20 anos estudando as observances do astronomo dinamarques Tycho Brahe, o astronomo 
e matematico alemao Johannes Kepler (1571-1630) formulou as seguintes tres leis: 



Leis de Kepler 

1 . Um planeta gira em torno do Sol em uma orbita elfptica, com o Sol em um dos 
focos. 

2. O segmento de reta que liga o Sol a um planeta varre areas iguais em intervalos de 
tempo iguais. 

3 . O quadrado do perfodo de rcvolucao de um planeta e proporcional ao cubo do com- 
primento do eixo maior de sua orbita. 


G 


I 


Em seu livro Principia Mathematica, de 1687, sir Isaac Newton mostrou que as tres leis 
de Kepler podem ser obtidas como consequencias de outras duas leis de sua autoria, a Se- 
gunda Lei do Movimento e a Lei da Gravitagao Universal. A seguir, demonstraremos a Pri- 
meira Lei de Kepler. As leis restantes sao deixadas como exerclcios (com sugestoes). 

Como a fore a gravitacional do Sol sobre um planeta e muito maior que as forgas exerc 
das por outros corpos celestes, podemos ignorar todos os outros corpos do Universo, exceti 
o Sol e um planeta girando em torno dele. Usaremos um sistema de coordenadas com origem 
no Sol e seja r = r (f) o vetor posigao do planeta. (Poderiamos igualmente considerar r o vetor 
posigao da Lua ou de um satelite girando em torno da Terra, ou um cometa movendo-se em 
torno de uma estrela.) O vetor velocidade ev^r'eo vetor aceleragao e a = r" . Utilizaremos 
as seguintes leis de Newton: 



Segunda Lei do Movimento: F = m a 


GMm GMm 

Lei de Gravitagao: F =-;— r =-^— u 

r r 

onde F e a forga da gravidade sobre o planeta, m e M sao as massas do planeta e do Sol, G e 
a constante gravitacional, r = |r|,eu = (l/r)reo vetor unitario na diregao de r. 

Mostraremos inicialmente que o planeta se move em um piano. Igualando a expressao 
para F nas duas leis de Newton, chegamos a 














782 


CALCULO 


GM 

a= “T r 


e, assim, a e paralelo a r. Segue que r X a = 0. Usamos a Formula 5 no Teorema 13.2.3 para 
escrever 

— (r X v) = r' X v + r X v' 
dt 

=vXv+rXa=0+0=0 
Logo, r X v = h 

onde h e um vetor constante. (Podemos assumir que h tML isto e, r e v nao sao paralelos.) 
Isto significa que o vetor r = r(r) e perpendicular a h para todos os valores de t, de modo que 
o planeta sempre se situa no piano atraves da origem perpendicular de h. Assim, a orbita do 
planeta e uma curva plana. 

Para demonstrarmos a Primeira Lei de Kepler, vamos reescrever o vetor h como segue: 

h = rXv = rXr'=ruX (ru)' 

= ru X (ru' + r'u) = r 2 (u X u') + rr'(u X u) 

= r 2 (u X u') 


Entao, 


a X h 


-GM 


u X (r 2 u X u') = -GM u X (u X u') 


— — GM[(u • u)u — (u • u)u , J 


Mas u • u = |u| 2 — 1 e, uma vez que | u(f) | = 1, segue-se a partir do Exemplo 4, na Seqao 
13.2, que u • u' = 0. Portanto 


a X h = GM u' 



FIGURA8 


e (v X h)' = v' X h = a X h = GM u' 

Integrando ambos os lados da equagao, obtemos 


0 


v X h = GM u + c 


onde c e um vetor constante. 

Neste ponto e conveniente escolher os eixos coordenados de forma que o vetor da base ca- 
nonica k aponte na direcao do vetor h. Em seguida, o planeta se move no piano xy. Como 
ambos v X h e u sao perpendiculares a h, a Equaeao 11 mostra que c pertence ao piano xy. 
Isso significa que podemos escolher os eixos x e y de forma que o vetor i esteja na direcao de 
c, como mostrado na Figura 8. 

Se 6 e o angulo entre c e r, entao (V, 6) sao as coordenadas polares do planeta. Da Equa- 
§ao 11, temos 


r • (v X h) = r • (GM u + c) = GM r • u + r • c 

= GMr u • u + I r I I c I cos 6 = GMr + rc cos 6 


onde c = | c |. Entao, 

r • (v X h) _ 1 r • (v X h) 

GM + c cos 0 GM 1 + e cos 0 
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onde e = c/(GM). Mas 

r • (v X h) = (r X v) • h = h • h = | h | 2 = h 2 


onde h = | h |. Logo, 

h 2 /(GM) eh 2 /c 

1 + e cos 9 1 + e cos 6 


Escrevendo d = h 2 /c, obtemos a equagao 


— 1 + e cos 9 

Comparando com o Teorema 10.6.6, vemos que a Equagao 12 e aquela da forma polar da 
segao conica com foco na origem e excentricidade e. Sabemos que a orbita de um planeta e 
uma curva fechada e assim a conica deve ser uma elipse. 

Isso completa a dedugao da Primeira Lei de Kepler. Vamos orienta-lo atraves da deriva- 
gao das Segunda e Terceira Leis do Projeto Aplicado. As demonstragoes dessas tres leis mos- 
tram que o metodo deste capitulo fornece uma ferramenta poderosa na descrigao de leis da 
natureza. 



Exercicios 


1. A tabela fornece coordenadas de uma partfcula movendo-se no 
espago ao longo de uma curva suave. 

(a) Determine a velocidade media nos intervalos de tempo [0, 1], 
[0,5; 1], [1, 2] e [1; 1,5]. 

(b) Estime a velocidade e a velocidade escalar da partfcula no 
instante t = 1 . 


t 

X 

y 

z 

0 

2,7 

9,8 

3.7 

0,5 

3,5 

7,2 

3,3 

1,0 

4,5 

6,0 

3,0 

1,5 

5,9 

6,4 

2,8 

2,0 

7,3 

7,8 

2,7 


2. A figura mosUa a trajetoria de uma partfcula que se move com 

vetor posigao r(r) no instante t. 

(a) Desenhe um vetor que represente a velocidade media da par¬ 
tfcula no intervalo de tempo 2 =£ t =£ 2,4. 

(b) Desenhe um vetor que represente a velocidade media da par¬ 
tfcula no intervalo de tempo 1,5 =£ t =£ 2. 

(c) Escreva uma expressao para o vetor velocidade v(2). 

(d) Desenhe uma aproximagao do vetor v(2) e estime a veloci¬ 
dade escalar da partfcula em t = 2 . 



3-8 Determine a velocidade, a aceleragao e a velocidade escalar da 
partfcula cuja fungao posigao e dada. Esboce a trajetoria da partfcula 
e desenhe os vetores velocidade e aceleragao para os valores de t es- 
pecificados. 

3. r(r) = t ), t = 2 

4. r(t) = {2 - t, 4 Vf), t = 1 

5. r(r) = 3 cos t i + 2 sen / j, t = ir/3 

6. r(r) = e'i + e 2 'j, t = 0 

7 . r(r) = ti + t 2 j + 2 k, t = 1 

8 . r(r) = t i + 2 cos rj + sen rk, t = 0 


9-14 Determine a velocidade, a aceleragao e a velocidade escalar da 
partfcula cuja fungao posigao e dada. 

9. r(r) = (t 2 + 1 ,t\t 2 - 1) 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao dispomveis em www.stewartcalculus.com 
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10. r(r) = (2 cos t, 3t, 2 sen t) 

11. r(t) = t i + e' j + e~' k 

12. r(r) = t 1 i + 2t j + In t k 

13. r(r) = e'( c °sti + sen/j + tk) 

14. r(t) = t sen t \ + t cos / j + t 2 k 

Determine os vetores velocidade e posigao de uma partfcula, 

dadas a sua aceleragao, velocidade e posigao iniciais. 

15. a(r) = i + 2j, v(0) = k, r(0) = i 

16. a(r) = 2i + 6/j + 12r 2 k, v(0) = i, r(0) = j — k 

17-18 

(a) Determine o vetor posigao de uma partfcula, dada a sua acelera¬ 
gao e suas velocidade e posigao iniciais. 

(b) Utilize o computador para tragar a trajetoria percorrida pela par¬ 
tfcula. 

17. a(/) = 2t i + sen t j + cos 2 1 k, v(0) = i, r(0) = j 

18. a(f) = t i + e'j + e 'k, v(0) = k, r(0) = j + k 

19. A fungao posigao de uma partfcula e dada por 

r(t) = (t 2 , 5 1 , t~ — 16/) . Quando sua velocidade escalar e mi¬ 

nima? 

20. Qual a forga necessaria para que uma partfcula de massa m tenha 
a fungao posigao r(f) = r 3 i + t 2 j + t 3 k? 

21. Uma forga com magnitude 20 N atua diretamente para cima do 
piano xy ern um objeto com massa de 4 kg. O objeto comega na 
origem com velocidade inicial v(0) = i — j. Encontre a sua fun¬ 
gao posigao e a sua velocidade no instante t. 

22. Mostre que, se uma partfcula se move com velocidade escalar 
constante, entao os vetores velocidade e aceleragao sao ortogo- 
nais. 

23. Um projetil e disparado com uma velocidade escalar inicial de 
200 m/s e angulo de elevagao de 60°. Determine (a) o alcance do 
projetil, (b) a altura maxima atingida e (c) a velocidade escalar no 
impacto. 

24. Repita o Exercfcio 23, considerando agora o projetil disparado 
de uma posigao 100 m acirna do solo. 

25. Uma bola e atirada em um angulo de elevagao de 45° em relagao 
ao solo. Se a bola cai no solo a uma distancia de 90 m, qual a ve¬ 
locidade escalar inicial da bola? 

26. Uma arma e disparada com angulo de elevagao de 30°. Qual a 
velocidade de disparo se o maximo de altura que a bala atinge e 
de 500 m? 

27. A velocidade de disparo de uma arma e 150 m/s. Determine dois 
angulos de elevagao que podem ser utilizados para atingir um 
alvo que esta a 800 m de distancia. 

28. No beisebol, um batedor rebate uma bola, que esta 3 pes acima 
do chao, em diregao a parte central da cerca do campo, que tem 
10 pes de altura e dista 400 pes da base do langamento. A bola 
deixa o bastao com uma velocidade escalar de 115 pes/s e com 
angulo de 50° acima da horizontal. Foi home run ? (Em outras pa- 
lavras, a bola passou por cima da cerca?) 

29. Uma cidade medieval tem a forma de um quadrado e esta protegida 
pelas muralhas com comprimento de 500 m de altura de 15 m. 


Voce e o comandante de um exercito de ataque e o mais proximo 
que voce pode chegar da muralha e 100 m. Seu piano e incendiar 
a cidade catapultando rochas aquecidas sobre a parede (com uma 
velocidade inicial de 80 m/s). Em que intervalo de angulos voce 
deve dizer a seus homens para armar a catapulta? (Suponha que a 
trajetoria das rochas seja perpendicular a muralha.) 

30. Mostre que um projetil atinge tres quartos da sua altura maxima 
em metade do tempo necessario para atingir a sua altura maxima. 

31. Uma bola e langada para o ar para leste a partir da origem (na di¬ 
regao do eixo x positivo). A velocidade inicial e 50i + 80 k, com 
a velocidade medida em pes por segundo. A rotagao da bola re- 
sulta em uma aceleragao em diregao ao sul de 4 pes/s 2 , de modo 
que o vetor aceleragao e a = —4j — 32 k. Onde a bola cai e com 
que velocidade escalar? 

32. Uma bola com massa 0,8 kg e arremessada ao ar em diregao ao 
sul com velocidade escalar de 30 m/s e angulo de 30° com o solo. 
Um vento do oeste aplica uma forga constante de 4 N a bola na 
diregao leste. Onde a bola cai e com que velocidade escalar? 

33. A agua, descendo por um trecho reto de um rio, em geral escoa 
mais rapidamente no meio e a velocidade escalar diminui para 
quase zero nas margens. Considere um trecho longo de rio es- 


coando para o norte com as margens paralelas distando 40 m uma 
da outra. Se a velocidade maxima da agua e de 3 m/s, pode-se 
utilizar uma fungao quadratica como um modelo basico para a 
taxa de fluxo de agua x unidades de distancia da margem 
oeste:/(.v) = 4gg.v(40 — x). 

(a) Um barco se move com uma velocidade escalar constante de 
5 m/s a partir de um ponto de A na margem oeste enquanto se 
mantem direcionado perpendicularmente a margem. A que 
distancia rio abaixo, na margem oposta, o barco vai atingir a 
terra firme? Faga um grafico da trajetoria do barco. 

(b) Suponha que quisessemos pilotar o barco para terra no ponto B 
na margem leste em frente A. Se mantivermos uma velocidade 
constante de 5 m/s, e uma diregao constante, encontre o angulo 
em que o barco deve dirigir. Depois, faga o grafico do caminho 
real que o barco segue. Essa trajetoria parece realista? 

34. Outro modelo razoavel para a velocidade escalar da agua do rio 
no Exercfcio 33 e uma fungao senoidal:/(x) = 3 sen(irx/40). 
Se o piloto do barco quiser atravessar o rio de A ate B com dire¬ 
gao constante e velocidade escalar constante de 5 m/s, determine 
o angulo no qual o barco deve seguir. 

35. Uma partfcula tem fungao posigao r(f). Se r'(f) = c X r(r), onde 
c e um vetor constante, descrevem o caminho da partfcula. 

36. (a) Se uma partfcula se move ao longo de uma linha reta, o que 

voce pode dizer sobre seu vetor aceleragao? 

(b) Se uma partfcula se move com velocidade constante ao longo de 
uma curva, o que voce pode dizer sobre seu vetor aceleragao? 

37-42 Determine as componentes tangencial e normal do vetor ace¬ 
leragao. 

37. r(f) = (3/ - t 3 )i + 3t 2 j 

38. r(f) = (1 + 01 + (t 2 ~ 20 j 

39. r(t) = cos t i + sen t j + t k 

40. r(t) = ti + t 2 j + 3t k 

41. r(f) = e'\ + V2fj + e 'k 

42. r(r) = ri + cos 2 /j + sen 2 tk 
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43. O modulo do vetor aceleragao a e 10 cm/s 2 . Use a figura para es- 
timar as componentes tangencial e normal de a. 



44. Se uma partfcula com massa m se move com vetor posigao r(?), 
entao seu momento angular e definido corno L(r) = mr(t) X v(/) 
e seu torque e definido corno r(t) = mr(t) X a (t). Mostre que 
L'(t) = r(r). Deduza que, se r(t) = 0 para todo t, entao L (t) e 
constante. (Essa e a lei de conservagao do momento angular.) 

45. A fungao posigao de uma nave espacial e 


r (t) = (3 + t)i + (2 + In /) j + ^7 - k 

e as coordenadas de uma estagao espacial sao (6,4, 9). O capitao 
quer que a nave atraque na estagao espacial. Quando os motores 
da nave devem ser desligados? 

46. Um foguete queimando seu combustfvel a bordo enquanto se 
move atraves do espago tem velocidade \(t) e massa m(t) no mo¬ 
mento t. Se os gases de exaustao escapam com velocidade de \ e 
em relagao ao foguete, pode deduzir-se a partir da Segunda Lei 
de Newton do Movimento que 

d\ dm 

m — = — Ve 

dt dt 

, m(0) 

(a) Mostre que \(t) = v(0) — In —— v f . 

m(t) 

(b) Para que, em linha reta, o foguete acelere do repouso para o 
dobro da velocidade escalar de escape de seus gases de com- 
bustao, que fragao de sua massa inicial o foguete devera quei- 
mar como combustfvel? 


PR0JET0 APLICADO 


LEIS DE KEPLER 


Johannes Kepler enunciou tres leis sobre o movimento planetario, baseando-se em uma grande 
quantidade de dados relativos a posigao dos planetas em diferentes instantes de tempo. 



LEIS DE KEPLER 

1. Um planeta gira em torno do Sol em uma orbita elfptica, com o Sol em um dos focos. 

2. O segmento de reta que liga o Sol a um planeta varre areas iguais em intervalos de tempo 
iguais. 

3. O quadrado do perfodo de revolugao de um planeta e proporcional ao cubo do compri- 
mento do eixo maior de sua orbita. 


Kepler formulou essas leis, pois elas se ajustavam aos dados astronomicos. Ele nao foi capaz de 
perceber por que elas eram validas nem como se relacionavam umas com as outras. Mas sir Isaac 
Newton, em seu Principia Mathematical de 1687, mostrou como deduzir as tres leis de Kepler de 
duas leis de sua autoria, a Segunda Lei do Movimento e a Lei da Gravitagao Universal. Na Segao 
13.4 demontramos a Primeira Lei de Kepler usando o calculo de fungoes vetoriais. Neste projeto, 
guiaremos voce pela demonstragao da Segunda e da Terceira Leis de Kepler e exploraremos suas 
consequencias. 

1. Utilize os seguintes passos para demonstrar a Segunda Lei de Kepler. A notagao sera a mesma 
que foi empregada na demonstragao da Primeira Lei na Segao 13.4. Em particular, use coorde¬ 
nadas polares r = (r cos 6) i + (r sen 6) j. 

, de 

(a) Mostre que h = r — k. 


dt 


(b) 

(c) 


dt 


Deduza que r~ 

Se A = A(t) e a area varrida pelo vetor radical r = r(f) no intervalo de tempo [t 0 , t] como 
na figura, mostre que 


dA 

dt 


de 

dt 


(d) Deduza que 


dA j 

-= 2 h = constante 

dt 


Essa equagao mostra que a taxa na qual A e percorrida e constante e demonstra a Segunda Lei 
de Kepler. 
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3. 


4. 


Seja T o perfodo de um planeta em torno do Sol; ou seja, T e o tempo necessario para o planeta 
dar uma volta completa em torno do Sol, em sua orbita elfptica. Suponha que os comprimentos 
dos eixos maior e menor da elipse sejam 2 a e 2b. 

(a) Use a parte (d) do Problema 1 para mostrar que T = 2irab/h. 

h 2 b 2 

(b) Mostre que - = ed = —. 

GM a 


, 4t7 2 , 

(c) Use as partes (a) e (b) para mostrar que T = a . 

Isso demonstra a Terceira Lei de Kepler. 

[Observe que a constante de proporcionalidade 47 t 2 /(GM) independe do planeta.] 

O perfodo da Terra girando em torno do Sol e de aproximadamente 365,25 dias. Utilize esse 
fato e a Terceira Lei de Kepler para determinar o eixo maior da orbita terrestre. Voce preci- 
sara do valor da massa do Sol, M = 1,99 X 10 30 kg, e da constante gravitacional, 
G = 6,67 X 10 -11 N-m 2 /kg 2 . 

E possfvel colocar um satelite em orbita em torno da Terra de modo que ele permanega fixo em 
uma posigao localizada sobre o equador. Calcule a altitude necessaria para esse satelite. A massa 
da Terra e 5,98 X 10 24 kg; seu raio e 6,37 X 10 6 m. (Esta orbita e chamada Orbita Geoesta- 
cionaria Clarke, em homenagem a Arthur C. Clarke, quem primeiro propos a ideia, em 1945. O 
primeiro satelite, Syncom II, foi langado em julho de 1963.) 



Revisao 


Verificacao de Conceitos 


1. O que e uma fungao vetorial? Como calcular sua derivada e sua 
integral? 

2. Qual a relagao entre fungoes vetoriais e curvas espaciais? 

3. Como achar o vetor tangente a uma curva suave em um ponto? 
Como achar a reta tangente? Como determinar o vetor tangente 
unitario? 

4. Se u e v sao fungoes vetoriais diferenciaveis, c e um escalar e/e 
uma fungao real, escreva as regras para derivar as seguintes fun- 
goes vetoriais: 

(a) u(r) + v(r) (b) cu(f) (c) f(t) u (t) 

(d) u(f) • v(r) (e) u(r) X v(r) (f) u(f(t)) 

5. Como achar o comprimento de uma curva espacial dada pela fun¬ 
gao vetorial r(7)? 

6 . (a) Qual a definigao de curvatura? 


(b) Escreva a formula para curvatura em fungao de r '(t) e T'(r). 

(c) Escreva a formula para curvatura em fungao de r'(t) e r"(r). 

(d) Escreva a formula para curvatura de uma curva plana com 
equagaoy =f(x). 

7. (a) Escreva as formulas para os vetores normal e binormal de 

uma curva suave espacial r(r). 

(b) O que e o piano normal de uma curva em um ponto? E o 
piano osculador? O que e o cfrculo osculador? 

8 . (a) Como determinar a velocidade, a velocidade escalar e a ace- 

leragao de uma partfcula que se move ao longo de uma curva 
espacial? 

(b) Escreva a aceleragao em termos de suas componentes tan- 
gencial e normal. 

9. Quais sao as leis de Kepler? 


Quiz Verdadeiro-Falso 

Determine se a afirmagao e falsa ou verdadeira. Se forverdadeira, explique 

por que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que mostre que 

e falsa. 

1. A curva com equagao vetorial r(Y) = f 3 i + 2r 3 j + 3r 3 k e uma 
reta. 

2. A curva r(f) = (0, i 2 , At) e uma parabola. 

3. A curva r (t) = (27, 3 — 7, 0) e uma linha que passa atraves da 
origem. 

4. A derivada da fungao vetorial e obtida derivando cada compo- 
nente da fungao. 

5. Se u(7) e v(7) sao fungoes vetoriais diferenciaveis, entao 

4- [“( ? ) x V W] = «'(0 X v'(7) 

at 

6. Se r(/) e uma fungao vetorial diferenciavel, entao 


A| Kr) | = | r . W | 

7. Se T(r) e o vetor tangente unitario de uma curva suave, entao a 
curvatura e k = | dT/dt \. 

8 . O vetor binormal e B(7) = N(7) X T(r). 

9. Suponha que/seja duas vezes continuamente diferenciavel. Em 
um ponto de inflexao da curva y = f(x), a curvatura e 0. 

10. Se K(t) = 0 para todo 7, a curva e uma reta. 

11. Se | r(7) | = 1 para todo 7, entao | r'(7) | e constante. 

12. Se | r ( 7 ) | = 1 para todo 7, entao r'(7) e ortogonal a r(7) para 
todo 7. 

13. O cfrculo osculador de uma curva C em um ponto tern o mesmo 
vetor tangente, vetor normal e curvatura que C naquele ponto. 

14. As parametrizagoes diferentes de uma mesma curva resultant em 
vetores tangentes identicos em um mesmo ponto da curva. 
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Exercicios 


1. (a) Esboce a curva com fun§ao vetorial 

r (t) = t i + cos TTt j + sen irt k t 3 0 
(b) Encontre r'(r) e r "(t). 

2. Seja r(f) = (^2 — t, ( e' — 1 )/t. In (t + 1)). 

(a) Determine o domfnio de r. 

(b) Encontre lim ,^ 0 r (t). 

(c) Encontre r'(r). 

3. Detennine uma equagao vetorial que represente a curva obtida pela 
interse^ao do cilindro x 2 + y 2 = 16 com o piano x + z = 5. 

4. Determine as equa§oes parametricas da reta tangente a curva 
x = 2 sen t,y = 2 sen 2t, z = 2 sen 3/ no ponto (l, -^3, 2). De- 
senhe a curva e a tangente em uma mesma tela. 

5. Se r(r) = t 2 i + t cos 7 rtj + semr/k, calcule J ( | r(r) dt. 

6 . Seja C a curva com equa$ao x = 2 — t 3 , y = It — 1, z = In t. 
Encontre (a) o ponto em que C intersecta o piano xz, 

(b) as equates parametricas da reta tangente em ( 1 , 1 , 0 ), e 

(c) uma equa§ao do piano normal ao C em (1, 1,0). 

7. Use a Regra de Simpson com n = 6 para estimar o comprimento 
do arco da curva com as equa§oes x = t 2 , y = t 3 , z = t 4 , 
0 s= t s= 3. 

8 . Determine o comprimento da curva r(r) = (2t ,/2 , cos 2t, sen 2t), 

0 =s t 1. 

9. A helice ri(f) = costi + senrj + tk intercepta a curva 
r 2 (f) = (1 + r)i + t 2 j + t 3 k no ponto (1, 0, 0). Determine o an- 
gulo de intersec§ao dessas curvas. 

10. Reparametrize a curva r(t) = e'i + e'sen/j + e'costkcom 
rela§ao ao comprimento de arco medido a partir do ponto ( 1 , 0 , 1 ) 
na dire^ao crescente de t. 

11. Para a curva dada por r(f) = ( \t 2 , \ t 2 , t ), determine 

(a) o vetor tangente unitario 

(b) o vetor normal unitario e 

(c) a curvatura. 

12. Encontre a curvatura da elipse x = 3 cos t, y = 4 sen t no ponto 
(3, 0) e (0, 4). 

13. Encontre a curvatura da curva y = x 4 no ponto (1, 1). 

14. Determine uma equaijao do cfrculo osculador da curva 
y = x 4 — x 2 na origem. Faija o grafico da curva e do cfrculo os¬ 
culador. 

15. Determine uma equaqao do piano osculador da curva x = sen 2 1, 
y = t, z = cos 2 1 no ponto (0, 7 T, 1). 

16. A figura mostra a curva C tragada por uma partfcula com vetor 
posi§ao r(f) no instante t. 

(a) Desenhe um vetor que represente a velocidade media da par¬ 
tfcula no intervalo de tempo 3 =£ t ^ 3,2. 

(b) Escreva a expressao para a velocidade v(3). 

(c) Escreva uma expressao para o vetor tangente unitario T(3) e 
desenhe-o. 



17. Uma partfcula se move com fun§ao posi^ao 
r(t) = t In t i + t j + e~' k. Determine a velocidade, a veloci¬ 
dade escalar e a aceleragao da partfcula. 

18. Uma partfcula comeqa na origem com velocidade inicial 
i — j + 3k. Sua aceleragao e a(/) = 6t i + 12t 2 j — 6?k. De¬ 
termine sua funqao posiqao. 

19. Um atleta arremessa um disco em um angulo de 45° em rela^ao 
a horizontal com velocidade escalar inicial de 13 m/s. Ele deixa 
sua mao 2 m acima do solo. 

(a) Onde esta o disco 2 segundos depois? 

(b) Qual a altura maxima que o disco atinge? 

(c) Onde o disco atinge o chao? 

20. Determine as componentes tangencial e normal do vetor acele- 
ra§ao de uma partfcula que se move com vetor posi§ao 

r(t) = ti + 2tj + / 2 k 

21. Um disco de raio esta rodando no sentido anti-horario com uma 
velocidade angular constante o>. Uma partfcula inicia no centra 
do disco e se move em direqao as bordas em uma diregao radial 
fixa de forma que sua posi§ao no instante /, t 3 s 0, e dada por 
r(f) = tR(t), onde 

R(t) = cos cot i + sen lot j 

(a) Mostre que a velocidade v da partfcula e 

v = cos coti + sen o>?j + t\ d 

onde Vd = R'(f) e a velocidade do ponto na borda do disco. 

(b) Mostre que a acelera§ao a da partfcula e 

a = 2y d + fa rf 

onde a d = R"(t) e a aceleraqao na borda do disco. O termo 
extra 2 \ d e chamado aceleragao de Coriolis; e o resultado da 
intera§ao entre a rotaqao do disco e o movimento da partf¬ 
cula. Podemos obter uma demonstra§ao ffsica dessa acelera- 
5 ao andando em direqao a borda de um carrossel. 

(c) Determine a aceleragao de Coriolis de uma partfcula que se 
move em um disco rodando segundo a equa§ao 

r(/) = e~'cos tori + e~'sen cotj 

22. No projeto de curvas de transferencia , usadas para para ligar tre- 
chos de ferrovia em trilhos retos, e importante perceber que a 


FFI E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao dispom'veis em www.stewartcalculus.com 
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aceleragao do trem deve ser contmua, de modo que a forga de 
reagao exercida pelo trem na pista tambem e contmua. Por causa 
das formulas para os componentes de aceleragao na Segao 13.4, 
este so sera o caso se a curvatura variar continuamente. 

(a) Um candidato logico a curva de transferencia para juntar dois 
trilhos existentes dados por y = I para x =£ 0 e y = \[2 ~ x 
para x 3 = l/y/2 poderia ser a fungao f(x) = \/l — x 2 , 
0 < x < l/-^, cujo grafico e o arco de cfrculo mostrado na 
figura. A primeira vista, parece razoavel. Demonstre que a 
fungao 


F(x) 


1 se x =£ 0 

y/\ — x 1 se 0 < x < 1A/2 

y/l — x sef x 3 = 1/V2" 


e contmua e tern derivada contmua, mas nao tern curvatura 
contmua. Assim/nao e uma curva de transferencia adequada. 

(b) Determine um polinomio de quinto grau para servir de curva 
de transferencia entre os dois segmentos de reta: y = 0 para 
x =£ 0 e y = x para x 3= 1. Poderfamos utilizar um polinomio 
de quarto grau? Use uma calculadora grafica ou computador 
para esbogar o grafico da fungao “conectada” e verifique que 
ele se assemelha ao da figura. 



23. Uma partfcula P move-se com velocidade angular constante 10 
em torno de um ctrculo com centra na origem e raio R. A partf¬ 
cula e considerada em movimento circular uniforme. Suponha 
que o movimento seja no sentido anti-horario e que a partfcula es- 
teja no ponto (R, 0) quando t = 0. O vetor posigao no instante 
t 3= 0 e r(t) = R cos cot i + R sen cot j. 

(a) Encontre o vetor velocidade v e mostre que v • r = 0. Con- 
clua que v e tangente ao cfrculo e tern sentido igual ao do mo¬ 
vimento. 

(b) Mostre que a velocidade | v | da partfcula e a constante coR. O 
pertodo T da partfcula e o tempo requerido para uma volta 
completa. Conclua que 


2ttR 2tt 



(c) Encontre o vetor aceleragao a. Mostre que ele e proporcional 
are que aponta para a origem. Uma acelera§ao com essa pro- 
priedade e chamada aceleragao centripeta. Mostre que o mo¬ 
dulo do vetor aceleragao e | a | = Rco 2 . 


(d) Suponha que a partfcula tenha uma massa m. Mostre que a 
magnitude da for§a F que e necessaria para produzir esse mo¬ 
vimento, denominada/orpa centripeta , e 



24. Uma curva circular de raio R em uma autoestrada e inclinada em 
um angulo de 0 de modo que um carro possa passar pela curva 
sent derrapar quando nao existe atrito entre a estrada e os pneus. 
A perda de atrito ocorre, por exemplo, se a estrada esta coberta 
com uma fina camada de agua ou de gelo. A velocidade escalar 
nominal v R associada a uma curva e a velocidade escalar maxima 
que o carro pode atingir sem derrapar. Suponha que um carro de 
massa m esteja transpondo a curva com a velocidade escalar no¬ 
minal v R . Duas formas que atuam sobre o carro: a forga vertical, 
mg. devido ao peso do carro, e uma forga F exercida pela estrada, 
perpendicular a ela (veja a figura). 

A componente vertical de F equilibra o peso do carro, de 
forma que | F | cos 0 = mg. A componente horizontal de F pro- 
duz uma forga centripeta no carro de forma que, pela Segunda 
Lei de Newton e pela parte (d) do Problema 23, 


(a) Mostre que v£ = Rg tg d. 

(b) Determine a velocidade escalar nominal associada a uma curva 
circular de raio 120 m que e inclinada em um angulo de 12°. 

(c) Suponha que os engenheiros projetistas queiram manter a in- 
clinagao em 12°, mas desejem aumentar a velocidade escalar 
nominal em 50%. Nesse caso, qual deve ser o raio da curva? 
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Problemas Quentes 


1 . Um projetil e disparado da origem com um angulo de elevagao a e velocidade inicial v„. 
Supondo que a resistencia do ar seja desprezlvel e que a unica forga que age sobre o pro¬ 
jetil seja a gravidade, g, foi mostrado no Exemplo 5 da Segao 13.4 que o vetor posigao do 
projetil e r(t) = (^cosajti + [(u 0 sena)t — \gt 2 ^\ j. Tambem foi mostrado que o alcance ma- 
ximo do projetil ocorre quando a = 45° e, nesse caso, o alcance e R = vl/g. 

(a) Qual e o angulo no qual o projetil deve ser disparado para atingir a altura maxima e qual 
e essa altura? 

(b) Fixe uma velocidade inicial v n e considere a parabola x 1 + 2 Ry - R 2 = 0, cujo grafico 
e exposto na figura. Mostre que o projetil pode atingir qualquer alvo dentro ou na fron- 
teira da regiao limitada pela parabola e pelo eixo x, e que o projetil nao pode atingir 
nenhum alvo fora dessa regiao. 

(c) Suponha que o langador do projetil tenha um angulo de inclinagao a quando mirando 
um alvo que esteja suspenso a uma altura h diretamente acima de um ponto D unida- 
des a frente. O alvo e solto no instante em que o projetil e lane ado. Mostre que o pro¬ 
jetil sempre atinge o alvo, independentemente da velocidade vo, desde que o projetil nao 
atinja o solo “antes” de D. 

2 . (a) Um projetil e disparado a partir da origem em dirccao a um piano inclinado para baixo 

em um angulo 0 com a horizontal. O angulo de elevagao do langador e a velocidade es- 
calar inicial do projetil sao a e v 0 , respectivamente. Encontre o vetor posigao do proje¬ 
til e as equagoes parametricas da trajetoria do projetil como fungoes do tempo t. (Ignore 
a resistencia do ar.) 

(b) Mostre que o angulo a de elevagao que vai maximizar o alcance do projetil no piano 
inclinado e a metade do angulo entre o piano e a vertical. 

(c) Suponha que o projetil seja langado sobre um piano inclinado para cima cujo angulo 
de inclinagao e 9. Mostre que, a fim de maximizar o alcance (ladeira acima), o proje¬ 
til devera ser disparado em diregao a metade do angulo entre o piano e a vertical. 

(d) Em um artigo apresentado em 1686, Edmond Halley resumiu as leis da gravitagao e do 
movimento de projeteis e as aplicou a artilharia. Um dos problemas propostos por ele 
envolvia disparar um projetil para atingir um alvo a uma distancia R em um piano in¬ 
clinado para cima. Mostre que o angulo no qual o projetil deve ser disparado para atin¬ 
gir o alvo, mas usando a menor quantidade de energia, e o mesmo que o angulo da 
parte (c). (Use o fato de que a energia necessaria para disparar o projetil e proporcio- 
nal ao quadrado da velocidade inicial; assim, minimizar a energia equivale a minimi- 
zar a velocidade inicial.) 

3. Uma bola rola de uma mesa com velocidade escalar de 0,5 m/s. A mesa tern 1,2 m de al¬ 
tura. 

(a) Determine o ponto no qual a bola atinge o solo e encontre sua velocidade escalar no 
instante do impacto. 

(b) Encontre o angulo 0 entre a trajetoria da bola e a reta vertical que passa pelo ponto de 
impacto (veja a figura). 

(c) Suponha que a bola repique no solo no mesmo angulo com o qual ela o atinge, mas que 
perca 20% de sua velocidade escalar em virtude da energia absorvida no impacto. Onde 
a bola atinge o chao no segundo repique? 

4. Determine a curvatura da curva com equagoes parametricas 




FIGURA PARA 0 PROBLEMA 1 



FIGURA PARA 0 PROBLEMA 2 



x = J sen(j 7 r 0 2 )tf@ y = J" cos(jT70 2 )t/0 

5. Se um projetil e disparado com angulo de elevagao a e velocidade escalar inicial v, as 
equagoes parametricas de sua trajetoria sao x = (v cos a)t, y = (y sen a)t - \gt 2 . (Veja o 
Exemplo 5, na Segao 13.4.) Sabemos que o alcance (distancia horizontal percorrida) e ma- 
ximizado quando a = 45°. Qual valor de a maximiza a distancia total percorrida pelo pro¬ 
jetil? (De sua resposta com precisao de um grau.) 
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6. Um cabo tem raio r e comprimento Lee enrolado em torno de um carretel com raio R sem 
excesso de lapidacao. Qual e o comprimento mais curto ao longo da bobina, que e coberta 
pelo cabo? 

7 . Mostre que a curva com equagao vetorial 

r(f) = {ait 2 + bit + ci, ait 2 + bit + ci, ait 2 + bit + C3) 
encontra-se em um piano e encontre uma equacao do piano. 





Derivadas Parciais 



Os graficos das fungoes de duas 
variaveis sao superficies que podem 
assumir uma variedade de formatos, 
incluindo sela ou estrada montanhosa. 
Nesta localizagao no sudeste de Utah 
(Arco de Phipps), voce pode ver um 
ponto que e um mfnimo em uma 
diregao, mas um maximo em outra. 
Essas superficies sao discutidas na 
Segao 14.7. 


Stan Wagon, Macalester College 


Ate aqui tratamos o calculo de fungoes de uma unica variavel. No entanto, no mundo real, 
quantidades ffsicas frequentemente dependem de duas ou mais variaveis, de modo que, 
neste capftulo, focalizaremos nossa atemgao em fungoes de varias variaveis e estenderemos 
nossas ideias basicas do calculo diferencial para tais fungoes. 
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Fungoes de Varias Variaveis 


Nesta segao estudaremos as fungoes de 
diferentes: 

■ verbalmente 

■ numericamente 

■ algebricamente 

■ visualmente 


duas ou mais variaveis sob quatro pontos de vista 

(pela descrigao em palavras) 

(por uma tabela de valores) 

(por uma formula explicita) 

(por um grafico ou curvas de nivel) 


Fungoes de Duas Variaveis 

A temperatura T em um ponto da superficie da Terra em dado instante de tempo depende da 
longitude x e da latitude y do ponto. Podemos pensar em T como uma fungao de duas varia¬ 
veis x e y, ou como uma fungao do par (x, y). Indicamos essa dependencia funcional escre- 
vendo T = fix, y). 

O volume V de um cilindro circular depende de seu raio r e de sua altura /?. De fato, sabe- 
mos que V = irr 2 li. Podemos dizer que V e uma fungao de r e de h, e escrevemos 
V(r, h) = 7 Tr 2 h. 


Definicao Uma fungao/de duas variaveis e uma regra que associa a cada par orde- 
nado de numeros reais (x, y ) de um conjunto D um unico valor real, denotado por 
f(x, y). O conjunto Deo dommio de/e sua imagem e o conjunto de valores possf- 
veis de/, ou seja, [fix, y)\(x, y) e D}. 



Frequentemente escrevemos z = fix, y) para tornar explfcitos os valores tornados por / 
em um ponto generico (pc, y ). As variaveis x ey sao variaveis independentes ezea varia- 
vel dependente. [Compare com a notagao v = / (x) para as fungoes de uma unica variavel.] 
Uma fungao de duas variaveis e simplesmente aquela cujo dommio e um subconjunto de 
R 2 e cuja imagem e um subconjunto de R. Uma maneira de visualizar essa fungao e pelo dia- 
grama de setas (veja a Figura 1), no qual o dommio D e representado como um subconjun¬ 
to do piano xy e a imagem e um conjunto de numeros na reta real, mostrado como um eixo 
Z. Por exemplo, se /'(x, y) representa a temperatura em um ponto (x, y) em uma placa de metal 
chata com o formato de D, podemos pensar que o eixo z e um termometro exibindo as tem- 
peraturas registradas. 

Se a fungao /e dada por uma formula e seu dommio nao e especificado, fica subtendido 
que o dommio de/e o conjunto de todos os pares (x, y) para os quais a expressao dada for- 
nece um ntimero real bem definido. 


EXEMPLO 1 


Para cada uma das seguintes fungoes, calcule/(3, 2) e encontre o dommio. 


■Jx + y + 1 

(a)/(x, y) = --- (b)/(x, y) = x In(y- - x) 

x — 1 

SOLUQAO 



FIGURA 2 


Dommio de f(x, y) = 


sjx + y+ 1 
x- 1 


(a) 


/( 3 , 2 ) 


V3 + 2 + 1 
3 - 1 



A expressao para/esta bem definida se o denominador for diferente de 0 e o numero cuja 
raiz quadrada sera extraida for nao negativo. Portanto, o dommio de/e 

D = {(x, y)\x + y + 1 ^ 0, x ^ 1} 

A desigualdade x + y + 1 3= 0, ou y 5= —x — 1, descreve os pontos que estao na linha 
y = —x — 1 ou acima dela, enquanto x ¥= 1 significa que os pontos na linha x = 1 devem ser 
excluidos do dommio. (Veja a Figura 2.) 

(b) /(3, 2) = 3 ln(2 2 - 3) = 3 In 1 = 0 
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Ja que ln(y 2 — x) e definido somente quando y 2 —x > 0, isto e, x < y 2 , o domfnio de 
f£D= {(x,y)\ x < y 2 }. Isso representa o conjunto de pontos a esquerda da parabola* = y 2 . 
(Veja a Figura 3.) 

Nem todas as fungoes podem ser representadas por formulas explfcitas. A fungao do pro¬ 
ximo exemplo e descrita verbalmente e por estimativas numericas de seus valores. 


EXEMPLO 2 


Em regioes com inverno severo, o indice de sensagao termica e frequentemente 
utilizado para descrever a severidade aparente do frio. Esse indice W mede a temperatura 
subjetiva que depende da temperatura real T e da velocidade do vento, v. Assim, W e uma fun¬ 
gao de 7’e de v, e podemos escrever W = f(T, v). A Tabela 1 apresenta valores de W com- 
pilados pelo Servigo Nacional de Meteorologia dos Estados Unidos e pelo Servigo 
Meteorologico do Canada. 


TABELA 1 Indice de sensagao termica como fungao da temperatura do ar e velocidade do vento 


Velocidade do vento (km/h) 


T\ 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

5 

4 

3 

2 

1 

1 

0 

-1 

-1 

-2 

-2 

-3 

0 

-2 

-3 

-4 

-5 

-6 

-6 

-7 

-8 

-9 

-9 

-10 

-5 

-7 

-9 

-11 

-12 

-12 

-13 

-14 

-15 

-16 

-16 

-17 

-10 

-13 

-15 

-17 

-18 

-19 

-20 

-21 

-22 

-23 

-23 

-24 

-15 

-19 

-21 

-23 

-24 

-25 

-26 

-27 

-29 

-30 

-30 

-31 

-20 

-24 

-27 

-29 

-30 

-32 

-33 

-34 

-35 

-36 

-37 

-38 

-25 

-30 

-33 

-35 

-37 

-38 

-39 

-41 

-42 

-43 

-44 

-45 

-30 

-36 

-39 

-41 

-43 

-44 

-46 

-48 

-49 

-50 

-51 

-52 

-35 

-41 

-45 

-48 

-49 

-51 

-52 

-54 

-56 

-57 

-58 

-60 

-40 

-47 

-51 

-54 

-56 

-57 

-59 

-61 

-63 

-64 

-65 

-67 


Por exemplo, a tabela mostra que, se a temperatura e — 5 °C e a velocidade do vento, 
50 km/h, entao subjetivamente parecera tao frio quanto uma temperatura de cerca de —15 °C 
sem vento. Portanto, 

/(—5, 50) = -15 


EXEMPLO 3 


Em 1928, Charles Cobb e Paul Douglas publicaram um estudo no qual modela- 
ram o crescimento da economia norte-americana durante o perfodo de 1899-1922. Eles con- 
sideraram uma visao simplificada da economia em que a safda da produgao e determinada 
pela quantidade de trabalho envolvido e pela quantidade de capital investido. Apesar de exis- 
tirem muitos outros fatores afetando o desempenho da economia, o modelo mostrou-se bas- 
tante preciso. A fungao utilizada para modelar a produgao era da forma 


m 


P(L, K) = bL a K l 


onde Pea produgao total (valor monetario dos bens produzidos no ano); L, a quantidade de 
trabalho (numero total de pessoas-hora trabalhadas em um ano); e K, a quantidade de capi¬ 
tal investido (valor monetario das maquinas, equipamentos e predios). Na Segao 14.3, mos- 
traremos como obter a Equagao 1 a partir de algumas hipoteses economicas. 

Cobb e Douglas usaram dados economicos publicados pelo governo para construir a Tabe¬ 
la 2. Eles tomaram o ano de 1899 como base e P, L e K foram tornados valendo 100 nesse 
ano. Os valores para outros anos foram expressos como porcentagens dos valores de 1899. 

Cobb e Douglas utilizaram o metodo dos mmimos quadrados para ajustar os dados da 
Tabela 2 a fungao 


y> 

A' = ^ 

0 

\ 


FIGURA 3 

Dormnio de f(x, y) = xln(y 2 — x) 

0 Novo Indice de Sensagao Termica 

Um novo indice de sensagao termica foi introduzido 
em novembro de 2001 e e muito mais preciso que o 
velho indice de medigao de quanto frio se sente 
quando esta ventando. 0 novo indice e baseado em 
um modelo de quao rapido um rosto humano perde 
calor. Foi desenvolvido por meio de ensaios clinicos 
nos quais voluntaries eram expostos a uma varie- 
dade de temperaturas e velocidade do vento em 
um tunel de vento refrigerado. 


TABELA 2 


Ano 

P 

L 

K 

1899 

100 

100 

100 

1900 

101 

105 

107 

1901 

112 

110 

114 

1902 

122 

117 

122 

1903 

124 

122 

131 

1904 

122 

121 

138 

1905 

143 

125 

149 

1906 

152 

134 

163 

1907 

151 

140 

176 

1908 

126 

123 

185 

1909 

155 

143 

198 

1910 

159 

147 

208 

1911 

153 

148 

216 

1912 

177 

155 

226 

1913 

184 

156 

236 

1914 

169 

152 

244 

1915 

189 

156 

266 

1916 

225 

183 

298 

1917 

227 

198 

335 

1918 

223 

201 

366 

1919 

218 

196 

387 

1920 

231 

194 

407 

1921 

179 

146 

417 

1922 

240 

161 

431 


2 


P(L, K) = 1,01 L ()J5 K ,a5 
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FIGURA 4 

Dommio de g (x, y) = \[9 — x 2 — ; 


(Veja o Exercfcio 79 para detalhes.) 

Se usarmos o modelo dado pela fungao na Equagao 2 para calcular a produgao nos anos 
de 1910 e 1920, obteremos os valores 

P(147, 208) = 1,01( 147)°- 75 (208) 0 ’ 25 ~ 161,9 

P(194, 407) = 1,01(194)°’ 75 (407) 0 ’ 25 ~ 235,8 

que sao muito proximos dos valores reais, 159 e 231. 

A fungao de produgao |T| foi usada posteriormente em muitos contextos, de empresas 
individuals ate questoes globais de economia. Ela passou a ser conhecida como funcao de 
producao de Cobb-Douglas. Seu domlnio e \(L, K)\L^ 0. K 3= 0[, pois, como L e K repre- 
sentam mao de obra e capital, nao podem ser negativos. 

Determine o dommio e a imagem de g{x, y) = — x 2 — y 2 . 

S0LUQA0 O dommio de g e 

D = {(x, y) | 9 - x 2 - y 2 3= 0} = {(x, y) | x 2 + y 2 =S 9} 
que e o disco com centra (0, 0) e raio 3 (veja a Figura 4). A imagem de g e 

{z | z = *J9 — x 2 — y 2 , (x, y) E d\ 

Como z e a raiz quadrada positiva, z 3= 0. Da mesma forma, por causa de 9 — x 2 — y 1 =£ 9, 
temos 


Assim, a imagem e 


V9 - x 2 - y 2 =£ 3 
{z| 0 «3} = [0, 3] 


,(x,y,f(x,y)) 




Graficos 

Outra forma de visualizar o comportamento de uma fungao de duas variaveis e considerar 
seu grafico. 


Definicao Se/e uma funcao de duas variaveis com dommio D, entao o grafico de/e 
o conjunto de todos os pontos (x, y, z) em R 3 tal que z = /(x, y) e (x, y) pcrtcnca a D. 


Assim como o grafico de uma fungao/de uma unica variavel e uma curva C com equa- 
gao y = fix), o grafico de uma fungao/com duas variaveis e uma superffcie S com equagao 
Z =/(x, v). Podemos visualizar o grafico S de/como estando diretamente acima ou abaixo 
de seu dommio D no piano xv (veja a Figura 5). 


EXEMPL0 5 


Esboce o grafico da fungao/(x, y) = 6 — 3x — 2v. 


S0LUCA0 O grafico de/tem a equagao z = 6 — 3x — 2y, ou 3x + 2y + z = 6, que representa 
um piano. Para desenharmos o piano, primeiro achamos as intersecgoes com os eixos. Colo- 
cando y = z = 0 na equagao, obtemos x = 2 como a intersecgao com o eixo x. Da mesma 
forma, a intersecgao com y e 3 e a intersecgao com z e 6. Isso nos permite esbogar a porgao 
do grafico pertencente ao primeiro octante na Figura 6. 

A fungao do Exemplo 5 e um caso especial da fungao 

/(x, y) = ax + by + c 

e e chamada fungao linear. O grafico de uma dessas fungoes tern a equagao 

Z =ax + by + c ou ax + by — z + c = 0 

e, portanto, e um piano. Do mesmo modo que as fungoes lineares de uma unica variavel sao 
importantes no calculo de uma variavel, veremos que as fungoes lineares de duas variaveis 
tern um papel central no calculo com muitas variaveis. 


EXEMPLO 6 


Esboce o grafico de g(x, y) = i/9~ 
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SOLUQAO O grafico tem a equagao z = y'V — x 2 — y 2 . Elevando ao quadrado ambos os 
lados da equagao, obtemos z 2 = 9 — x 2 — y 2 , ou x 2 + y 2 + z 2 = 9, que reconhecemos como a 
equagao da esfera de centra na origem e raio 3. Mas, como z 5* 0, o grafico dc g e somente 
a metade superior da esfera (veja a Figura 7). 

OBSERVAQAO Uma esfera inteira nao pode ser representada por uma unica fungao de x 
e y. Como vimos no Exemplo 6, o hemisferio superior da esfera xr + y 2 + z 2 = 9 6 repre- 
sentado pela fungao g(x, y) = *J9 — x 2 — y 2 . O hemisferio inferior e representado pela fun¬ 
gao h(x, y) = — a/9 — x 2 — y 2 . 


EXEMPLO 7 


glas P(L, K ) 


Utilize o computador para tragar o grafico da fungao de produgao de Cobb-Dou- 
= 1,0 lL a75 K°- 25 . 



FIGURA 7 

Grafico de g(x, y) = \J 9 — x 2 — y 2 


SOLUQAO A Figura 8 mostra o grafico de P para os valores de mao de obra L e capital K que 
estao entre 0 e 300. O computador utilizou os cortes verticals para desenhar a superffcie. 
Vemos a partir desses cortes que o valor da produgao P aumenta com o crescimento de L ou 
de K, como esperado. 


FIGURA 8 



EXEMPLO 8 


Determine o dommio e a imagem e esboce o grafico de h(x, y) 


4x 2 + y 2 . 


SOLUQAO Observe que h(x, y) 6 definida para todos os possfveis pares ordenados de numeros 
reais (x, y) e seu dommio e IR 2 , o piano xv todo. A imagem de h e o conjunto [0, °°) de todos 
os reais nao negativos. [Observe que x 2 3 s 0 e y 2 3* 0, portanto li(x, >’) 3* 0 para todo x e v.] 

O grafico de h tem a equagao z = 4x 2 + y 2 , que e o paraboloide elfptico que esbogamos 
no Exemplo 4 na Segao 12.6. Os cortes horizontais sao elipses e os cortes verticas sao para¬ 
bolas (veja a Figura 9). 


FIGURA 9 

Grafico de h(x, y) = 4x 2 + y 2 



Existem programas de computador desenvolvidos para tragar os graficos de fungoes de 
duas variaveis. Na maioria desses programas, sao desenhados os cortes nos pianos verticals 
x = k ey = k para os valores de k igualmente espagados, e as linhas do grafico que estariam 
escondidas sao removidas. 

A Figura 10 mostra uma serie de graficos de diversas fungoes, gerados por computador. 
Observe que obtemos uma visao melhor da fungao quando a giramos de modo a olha-la por 
diferentes pontos de vista. Nos itens (a) e (b) o grafico de/e achatado e proximo do piano xy, 
exceto perto da origem; isso se da porque e -x2_ ’ 2 e muito pequeno quandolouye grande. 
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(a) f(x, y) = (x 2 + 3y 2 )e~ x ’~ yl 



(b)f(x,y) = (x 2 + 3y 2 )e^y , 




FIGURA 10 


(c) f(x, y) = senx + seny 


(d)/(*,?) = 


senx sen y 
xy 


Curvas de Nivel 

Ate aqui vimos dois metodos diferentes para visualizar furujoes: diagramas de flechas e graft- 
cos. Um terceiro metodo, emprestado dos cartografos, e um mapa de contomo, em que os pon- 
tos com elevacdes constantes sao ligados para formar curvas de contorno ou curvas de ru'vel. 


Definicao As curvas de nfvel de uma fun 9 ao/de duas variaveis sao aquelas com 
cquacao/(.r, v) = k, onde k e uma constante (na imagem de/). 




FIGURA 11 


FIGURA 12 
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Uma curva de nfvel fix, y) = k e o conjunto de todos os pontos do domfnio de/nos quais 
o valor de/e L Em outras palavras, ela mostra onde o grafico de/tem altura k. 

Voce pode ver na Figura 11a relagao entre as curvas de nfvel e os cortes horizontais. As 
curvas de nfvel/ (x, y) = k sao apenas cortes do grafico de/no piano horizontal z = k pro- 
jetados sobre o piano xy. Assim, se voce tra§ar as curvas de nfvel da fun 9 ao e visualiza-las 
elevadas para a superffcie na altura indicada, podera imaginar o grafico da fun 9 ao colocan- 
do as duas informafoes juntas. A superffcie sera mais inclinada onde as curvas de nfvel esti- 
verem mais proximas umas das outras. Ela sera um pouco mais achatada onde as curvas de 
nfvel estao distantes umas das outras. 

Um exemplo comum de curvas de nfvel ocorre em mapas topograficos de regioes monta- 
nhosas, como o mapa da Figura 12. As curvas de nfvel sao aquelas em que a eleva 9 ao em rela- 
9 ao ao nfvel do mar e constante. Se voce andar sobre um desses contornos, nem descera nem 
subira. Outro exemplo comum e a fmujao temperatura apresentada no paragrafo inicial desta 
se 9 ao. Aqui as curvas de nfvel sao chamadas curvas isotermicas e ligam localidades que tem 
a mesma temperatura. A Figura 13 mostra um mapa de clima indicando as temperaturas 
medias do mes de janeiro. Isotermicas sao as curvas que separam as bandas destacadas. 


mS Visual 14.1A apresenta uma 
animagao da Figura 11 ao mostrar as curvas 
de nfvel sendo elevadas para os graficos 
das fungoes. 
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FIGURA 13 

Temperaturas medias ao nfvel do mar 
no mes de janeiro, em graus Celsius 
TARBUCK, EDWARD J.; TASA, DENNIS, ATMOSPHERE, THE: 
AN INTRODUCTION TO METEOROLOGY, 11. ed. 

© 2010. Impresso e reproduzido eletronicamente com 
permissao da Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ 


EXEMPLO 9 


Um mapa de contorno para uma fun 9 ao/e mostrado na Figura 14. Use-o para 
estimar os valores de/(l, 3) e/(4, 5). 


S0LUCA0 O ponto (1,3) esta na parte entre as curvas de nfvel cujos valores de z sao 70 e 80. 
Estimamos que 


Da mesma forma, estimamos que 


/(1,3)-73 
/(4, 5)~56 


EXEMPLO 10 


Esboce as curvas de nfvel da fun 9 ao f (x, y) = 6 — 3x — 2y para os valores 
k = -6, 0, 6, 12. 


S0LUQA0 As curvas de nfvel sao 



6 — 3x — 2 y = k ou 3x + 2y + (k — 6) = 0 

Essa e uma famflia de retas com inclina 9 ao — As quatro curvas de nfvel particulares pedi- 
das com k = —6, 0, 6 e 12 sao 3x + 2y — 12 = 0, 3x + 2y — 6 = 0, 3x + 2y = 0 e 
3x + 2y + 6 = 0. Elas estao esbo 9 adas na Figura 15. As curvas de nfvel sao retas paralelas, 
igualmente espa 9 adas, porque o grafico de/e um piano (veja a Figura 6). 


EXEMPLO 11 


Esboce as curvas de nfvel da fmujao 


g(x, y) = y/9 — x 2 — y 2 para 


it = 0,1,2,3 



FIGURA 15 

Mapa de contorno de 
f(x, y) = 6 - 3x - 2y 
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FIGURA 16 

Mapa de contorno de 

g(x, y)=\f9-x 2 -y 2 


U1U Visual 14. IB demonstra a conexao 
entre as superficies e seus mapas de con¬ 
torno. 


FIGURA 17 

O grafico de h(x, y) = Ax 1 + y 2 + 1 
e formado levantando-se 
as curvas de mvel. 



100 200 300 L 


S0LUQA0 As curvas de nfvel sao 

yj9 — x 2 — y 2 = k ou x 2 + y 2 = 9 — k 2 

Essa e uma famflia de circunferencias concentricas com centro em (0, 0) e raio *J9 — k 2 . Os 
casos k = 0, 1, 2, 3 sao mostrados na Figura 16. Tente visualizar essas curvas de mvel ele- 
vadas para formar uma superffcie e compare com o grafico de g (um hemisferio) na Figura 
7. (Veja a TEC Visual 14.1 A.) 



EXEMPL0 12 


Esboce algumas curvas de nfvel da fungao h(x, y) = 4x 2 + y 2 + 1. 
S0LUQA0 As curvas de nfvel sao 


4x 2 + y 2 + 1 = k 


ou 


+ 


y 


= l 


m- i) 


k -1 


que, para k > 1, descrevem uma famflia de elipses com semieixos \y/k — 1 e \jk — 1. A 
Figura 17(a) mostra um mapa de contorno de h desenhado por um computador. A Figura 
17(b) apresenta essas curvas de nfvel elevadas para o grafico de h (um paraboloide elfptico), 
onde elas se tornam os cortes horizontais. Vemos na Figura 17 como o grafico de h e mon- 
tado a partir de suas curvas de nfvel. 



EXEIVIPLO 13 


Trace as curvas de nfvel da fmujao de producao de Cobb-Douglas do Exemplo 3. 


S0LUQA0 Na Figura 18 usamos o computador para desenhar um mapa de contorno da fun- 
<jao de produ 5 ao de Cobb-Douglas 


P(L,K) = 1,01 L 0J5 K°’ 25 


As curvas de nfvel sao rotuladas com o valor da producao P. Por exemplo, a curva de nfvel 
indicada com 140 mostra todos os valores da mao de obra L e do capital de investimento K 
que resultam em uma produgao de P = 140. Vemos que, para um valor fixo de P, L aumen- 
ta e K decresce e vice-versa. 

Para alguns propositos, o mapa de contorno e mais util que um grafico. Certamente isto 
e verdadeiro no Exemplo 13. (Compare a Figura 18 com a Figura 8.) Isso tambem e verda- 
deiro na estimativa dos valores da fungao, como no Exemplo 9. 


FIGURA 18 
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A Figura 19 apresenta algumas curvas de nfvel geradas por computador juntamente com 
os graficos correspondentes. Observe que as curvas de m'vel na parte (c) da figura aparecem 
muito amontoadas perto da origem. Isso corresponde ao fato de o grafico na parte (d) ser 
muito fngreme perto da origem. 





(d) f(x, y) = 


~3y 

x 2 + y 2 + 1 


Fungoes de Tres ou Mais Variaveis 

Uma funcao com tres variaveis, f e uma regra que associa a cada tripla ordenada (x, y, z.) 
em um domfnio D C R 3 um unico numero real, denotado por/(x, y, z). Por exemplo, a tem- 
peratura T em um ponto da superffcie terrestre depende da latitude x e da longitude y do 
ponto e do tempo t, de modo que podemos escrever T = fix, y, t). 


EXEMPLO 14 


Encontre o dommio de/se 


fix, y, z) = ln(z —y) + xy sen z 


SOLUQAO A expressao para fix, y, z) e definida enquanto z ~y > 0, assim, o dommio de/e 

D = {ix, y, z) G R 3 lz > y } 

Esse e um semiespaco que consiste em todos pontos que estao acima do piano z = y. 

E muito diflcil visualizar uma fun 5 ao de/de tres variaveis por seu grafico, ja que ele esta- 
ria em um espa§o de quatro dimensoes. No entanto, obtemos certo conhecimento de/ao exa- 
minar suas superficies de nfvel, que sao aquelas com equacoes/(x, y, z) = k, onde k e uma 
constante. Se o ponto (x, v, z) move-se ao longo de uma superffcie de nfvel, o valor 
fix, y, z) permanece fixo. 


| EXEMPLO 15 


Encontre as superficies de nfvel da fungao. 

fix, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 
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SOLUCAO As superficies de mvel sao xr + y 2 + z 2 = k, onde k S* 0. Elas formam uma famf- 
lia de esferas concentricas com raio kk. (Veja a Figura 20.) Assim, enquanto (x, y, z.) varia 
sobre qualquer esfera com centro O, o valor defix, y, z ) permanece fixo. 

Fungoes com qualquer numero de variaveis podem ser consideradas. Uma funcao com 
n variaveis e uma regra que associa um numero z = f (xt, Xj, ... , x„ ) a uma n-upla 
(xi, Xz, . . ■ , x n ) de numeros reais. Denotamos por R" o conjunto de todas essas «-uplas. Por 
exemplo, se uma companhia usa n ingredientes diferentes na fabricagao de um produto ali- 
mentfcio, c, e o custo por unidade do i-esimo ingrediente e x, unidades do ingrediente sao 
usadas; entao o custo total C dos ingredientes e uma funcao das n variaveis X\, x 2 , . . . , x„: 

ITl C =f (Xl,X 2 , ... , X„ ) = CiXl + CiX2 + ■ ■ ■ +CnX n 


A fungao de/e de valor real cujo dominio e um subconjunto de R". Por vezes, usamos 
uma notagao vetorial para escrever estas fungoes de maneira mais compacta: Se x = {x\, x 2 , 
..., x„), frequentemente escrevemos/(x) no lugar/(xi, x 2 ,. .., x„). Com essa notagao, pode- 
mos reescrever a fungao definida na Equagao 3 como 

/(x) = c x 

onde c = (ci, c 2 , . . . , c„) e c • x denota o produto escalar dos vetores c e x em V„. 

Em vista da correspondencia de um-para-um entre os pontos (xi, X 2 ,..., x„) em R" e seus 
vetores posigao x = (xi, xz, . . . , x„) em V„, temos tres maneiras de ver uma fungao/defini¬ 
da em um subconjunto de R": 

1. Como uma fungao de n variaveis reais Xi, x 2 , . . . , x„ 

2. Como uma fungao de um unico ponto n-dimensional <X\, x 2 , . . . , x„) 

3. Como uma fungao de um unico vetor n-dimensional x = {xi, x 2 , . . . , x„) 


Veremos que todos os tres pontos de vista sao uteis. 


14.1 


Exercicios 


1. No Exemplo 2 consideramos a fungao W —f{T, v), onde W era 
o rndice de sensagao termica, Tea temperatura real, euea ve- 
locidade do vento. A representagao numerica foi fornecida pela 
Tabela 1. 

(a) Qual e o valor de/(—15, 40)? Qual e o seu significado? 

(b) Descreva em palavras o significado da questao “Para quais 
valores de v e verdade que/( — 20, v) — —30?”. Em seguida, 
responda a questao. 

(c) Descreva o significado da questao “Para quais valores de 
T e verdade que/(J, 20) = —49?”. Em seguida, responda a 
questao. 

(d) Qual o significado da fungao W =/(—5, v)l Descreva seu 
comportamento. 

(e) Qual o significado da fungao W = f(T, 50)? Descreva seu 
comportamento. 

2. O mdice 1 de temperatura-umidade (ou simplesmente humidex ) 
e a temperatura aparente do ar quando a temperatura real e T e 
a umidade relativa e h. de modo que podemos escrever 
I = f(T, h). A tabela seguinte com valores de I foi extraida de 
uma tabela do Environment Canada. 


TABELA 3 

Temperatura aparente como fungao da temperatura e da umidade 


Umidade relativa(%) 


'X 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

20 

20 

20 

20 

21 

22 

23 

25 

25 

25 

26 

28 

30 

32 

30 

30 

31 

34 

36 

38 

41 

35 

36 

39 

42 

45 

48 

51 

40 

43 

47 

51 

55 

59 

63 


(a) Qual e o valor de/(35, 60)? Qual e o seu significado? 

(b) Para que valor de h temos/(30, h) = 36? 

(c) Para que valor de T temos/ (T, 40) = 42? 

(d) Quais sao os significados das fungoes I = / (20, /?) e 
I =/(40, /?)? Compare o comportamento dessas duas fun- 
goes de h. 


Yk\ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homeworks Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 





































Velocidade do vento (km/h) 


DERIVADAS PARCIAIS 


801 


3. Um fabricante modelou sua fungao P da produgao anual (o valor 
monetario de toda a produgao em milhoes de dolares) como uma 
fungao de Cobb-Douglas 

P(L, K) = 1,47L°' 65 K°' 35 

onde Leo numero de horas trabalhadas (em milhares) e K e o 
capital investido (em milhoes de dolares). Encontre P( 120, 20) 
einterprete-o. 

4. Verifique se, para a fungao de produgao de Cobb-Douglas 

P(L, K) = 1,01L°’ 75 K°- 25 

discutida no Exemplo 3, a produgao dobrara se as quantidades de 
trabalho e a de capital investido forem dobradas. Determine se 
isso tambem e verdade para uma fungao de produgao generica 

P(L, K ) = bh a TC~ a 

5. Um modelo para a area da superffcie de um corpo humano e 
dado pela fungao 

5 =/(w, /?) = 0,1091 w°- 425 /7 0 ’ 725 
onde we o peso (em libras), he a altura (em polegadas) e S e 
medida em pes quadrados. 

(a) Encontre/(160, 70) e interprete-a. 

(b) Qual e sua propria area de superffcie? 

6. O indicador de sensagao termica W discutido no Exemplo 2 foi 
modelado pela seguinte fungao: 

W(T, v ) = 13,12 + 0,62157" — ll,37tA 16 + 0,39657T> 0 - 16 
Verifique quao proximo este modelo esta dos valores da Tabela 
1 para alguns valores de Tev. 

7. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do 
vento v e do tempo t durante o qual o vento se manteve naquela 
intensidade. Os valores da fungao h = /( v, t), dados em metros, 
sao apresentados na Tabela 4. 

(a) Qual e o valor de/(80, 15)? Qual e o seu significado? 

(b) Qual o significado da fungao h — f (60, t)l Descreva seu 
comportamento. 

(c) Qual o significado da fungao h = /(u, 30)? Descreva seu 
comportamento. 


Duragao (horas) 


>< 

5 

10 

15 

20 

30 

40 

50 

20 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

30 

1,2 

1,3 

1,5 

1,5 

1,5 

1,6 

1,6 

40 

1,5 

2,2 

2,4 

2,5 

2,7 

2,8 

2,8 

60 

2,8 

4,0 

4,9 

5,2 

5,5 

5,8 

5,9 

80 

4,3 

6,4 

7,7 

8,6 

9,5 

10,1 

10,2 

100 

5,8 

8,9 

11,0 

12,2 

13,8 

14,7 

15,3 

120 

7,4 

11,3 

14,4 

16,6 

19,0 

20,5 

21,1 


caixa pequena, $ 4,00 para uma caixa media e $ 4,50 para uma 
caixa grande. Os custos fixos sao de $ 8.000. 

(a) Expresse o custo da fabricagao de x caixas pequenas, y cai- 
xas medias e z caixas grandes como uma fungao de tres va- 
riaveis: C — fix, y, z). 

(b) Encontre/(3 000, 5 000, 4 000) e interprete-a. 

(c) Qual o dommio de/? 

9. Seja g {x, y) — cos (x + 2y). 

(a) Calcule g( 2, —1). 

(b) Determine o dommio de g. 

(c) Determine a imagem de g. 

10. Seja F{x, y) = 1 + /4 - v 2 . 

(a) Calcule F (3,1). 

(b) Determine e esboce o dommio de F. 

(c) Determine a imagem de F. 

11. Seja/(.r, y, z) = \fx + \fy+\/z + ln(4 - x * 1 — y 1 - z 2 ). 

(a) Calcule/(1, 1. 1). 

(b) Determine o dommio de/. 

12. Seja g(x, y, z) = x 3 y 1 z V'lO — x — y - z. 

(a) Calcule g( 1,2, 3). 

(b) Determine o dommio de g. 


13-22 Determine e esboce o dommio da fungao. 


13. fix, y) = yfx + y 14. /( x,y) 

15. fix, y) = ln(9 - x 2 - 9f) 16. fix, y) 

17. fix,y) = Vl - -v 2 - V 1 “ V 

18. fix, y) = *Jy + V25 - .r - y 2 


19. fix,y) 


1 - x 2 


Jxy 




20 . fix, y) = arcsenfx 2 + y 2 — 2) 

21 . fix,y,z) = f 1 — x 2 — y 2 — z 2 

22. fix, y, z) = ln(16 — 4 jc 2 — 4y 2 — z 2 ) 


23-31 Esboce o grafico da fungao. 

23. fix, y)= \ + y 24. fix, y) = 2 - x 

25. fix, y) = 10 - 4x - 5y 26. fix, y) = e"? 

27. fix, y) = y 2 + 1 28. fix, y) = 1 + 2x 2 + 2y 2 

29. fix, y) = 9 — x 2 — 9y 2 30. fix, y) = -/Ur 2 + y 2 

31. fix,y) = V4 - 4jc 2 - y 2 

32. Faga uma correspondente entre a fungao e seu grafico (identifi- 
cado por I-VI). Justifique sua escolha. 

(a )fix,y) = \x\ + |y| (b)/ (x, y) = \xy\ 

ic) fix, y) = 1 , id) fix, y) = (jr - y 2 ) 2 

1 + x + y 

ie) fix, y) = ix- y) 2 


8 . Uma empresa fabrica caixas de papelao de tres tamanhos: pe¬ 
quena, media e grande. O custo e de $ 2,50 para fabricar uma 


if)fix,y) =sen(|jc| + |y|) 
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uma fungao de profundidade e da epoca do ano. Estime a tempe¬ 
rature do lago em 9 de junho (dia 160) em uma profundidade de 
10 m e em 29 de junho (dia 180) em uma profundidade de 5 m. 




33. Um mapa de contorno de uma fungao/e apresentado. Use-o 
para estimar os valores de/(—3, 3) e/(3, —2). O que voce pode 
dizer sobre a forma do grafico? 


36. Dois mapas de contorno sao mostrados na figure. Um e de uma 
fungao/cujo grafico e um cone. O outro e de uma fungao g cujo 
grafico e um paraboloide. Qual e qual? Por que? 





34. Um mapa de contorno da pressao atmosferica na America do 
Norte e mostrado em 12 de agosto de 2008. Nas curvas de nfvel 
(chamadas isobaricas) a pressao e indicada em milibares (mb). 

(a) Estime a pressao em C (Chicago), N (Nashville), S (Sao 
Francisco) e V (Vancouver). 

(b) Em quais desses lugares os ventos eram mais fortes? 


37. Localize os pontos A e B no mapa da Montanha Solitaria (Fi¬ 
gure 12). Como voce descreveria o terreno perto de A? E perto 
de B? 

38. Faga um esbogo de um mapa de contorno da fungao cujo grafico 
esta mostrado. 




35. As curvas de nivel (isotermicas) sao mostradas para a tempera¬ 
ture da agua (em °C) em Long Lake (Minnesota) em 1998 como 


39-42 Um mapa de contorno de uma fungao e mostrado. Use-o para 
fazer um esbogo do grafico da/. 
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43-50 Faga o mapa de contorno da fungifo mostrando varias curvas 
de nfvel. 


43. f(x,y) = (y- 2x? 
45. fix, y) = 4x + y 
47. fix, v) = ye* 


49. f(x,y) = Vy 2 - * 2 


44. f(x,y)=x 2 -y 
46. f(x,y) = ln(x 2 + 4y 2 ) 
48. f (x,y) = y se,c x 
50. f(x,y)=y/(x 2 +y 2 ) 


51-52 Faga o esbogo do mapa de contorno e do grafico da fungao e 
compare-os. 


51. f(x, y) =x 2 + 9y 2 


52. f(x, y) = t/36 - 9x 2 - 4y 2 


53. Uma placa fina de metal, localizada no piano xy, tem tempera- 
tura T(x, y) no ponto (x, y). As curvas de mvel de T sao chama- 
das isotermicas porque todos os pontos em uma dessas curvas 


tem a mesma temperatura. Faga o esbogo de algumas isotermi¬ 
cas se a fungao temperatura for dada por 


T(x, y) 


mo 

1 + x 2 + 2y- 


54. Se V{x, y) e o potencial eletrico em um ponto (x, y) no piano xy, 
entao as curvas de nfvel de V sao chamadas curvas equipoten- 
ciais, porque em todos os pontos dessa curva o potencial ele¬ 
trico e o mesmo. Esboce algumas curvas equipotenciais de 
V(x, y) = c/^Jr 2 — x 2 — y 2 , onde c e uma constante positiva. 


55-58 Utilize um computador para tragar o grafico da fungao usando 
varios domfnios e pontos de vista. Imprima a que, em sua opiniao, 
oferece a melhor visao. Se seu programa tambem produz curvas de 
nfvel, trace o mapa de contorno da mesma fungao e compare. 

55. f(x, y) = xy 2 — x 3 (sela do macaco) 

56. f(x, y) = xy 3 — yx 2 (sela do cachorro) 

57. fix, y) = e-^ + ^ 3 (sen(x 2 ) + cosfy 2 )) 

58. /(x,y) = cosxcosy 

59-64 Faga uma correspondence entre a fungao (a) e seu grafico 
(indicado por A-F a seguir), (b) e seus mapas de contorno (indicado 
por I-VI). Justifique sua escolha. 


59. z = sen (xy) 

61. z = sen (x — y) 

63. z = (1 - x 2 )(l - y 2 ) 


60. 

62. 

64. 


z = e x cos y 

z = sen x — sen y 
x-y 


z = 


1 +x 2 + y 2 
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IV 



V VI 




65-68 Descreva as superficies de nlvel da fungao. 

65. fix, y, z) = x + 3y + 5z 

66. f(x,y,z) =x 2 + 3f+ 5z 2 

67. f(x,y,z)=y 2 +z 2 

68. f(x,y,z) = x 2 -y 2 -z 2 

69-70 Descreva como o grafico de g e obtido a partir do grafico de/. 

69. (a) gix, y) = fix, y) + 2 (b) gix, y) = 2 fix, y) 

(c) g(x, y) = -f (x, y) (d) gix, y) = 2 - f (x, y) 

70. (a) gix, y) =fix - 2, y) (b) gix, y) =f(x, y + 2) 

(c )gix,y) =fix + 3,y - 4) 

71-72 Utilize um computador para tragar o grafico da fungao 
usando varios domlnios e pontos de vista. Imprima aquela que apre- 
sente melhor os “picos e vales”. Voce acha que essa fungao tem um 
valor maximo? Voce poderia identificar os pontos do grafico corres- 
pondentes aos “maximos locais”? E aos ‘‘mlnimos locais”? 

71. fix, y) — 3x — xf — Ay 2 — lOxy 

72. fix, y) = xye~ 4 ~ 4 


76. Use um computador para investigar a famllia de superficies 

z = (ax 2 + by 2 )e~ 4 ^ 

Como a forma do grafico depende dos numeros a e bl 

77. Use um computador para investigar a famllia de superficies 
z = xr + yr + cxy. Em particular, voce deve determinar os va- 
lores de transigao de c para os quais a superflcie muda de um 
tipo de superflcie quadrica para outro. 

I 7 i I 78. Faga o grafico da fungao 

f(x,y) = fx 2 + y 2 
f(x, y) = 

f(x,y) = Wr J +/ 
fix, y) = sen(V* 2 + y 2 ) 

e fix, y) = 7== 

fx 1 + y 2 

Em geral, se g(t) e uma fungao de uma variavel, como obter o 
grafico de 

fix, y) = gislx 1 + y 2 ) 
a partir do grafico de gl 

79. (a) Mostre que, tomando logaritmos, a fungao geral de Cobb- 
-Douglas P = bL a K'- a pode ser expressa como 


73-74 Utilize um computador para tragar o grafico da fungao 
usando varios domlnios e pontos de vista. Comente o comporta- 
mento da fungao no limite. O que acontece quando x ey se tornam 
muito grandes? O que acontece quando (x, y) se aproxima da ori- 
gem? 


73. f(x, y) 


x + y 
x 2 + y 2 


74. fix, y) 


xy 

x 2 + y 2 


75. Use um computador para investigar a famllia de fungoes 
f(x, y) = e c4+4 . De que maneira a forma do grafico depende de c? 


In — = In b + a In — 

K K 

(b) Se deixarmos x = ln(L/A") e y = In (P/K), a equagao no item 
(a) toma-se a equagao linear y = ax + In b. Use a Tabela 2 
(no Exemplo 3) para fazer a tabela dos valores de In (L/K) e 
ln(P/K) para os anos 1899-1922. Em seguida, use uma cal- 
culadora grafica ou o computador para encontrar a linha de 
regressao dos quadrado mlnimos pelos pontos (In (L/K), 
\n(P/K)). 

(c) Deduza que a fungao de produgao de Cobb-Douglas e P = 

1,01 L°' 75 K°’ 25 . 



Limites e Continuidade 


Vamos comparar o comportamento das fungoes 


fix, y) 


sen(x 2 + y 2 ) 
x 2 + y 2 


e 


2 2 
_ x 2 - y- 

9 \X-> y) 2 2 

x 2 + y 2 


quando xeyse aproximam de 0 [e, portanto, o ponto (x, y) se aproxima da origem]. 

As Tabelas 1 e 2 mostram valores de / (x, y) e gix, y), com precisao de tres casas deci¬ 
mals, para pontos (x, y) proximos da origem. (Observe que nenhuma das fungoes esta defi- 
nida na origem.) 
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TABELA 1 Valores de/fic, y) TABELA 2 Valores de g(x, y) 


x 

-1,0 

-0,5 

-0,2 

0 

0,2 

0,5 

1,0 

-1,0 

0,455 

0,759 

0,829 

0,841 

0,829 

0,759 

0,455 

-0,5 

0,759 

0,959 

0,986 

0,990 

0,986 

0,959 

0,759 

-0,2 

0,829 

0,986 

0,999 

1,000 

0,999 

0,986 

0,829 

0 

0,841 

0,990 

1,000 


1,000 

0,990 

0,841 

0,2 

0,829 

0,986 

0,999 

1,000 

0,999 

0,986 

0,829 

0,5 

0,759 

0,959 

0,986 

0,990 

0,986 

0,959 

0,759 

1,0 

0,455 

0,759 

0,829 

0,841 

0,829 

0,759 

0,455 


X 

-1,0 

-0,5 

-0,2 

0 

0,2 

0,5 

1,0 

-1,0 

0,000 

0,600 

0,923 

1,000 

0,923 

0,600 

0,000 

-0,5 

-0,600 

0,000 

0,724 

1,000 

0,724 

0,000 

-0,600 

-0,2 

-0,923 

-0,724 

0,000 

1,000 

0,000 

-0,724 

-0,923 

0 

-1,000 

-1,000 

-1,000 


-1,000 

-1,000 

-1,000 

0,2 

-0,923 

-0,724 

0,000 

1,000 

0,000 

-0,724 

-0,923 

0,5 

-0,600 

0,000 

0,724 

1,000 

0,724 

0,000 

-0,600 

1,0 

0,000 

0,600 

0,923 

1,000 

0,923 

0,600 

0,000 


Parece que, quando (x, y ) se aproxima de (0, 0), os valores de/(x, v) se aproximam de 1, 
ao passo que os valores de g(x, y) nao se aproximam de valor algum. Essa nossa observagao 
baseada em evidencias numericas esta correta, e podemos escrever 


sen(x 2 + y 2 ) 

lim - -z -«— = 1 

x 2 + y 2 


(*>)-* (0,0) 


lim 


2 2 
x" - y 


(x.y)-»( 0 , 0 ) x 2 + y 2 


nao existe 


Em geral, usamos a notagao 


lim 

(x,y) — (a,b) 


fix, y) = L 


para indicar que os valores de f (x, y) se aproximam do numero L a medida que o ponto 
(x, y) se aproxima do ponto {a, b) ao longo de qualquer caminho que esteja no domlnio de/. 
Em outras palavras, podemos fazer os valores de/(x, y) tao proximos de L quanto quisermos 
tornando o ponto ( x, y) suficientemente proximo do ponto ( a , b), mas nao igual a (a, b). Uma 
definigao mais precisa e a seguinte: 


|~T~| Definigao Seja/uma fungao de duas variaveis cujo domlnio D contem pontos ar- 
bitrariamente proximos de (a, b). Dizemos que o limite i\t f(x,y) quando (jc, j) tende 
a (a,b) 6 Le escrevemos 


lim 

(x,y)->(a,f.) 


fix, y) = L 


se para todo numero s > 0 houver um numero correspondente de 5 > 0 tal que 
se(x, y) G D e 0 < *J(x — a) 2 + (j — b) 2 < 8 entao | f(x, y) — L \ < e 


Outras notagoes para o limite da Definigao 1 sao 

lim f{x, y) = L e f(x, y) —> L as (x, y) —> (a, b ) 

x — >a 
y—*b 

Observe que \f (x, y) — L\ corresponde a distancia entre os numeros fix, y) e L, e 
yj{x — a) 2 + (y — b) 2 6 a distancia entre o ponto (x, y) e o ponto (a, b). Assim, a Definigao 
1 diz que a distancia entre/ (x, v) e L pode ser feita arbitrariamente pequena se tomarmos a 




FIGURA 1 


FIGURA2 
















































806 


CALCULO 



distancia de (x, y ) a (a, b ) suficientemente pequena (mas nao nula). A Figura 1 ilustra a Defi¬ 
nigao 1 por meio de um diagrama de setas. Se qualquer intervalo pequeno (L — e, L + e) 
for dado em volta de L, poderemos encontrar um disco Ds com o centro em (a, b) e raio 8 > 
0 tal que / mapeia todos os pontos em Ds [exceto, possivelmente, (a, b)] no intervalo 
(L — e, L + e). 

Outra ilustragao da Definigao 1 e dada na Figura 2, onde a superffcie S e o grafico de /. 
Se e > 0 for dado, podemos achar 8 > 0 tal que se (x, y) for restrito ao disco Ds e 
( x , v) ¥= (a, b), entao a parte correspondente de S fica entre os pianos horizontais z = L — e 
e z = L + e. 

Para as fungoes de uma linica variavel, quando fazemos x tender a a, so existem duas 
diregoes possfveis de aproximagao: pela esquerda ou pela direita. Lembremos a partir do 
Capftulo 2 que se lim t ^ a -/(x) lim*_> 0 +/(x), entao lim v ^ D /(x) nao existe. 

Ja para as fungoes de duas variaveis essa situagao nao e tao simples porque existem infi- 
nitas maneiras de (x, v) se aproximar de (a, b) por uma quantidade infinita de diregoes e de 
qualquer maneira que se queira (veja a Figura 3), bastando que (x, y) se mantenha no domf- 
nio de /. 

A Definigao 1 diz que a distancia entre f (x, y) e L pode ser feita arbitrariamente peque¬ 
na se tomarmos a distancia de (x, y) para (a, b) suficientemente pequena (mas nao nula). A 
definigao refere-se somente a distancia entre (x, y) e (a, b). Ela nao se refere a diregao da 
abordagem. Portanto, se o limite existe, / (x, v) deve se aproximar do mesmo valor-limite, 
independentemente do modo como (x, y) se aproxima de (a, b ). Assim, se acharmos dois 
caminhos diferentes de aproximagao ao longo dos quais / (x, v) tenha limites diferentes, 
segue entao que lim (Xi> ) ^ (a>i )/(x, y) nao existe. 


Se/(x, y) —* L\ quando (x, y) —» (a, b ) ao longo do caminho C i e/(x, y) —> L 2 quan¬ 
do (x, y) (a, b) ao longo do caminho C 2 , com L\ L 2 , entao lim Ui V ) ^^ b) f(x, y) 
nao existe. 


EXEMPLO 1 


/ = -! 



/ = i * 

FIGURA 4 


y 

/y = x 

f =0 

A=\ 


f =0 * 


Mostre que lim 




nao existe. 


(.«, v) — > (0,0) x 2 + y 2 

SOLUQAO Seja/(x, y) = (x 2 — y 2 )/(x 2 + y 2 ). Primeiro vamos considerar (0, 0) ao longo do 
eixo x. Entao y = 0 da/(x, 0) = x 2 /x 2 = 1 para todo x ¥= 0, portanto 


/(x, y)^> 1 


quando 


(x, y) —> tO, 0) ao longo do eixo x 


Agora vamos nos aproximar ao longo do eixo y, colocando x = 0. Entao 

—y 2 

/(0, y) = —— = — 1 para todo y 0, portanto 

y 

f (x, y) —> — 1 quando (x, y) —> (0, 0) ao longo do eixo y 

(veja a Figura 4). Como/tem dois limites diferentes ao longo de duas retas diferentes, o limite 
nao existe. (Isso confirma a conjectura que fizemos com base na evidencia numerica no inf- 
cio desta segao.) 


EXEMPLO 2 


Se/(x, y) = xy/(x 2 + y-), sera que ( Jun (0i0) /(x, y ) existe? 

S0LUCA0 Se y = 0, entao/(x, 0) = 0/x 2 = 0. Portanto, 

/(x, y) —> 0 quando (x, y) —»(0, 0] ao longo do eixo x 

Se x = 0, entao /(0, y) = 0/y 2 = 0, portanto 

/ (x, y) —> 0 quando (x, y) —> (0, 0) ao longo do eixo y 

Apesar de termos encontrado valores identicos ao longo dos eixos, nao podemos afirmar que 
o limite exista e seja 0. Vamos agora nos aproximar de (0, 0) ao longo de outra reta; por 
exemplo, y = x. Para todo x^0, 


/(x, x) = 


x 2 + x 2 


FIGURA 5 
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Portanto 


fix, y)^> 2 


quando 


(x, y) —> (0, 0) ao longo de y = x 


(Veja a Figura 5.) Como obtivemos valores diferentes para o limite ao longo de caminhos 
diferentes, podemos afirmar que o limite dado nao existe. 

A Figura 6 nos da uma ideia do que acontece no Exemplo 2. A cumeeira que ocorre 
acima da reta y = x corresponde ao fato de que/(x, v) = \ para todos os pontos (x, y) dessa 
reta, exceto na origem. 


FIGURA 6 


f(x,y) 


xy 

x 2 + y 2 



EXEMPLO 3 


Se f(x, y) 



sera que lim f(x, y) existe? 

UjO-»(o,or 


S0LUCA0 Com a Solugao do Exemplo 2 em mente, vamos tentar economizar tempo dei- 
xando ( x, y) —> (0, 0) ao longo de qualquer reta nao vertical atraves da origem. Tomemos 
y = mx, onde m e a inclinagao da reta e 


fix, y) = f(x, mx) = 


x(mx) 2 
x 2 + (mx) 4 


m 2 x 

1 + m 4 x 2 


Portanto f (x, v) —> 0 quando (x, y) —> (0, 0) ao longo de y = mx 


Logo, / tern o mesmo limite ao longo de qualquer reta nao vertical que passe pela origem. 
Mas isso ainda nao garante que o limite seja 0, pois, se tomarmos agora (x, y) —> (0, 0) ao 
longo da parabola x = y 1 , teremos 


Portanto/(x, y) —> j 


f(x,y) = /(y 2 , y) = 


y 2 • y 2 

(y 2 ) 2 + y 4 


_/_ = I 

2y 4 2 


quando (x, y) —> (0, 0) ao longo de x = y 2 


Como caminhos diferentes levaram a resultados diferentes, o limite nao existe. 

Vamos agora olhar o caso em que o limite existe. Como para a funijao de uma linica varia- 
vel, o calculo do limite de fun§oes com duas variaveis pode ser muito simplificado usando- 
-se as propriedades dos limites. As Propriedades do Limite listadas na Se 9 ao 2.3, no Volume 
I, podem ser estendidas para as fungoes de duas variaveis: o limite da soma e a soma dos 
limites; o limite do produto e o produto dos limites; e assim por diante. Em particular, as 
seguintes equates sao verdadeiras: 


lim x = a 

(x,y)^(a,b) 


O Teorema do Confronto tambem vale. 

3x 2 y 


lim y = b 

(x,y)^(a,b) 


lim c = c 

(i,?)—(a, b) 


EXEMPLO 4 


Ache lim 


(i,y)^(0,0) X 2 + y 2 


se existir. 


S0LUQA0 Como no Exemplo 3, podemos mostrar que o limite ao longo de uma reta qualquer 
que passa pela origem e 0. Isso nao prova que o limite seja 0, mas o limite ao longo das para¬ 
bolas y = x 2 e x = y 2 tambem obtemos o limite 0, portanto comeqamos a suspeitar que o 
limite existe e e igual a 0. 


A Figura 7 mostra o grafico da fungao do 
Exemplo 3. Observe a cumeeira sobre a pa- 



x 


FIGURA 7 
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Outro modo de resolver o Exemplo 4 e pelo 
Teorema do Confronto em vez de usar a 
Definigao 1. De |~2~1 segue que 
lim 3|vl = 0 

(x, y)—KO, 0) 

e, portanto, a primeira desigualdade em 
|~3~1 mostra que o limite dado e 0. 


Seja e > 0. Queremos encontrar 8 > 0 tal que 


ou seja, 


se 


se 


3x 2 v 

0 < sjx 2 + y 2 < 8 entao — 2 - 


x" + y z 


< e 


3 x 2 | v 

0 < sjx 2 + v 2 < 8 entao — 2 - 


x" + y‘ 


< e 


Mas xr x 2 + y 2 uma vez que y 2 3= 0, portanto x 2 /(x 2 + y 2 ) ^ 1 e, assim. 


^ 2 =s 3 |y | = 3 sly 2 =£ 3*Jx 2 + y 2 


x - 2 + y 2 


Dessa forma, se escolhermos 8 = e/3 e fizermos 0 < six 2 + y 2 < 8, teremos 


3x 2 y 
x 2 + y 2 


- 0 


« 3 six 1 + y 2 < 38 = 3[ j ) = e 


Logo, pela Detinicao 1, 


3x 2 y 

lim —z -r = 0 

fcy)-»(o,o) x- + y 


Continuidade 

Lembremo-nos de que o calculo de limites de fun 5 oes continuas de uma unica variavel e 
facil. Ele pode ser obtido por substitu^ao direta, porque, pela detinicao de fun 9 ao contmua, 
1 im, , a f (x) = / (a). Funcdes continuas de duas variaveis tambem sao definidas pela pro- 
priedade da substituicao direta. 


|~4~| Definigao Uma fungao/de duas variaveis e dita contmua em (a, b) se 

lim f(x, y) = f(a, b) 

b) 

Dizemos que/e contmua em D se/for contmua em todo ponto (a, b) de D. 


O significado intuitivo de continuidade e que, se o ponto (x, y) varia por uma pequena 
quantidade, o valor de /(x, y) variara por uma pequena quantidade. Isso quer dizer que a 
superficie que corresponde ao grafico de uma fungao contmua nao tem buracos ou rupturas. 

Usando as propriedades de limites, podemos ver que soma, diferenga, produto e quo- 
ciente de fungoes continuas sao continuos em seus dominios. Vamos usar esse fato para dar 
exemplos de fungoes continuas. 

Uma fungao polinomial de duas variaveis (ou simplesmente polinomio) e uma soma de 
termos da forma cx m y n , onde c e uma constante e m e n sao numeros inteiros nao negativos. 
Uma fungao racional e uma razao de polinomios. Por exemplo, 


fix, y) = x 4 + 5 x'y 2 + 6xy 4 — ly + 6 


e um polinomio, ao passo que 


g(x, y ) = 


2xy + 1 
x 2 + y 2 


e uma fungao racional. 

Os limites em \2\ mostram que as fungoes/(x, y) = x, q(x, y) = y e h(x, y) = c sao con¬ 
tinuas. Como qualquer polinomio pode ser obtido a partir das fungoes fge,h por multipli- 
cagao e adigao, segue que todos os polinomios sao fungoes continuas em R 2 . Da mesma 
forma, qualquer fungao racional e contmua em seu dominio, porque ela e o quociente de fun¬ 
goes continuas. 


Calcule lim (x 2 y 3 — x 3 y 2 + 3x + 2y). 


EXEMPLO 5 
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S0LUQA0 Como/(j, y) = xry 3 — x’y 2 + 3x + 2y e um polinomio, ela e contfnua em qual- 
quer lugar, portanto podemos calcular seu limite pela substitu^ao direta: 

lim (jc 2 y 3 - x 3 y 2 + 3x + 2y) = l 2 • 2 3 - l 3 • 2 2 + 3 • 1 + 2 • 2 = 11 

(*,?)->( 1,2) 


EXEMPLO 6 


Onde a fungao fix, y) = 


* 2 -y 2 

x 2 + y 2 


e contfnua? 


S0LUCA0 A funcao/c descontfnua em (0, 0), pois ela nao esta definida nesse ponto. Como 
/ e uma fun 9 ao racional, ela e contfnua em seu domfnio, o que corresponde ao conjunto 
D = [(x, y)\(x, y) (0, 0)}. 


EXEMPLO 7 


Seja 


9(x, y) 


x 2 — y 2 
x 2 + y 2 


se (x, y) ¥= (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0) 

Aqui g esta definida em (0, 0), mas g ainda e descontfnua porque »( 0 ,o) g(x, y) nao 

existe (veja o Exemplo 1). 


EXEMPLO 8 


Seja 


fix, y) = ‘ 


3x 2 y 
: 2 + y 2 


se (x, y) ¥= (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0) 

Sabemos que/e contfnua para (x, y) (0, 0), uma vez que ela e uma fungao racional definida 
nessa regiao. Do Exemplo 4, temos que 


lim 

U,y)-»(0,0) 


fix, y ) 


lim 

(xy)—*(0,0) 


3x 2 y 
x 2 +y 2 


= 0=f(0,0) 


Portanto/e contfnua em (0, 0) e, consequentemente, contfnua em R 2 . 

Como para as fungoes de uma variavel, a composi 9 ao e outra maneira de combinar fun 9 oes 
contfnuas para obter outra tambem contfnua. De fato, pode ser mostrado que, se/e uma fun- 
920 contfnua de duas variaveis e g e uma fun 9 ao contfnua de uma unica variavel definida na 
imagem def a fun 9 ao composta h = g “/definida por h(x, y) = g(f(x, y)) tambem e contfnua. 


EXEMPLO 9 


Onde a fun 9 ao h(x, y) 


arctg(y/x) e contfnua? 


S0LUCA0 A fun 9 ao /Yx, y) = y/x e racional e, desse modo, contfnua em todo lugar, exceto sobre 
a reta x = 0. A fun 9 ao g(t) = arctg t e contfnua em toda parte. Logo, a fun 9 ao composta 


gif ix, y)) = arctg(y/x) = h(x, y) 

e contfnua, exceto onde x = 0. O desenho da Figura 9 mostra a ruptura existente no grafico 
da ftnujao h acima do eixo y. 


Fungoes de Tres ou Mais Variaveis 


Tudo o que fizemos ate aqui pode ser estendido para as fun 9 oes com tres ou mais variaveis. 
A nota9ao 


lim 

(x, y, z) —> (a, b,c) 


fix, y,z) = L 


significa que os valores de / (x, y, z) se aproximam do numero L a medida que o ponto 
(x , y, z) se aproxima do ponto (a, b, c ) ao longo de qualquer caminho que esteja no domfnio 
de /. Como a distancia entre dois pontos (x, y, z) e (a, b, c ) em R 3 e dada por 
y/{x — a) 2 + (y — b) 2 + (z — c ) 2 , podemos escrever a defini 9 ao precisa da seguinte forma: 
para todo numero e > 0 existe um numero correspondente d > 0 tal que 

se (x, y, z.) esta no domfnio de/e 0 < J{x — a) 2 + (y — b) 2 + (z — c) 2 < 8 


A Figura 8 mostra o grafico da fungao con- 
tfnua do Exemplo 8. 


ZA 



FIGURA 9 

A fungao h(x, y ) = arctg (y/x) 
e descontfnua, onde x = 0. 


entao | f(x, y, z) — L \ < e 
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A fungao/e contmua em (a, b, c ) se 


Por exemplo, a fungao 


lim 

(*, y,z)->(a, b, c) 


f(x, y, z) = f(a, b, c) 


fix, y, z ) 


_1_ 

x 2 +y 2 + z 2 - 1 


e uma fungao racional em tres variaveis, e portanto e contmua em todo ponto de R 3 , exceto 
onde x 2 + y 2 + z 2 = 1. Em outras palavras, e descontmua na esfera com o centro na origem 
e raio 1. 

Se usarmos a notagao vetorial introduzida no fim da Segao 14.1, poderemos escrever as 
definigoes de limite para as fungoes de duas ou tres variaveis de uma forma compacta, como 
a seguir. 


5 Se/e definida em um subconjunto D de R", entao lim s , a /(x) = L significa que 
para todo numero e > 0 existe um numero correspondente 8 > 0 tal que 

se x G D e 0 < |x — a| <8, entao |/(x) — L\ < e 

Observe que sen = 1, entao x = i c a = a e [5] e exatamente a definigao do limite para as 
fundoes de uma tinica variavel. Para o caso n = 2, temos x = (x, y), a = (a, b ) 
e |x — a | = y/(x — a) 2 + (y — b) 2 , de modo que [5] se torna a Definigao 1. Se n = 3, entao 
x = (x, y, z), a = (a, I), c), c [5] e a definigao de limite de uma fungao de tres variaveis. Em 
cada caso, a definigao de continuidade pode ser escrita como 

lim/(x) =/( a) 



Exercicios 


1. Suponha que lim,_ ti v) ^ 3 , \)f{x, y) = 6. O que podemos dizer do 
valor de/(3, 1)? E se a fungao/for contmua? 


2. Explique por que cada fungao e contmua ou descontmua. 

(a) A temperatura externa como fungao da latitude, da longitude 
e do tempo. 

(b) A altura acima do mvel do mar como fungao da longitude, da 
latitude e do tempo. 

(c) O custo da tarifa do taxi como fungao da distancia percor- 
rida e do tempo gasto. 


3-4 Utilize uma tabela de valores numericos def(x, y) para (x, y) 
perto da origem para conjecturar sobre o limite de / (x, y) quando 
(x, y) —> (0, 0). Em seguida, explique por que sua conjectura esta 
correta. 


3. f(x, y) 


x y + .vy - 5 
2 — xy 


f(x,y) 


2xy 

x 2 + 2y 2 


5-22 Determine o limite, se existir, ou mostre que o limite nao 
existe. 


5. lim (5.r 3 - x 2 y 2 ) 

(x, >)-»(!, 2) 


6. lim e 13 cos(.r + y) 

(x,y)—»(!,—!) 


7. 


lim 


4 - xy 
x 2 + 3y 2 


8 . 


lim 

(x,j)^(l,0) 


In 


(4 Y■ 

\x + xy 


9. lim 


4 4 4 

x — y 


q.ji—(o.oi x 2 + 2y 2 
xy cosy 


10. lim 


x + semv 


11. lim 


(x,y)^(o,o) 2x 2 + y 2 

xy ~y 


(*,jO-.<p,o) 3.r 2 + y 2 
xy 


12. lim 


fcyMi.o) ( x - 1) + y 


13. lim 


U>)-»(o,o) tJx 2 + y 2 


14. lim 


4 4 

x - y 


15. 


lim 


x 2 ye y 


(i,y)^(o,o) x 4 + 4y 2 

x 2 + y 2 


17. lim 


Ux)->(o.oi x + y 

x 2 sen 2 y 
16. lim —z - z- 

(ij)->(o,o X 2 + 2y 2 

x 1,4 

18. lim 


xy 


(i,y)^( 0 , 0 ) y/x 1 + y 2 + 1 — 1 (*,y)—>(o,o) x 2 + y s 


19. lim e^tgfc) 

(x,y,z)—>(n, 9, 1 ) 


20. lim 


xy + yz 


(*,**)-»(o,o,o) x 2 + y 2 + z 2 


21 . 


lim 


xy + yz 2 + xz 2 


(x, y , z)^(o,o,oi x + y + z 


22. lim 


yz 


u,*z)-»(o,o,o) x + 4y + 9z 


23-24 Utilize um grafico feito por computador para explicar por que 
o limite nao existe. 


23. 


2jc 2 + 3.vy + 4y 2 

lim -;— -— 24. lim 


xy 


(x, y )^( o.o) 3x + 5 y 


(x,j.)->(o,o) x 2 + y 6 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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Determine h(x, y) = gifix, y )) e o conjunto no qual h e contmua. 

25. git) = t 2 + 'Jt, fix, v) = 2x + 3y — 6 

26. gif) = t + In t, fix , y) =- 

Jy y ’ 1 + x 2 y 2 


27-28 Trace o grafico da fungao e observe onde ela e descontmua. 
Em seguida, utilize a formula para explicar o que voce observou. 

27. fix, y) = e U{x ~ '> 28. fix, y) = - \ - j 

1 — x — y 


29-38 Detemrine o maior conjunto no qual a fungao e contmua. 
29. F[x, y) = i + r v 30. Fix, y) = cos Vl + x — y 


^41 Utilize coordenadas polares para determinar o limite. [Se 
(r, 9) sao as coordenadas polares do ponto (x, y) com r 3? 0, observe 
que r —> 0 + quando (x, y) —> (0, 0).] 

x 3 + y 3 

39. Urn —-y 

(x,y)^-(0,0) x- + y 

40. lint (x 2 + y 2 ) ln(x 2 + y 2 ) 

(*, y)—(o, 0) 


41. 


lim 

(0,0) 


e ~ x2 ~ y2 - 1 

x 2 + y 2 


FH 42. No infcio desta segao consideramos a fungao 


f(x,y) 


sen(x 2 + y 2 ) 
x 2 + yf 


31. Fix, y) 


1 + x 2 + y 2 
1 - x 2 — y 2 


32. H(x,y) 


e x + e y 
e” - 1 


e conjecturamos que/(x, y) —> 1 quando (x, y) —> (0,0) com base 
em evidencias numericas. Utilize coordenadas polares para com- 
provar o valor do limite. Em seguida, faga o grafico da fungao. 


33. G(x, y) = ln(x 2 + y 2 - 4) 

34. G(x,y) = tg- 1 ((x + y)- 2 ) 

35. fix, y, z ) = arcsen (x 2 + y 2 + z 2 ) 


36. 

37. 


fix, y, z) = Vy — x 2 In z 


x 2 y 3 


f{x,y) 


lx 1 + y 2 

1 


se (x, y) t 4 (0, 0) 
se (x, y) = (0, 0) 


38. /(x,y) 


x 2 + xy + y 2 

0 


se (x, y) # (0, 0) 
se (x, y) = (0, 0) 


43. Trace o grafico e analise a continuidade da fungao 

sen xy 


f(x,y) = 


44. Seja 


xy 


1 


se xy ¥= 0 
se xy = 0 


f(x,y) = 


45. 


| 0 sey 0 or y > x 4 
1 se 0 < y < x 4 

(a) Mostre que/(x, y) —> 0 quando (x, y) —> (0,0) por qualquer ca- 
minho da forma y = mx“ passando por (0, 0) com a < 4. 

(b) Independentemente do item (a), mostre que / e descontmua 
em (0, 0). 

(c) Mostre que/e descontmua em duas curvas inteiras. 

Mostre que a fungao/dada por/(x) = |x| e contmua em R". 
[Dica: Considere |x — a| 2 = (x — a) ■ (x — a).] 


46. Sec E V„, mostre que a fungao/dada por fix) = c ■ x e contf- 
nua em R". 



Derivadas Parciais 


Em um dia quente, a umidade muito alta aumenta a sensagao de calor, ao passo que, se o ar 
esta muito seco, temos a sensagao de temperatura mais baixa que a indicada no termometro. 
O Servigo Meteorologico do Canada introduziu o humidex (ou fndice de temperatura-umi- 
dade) para descrever os efeitos combinados da temperatura e umidade. O humidex I e a tem¬ 
peratura aparente do ar quando a temperatura real for Tea umidade relativa for //. Desse 
modo, I e uma fungao de 7' e II c podemos escrever I = f(T, H). A tabela de valores de I a 
seguir e a parte de uma tabela compilada pelo Servigo Meteorologico. 


Umidade relativa (%) 


Temperatura 

real 

(°C) 


H 

T \ 

40 

45 

50 

55 

60 

65 

70 

75 

80 

26 

28 

28 

29 

31 

31 

32 

33 

34 

35 

28 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

30 

34 

35 

36 

37 

38 

40 

41 

42 

43 

32 

37 

38 

39 

41 

42 

43 

45 

46 

47 

34 

41 

42 

43 

45 

47 

48 

49 

51 

52 

36 

43 

45 

47 

48 

50 

51 

53 

54 

56 


TABELA 1 

Indice de calor / como fungao da 
temperatura e umidade 







































Se nos concentrarmos na coluna assinalada da tabela que corresponde a umidade relati- 
va de H = 60%, estaremos considerando o humidex como uma funcao de uma unica varia- 
vel T para um valor fixado de H. Vamos escrever g(T) = f(T , 60). Entao, g(T) descreve como 
o humidex I aumenta a medida que a temperatura real T aumenta quando a umidade relativa 
e 60%. A derivada de g quando T = 30 °C e a taxa de variacao de I com relacao a T quando 
T = 30 °C: 


g( 30 + h)~ g( 30) /(30 + h, 60) - /(30, 60) 

q (30) = Inn-= lim- 

h—>0 h h—>0 h 


Podemos aproximar seu valor usando a Tabela 1 e tomando h — 2 e — 2: 

gm~gm /(32,60) -/(30.60) 42 - 38 „ 

9 (30) ~---=---=---= 2 


9 ( 28 ) - 3 ( 30 ) /( 28 , 60 ) -/( 30 , 60 ) 35 - 38 

9 ( 30 ) «---=---=--— = 1,5 


Calculando a media desses valores, podemos dizer que a derivada g'( 30) e aproximadamen- 
te 1,75. Isso significa que, quando a temperatura real e 30 °C e a umidade relativa e 60%, a 
temperatura aparente (humidex) aumenta cerca de 1,75 °C para cada grau que a temperatu¬ 
ra real sobe. 

Olhemos agora para a linha sombreada da Tabela 1, que corresponde a temperatura fixa 
de T = 30 °C. Os numeros nesta linha sao valores da fun§ao G(H) =/(30, H ), que descreve 
como o humidex aumenta a medida que a umidade relativa H aumenta quando a temperatu¬ 
ra real e T = 30 °C. A derivada dessa funcao quando H = 60% e a taxa de varia 5 ao de I com 
relagao a H quando T = 60%: 

,. G(60 + h) — G(60) „ /(30,60 + h) -/(30,60) 

G (60) = lim-= lim- 

*-» o h o h 


Tomando h = 5 e —5, aproximamos o valor de G'(60) usando os valores tabelados: 
G , (60) ^ G(65) - G(60) _ /(30, 65) -/(30, 60) = 40 - 38 = Q4 


G , (60) ^ G(55) - G(60) _ /(30, 55) ~/(30, 60) = 37 - 38 = Q 


Ao calcularmos media desses valores, obtemos a estimativa G'(60) ~ 0,3. Isso nos diz que, 
quando a temperatura e de 30 °C e a umidade relativa e de 60%, o humidex aumenta em cerca 
de 0,3 °C para cada ponto percentual que a umidade relativa aumenta. 

Em geral, se / e uma funcao de duas variaveis xey, suponha que deixemos somente x 
variar enquanto mantemos hxo o valor de y, por exemplo, fazendo y = b, onde b 6 uma cons- 
tante. Estaremos entao considerando, realmente, uma funcao de uma unica variavel x, a 
saber, g(x ) = fix, b ). Se g tern derivada em a, nos a chamaremos derivada parcial de/em 
relacao a x em (a, b) e a denotaremos por f x (a, b). Assim, 


m 


ffa, b) = g’(a ) onde g(x) = fix, b) 


Pela definigao de derivada, temos 


o'(fl) = lim 

h ~*0 


gja + h) - gja) 
h 


e assim a Equagao 1 torna-se 


f x (a, b) = lim 

h^0 


fja + h, b ) - fja, b) 
h 


2 
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Da mesma forma, a derivada parcial de/em relagao a y em (a, b ), denotada por ffa, b), 
e obtida mantendo-se x fixo (x = a) e determinando-se a derivada em b da fungao 
G(y) = fia,y ): 


3 


/ v (a, b) = lim 

/i —>0 


f(a, b + h) - fja, b) 
li 


Com essa notagao para as derivadas parciais, podemos escrever as taxas de variagao do 
humidex I com relagao a temperatura real T e umidade relativa H quando T = 30 °C e 
H = 60% como segue: 

M30, 60) = 1,75 /„(30, 60) « 0,3 

Se agora deixamos o ponto (a, b ) variar nas Equagoes 2 e 3,/, e/) se tornam fungoes de 
duas variaveis. 


|~4~| Se/e uma fungao de duas variaveis, suas derivadas parciais sao as fungoes/) e 
f y defmidas por 


fAx, y) = lim 

h^O 


fix + h, y) - f{x, y) 
h 


fy(x, y) = lim 

h—> 0 


fix, y + h) - fix, y) 
h 


Existem diversas notagoes alternativas para as derivadas parciais. Por exemplo, em vez 
de/), podemos escrever f ou D t f ( pai'a indicar a derivagao em relagao a primeira variavel) 
ou df/dx. Mas aqui df/dx nao pode ser interpretada como uma razao de diferenciais. 


Notagoes para as Derivadas Parciais Se z = fix, y), escrevemos 

, X df d , , dz 

fAx, y)=f* = — = —/(*, y) = — = fi = Dj = dj 

dx dx dx 

, , df d / N dz 

fyix, y)=fy = — = —fix, y) = — = fl = D 2 f = Dyf 
dy dy dy 

Para calcularmos as derivadas parciais, tudo o que temos a fazer e nos lembrarmos, a par- 
tir da Equagao 1, que a derivada parcial com relagao area derivada ordindria da fungao g 
de uma unica variavel obtida mantendo-se fixo o valor de y. Entao, temos a seguinte regra. 

Regra para Determinar as Derivadas Parciais de z = f(x, y) 

1. Para determinar/), trate y como uma constante e derive/ (x, y) com relagao a x. 

2. Para determinar f y , trate x como uma constante e derive/ (x, y) com relagao a y. 


EXEMPLO 1 


Se/(x, y) = x 3 + x 2 y 3 — 2y 2 , encontre/)(2, 1) e/)(2, 1). 
S0LUQA0 Mantendo y constante e derivando em relagao a x, obtemos 

fAx, y) = 3x 2 + 2ry 3 

e, assim, /)(2, 1) = 3 • 2 2 + 2 • 2 • l 3 = 16 

Mantendo x constante e derivando em relagao a y, obtemos 

fy(x, y) = 3x 2 y 2 - 4y 
fyi 2, l) = 3-2 2 -l 2 —4-1 = 8 
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FIGURA 1 

As derivadas parciais de f em (a, b) 
sao as inclinajoes das retas tangentes 
a Q c 


x 

FIGURA 2 




x 


x 

FIGURA 3 


FIGURA 4 


Interpretacoes das Derivadas Parciais 

Para darmos uma interpretafao geometrica para as derivadas parciais, lembremo-nos de que 
a equa§ao z = fix, y ) representa uma superffcie S (o grafico de/). Se/(a, b ) = c, entao o 
ponto P(a, b, c) esta em S. Ao fixar v = b, estamos restringindo nossa aten 9 ao a curva C i, na 
qual o piano vertical y = b intersecciona S. (Em outras palavras, C\ e o corte de S no piano 
y = b .) Dessa maneira, o piano vertical x = a intersecciona S em uma curva C 2 . As curvas 
Ci e C 2 passam pelo ponto P (Veja a Figura 1.) 

Observe que a curva Ci eo grafico da funcao g(x) = f (x, b), de modo que a inclinacao 
da tangente Ti em P e g'(a) = f x (a, b). A curva C 2 e o grafico da funcao G(y) = f (a, y), de 
modo que a inclina 5 ao da tangente 7) em P e G'(b) = f y {a, b ). 

Entao, as derivadas parciais f x (a, b ) e /(a, b) podem ser interpretadas geometricamente 
como as inclina 9 oes das retas tangentes em P(a, b, c ) aos cortes Ci e C 2 de S nos pianos 
y = b e x = a. 

Como vimos no caso da fmnjao humidex, as derivadas parciais podem ser interpretadas 
como taxas de variagao. Se z = / (x, y), entao dz/dx representa a taxa de varia 9 ao de z com 
rela 9 ao a x quando y e mantido fixo. Da mesma forma, dz/dy representa a taxa de varia 9 ao 
de z em rela 9 ao a y quando x e mantido fixo. 


EXEMPLO 2 


Se/ (x, y) 
como inclina 9 oes. 


SOLUgAO Temos 


4 — x 2 — 2y 2 , determine//1, 1) e/,( 1, 1) e interprete esses numeros 


f x (x,y) = -2x f y (x, y) = -4y 
f x (h 1) = -2 /(l, 1) = -4 


O grafico de/e o paraboloide z = 4 — x 2 — 2v 2 , e o piano vertical v = I intercepta-o na para¬ 
bola z = 2 — x 2 , y = 1. (Como na discussao anterior, rotulamos Ci na Figura 2.) A inclina- 
9 ao da reta tangente a essa parabola no ponto (1, 1, 1) e/( 1, 1) = —2. Da mesma forma, a 
curva C 2 na qual o piano x = 1 intercepta o paraboloide e a parabola z = 3 — 2v 2 , 
x = 1, e a inclina 9 ao da reta tangente em (1, 1, 1) e/ (1, 1) = —4. (Veja a Figura 3.) 

A Figura 4 nos mostra o grafico desenhado pelo computador correspondente a Figura 2. 
O item (a) exibe o piano y = 1 interceptando a superffcie para formar a curva Ci, e o item 
(b) mostra Ci e 7). [Usamos as equa 9 oes vetoriais r(?) = (t, 1, 2 — t 2 ) para Ci e 
r(f) = <1+7, 1, 1 — 2 1) para 7).] Do mesmo modo, a Figura 5 corresponde a Figura 3. 





FIGURA 5 


1 


2 


2 


X 
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EXEMPLO 3 


Se f{x, y) = 


1 +y 


, , df df 
, calcule — e — 
dx dy 


SOLUCAO Usando a Regra da Cadeia para funcdes de uma variavel, temos 


dx 

df_ 

dy 


= COS 


1 +y 


1 +y 


d 

dx 

d 

dy 


1 +y 


1 +y 


= cos 


1 


1 + y ) 1 + y 


i +yj (i + y) 


EXEMPLO 4 


Determine dz/dx e dzJdy se z e definido implicitamente como uma fun9ao de x e 
y pela equa9ao 

x 3 + y 3 + z 3 + 6 xyz = 1 


SOLUCAO Para determinarmos dz/dx, diferenciando implicitamente em rela9ao a x, tomando 
o cuidado de tratar y como constante: 


3x 2 + 3 z 2 -h 6 yz + 6 xy — = 0 

dx dx 

Resolvendo essa equa9ao para dz/dx, obtemos 

dz x 2 + 2yz 

dx z 2 + 2xy 

Da mesma forma, derivando implicitamente em rela9ao a y, temos 

dz y 2 + 2 xz 

dy z 2 + 2xy 


Fungoes de Mais de Duas Variaveis 

As derivadas parciais tambem podem ser definidas para fungoes de tres ou mais variaveis. 
Por exemplo, se/e uma fun9ao de tres variaveis x, y e z, entao sua derivada parcial em rela- 
9ao axe definida como 


fx(x, y, z) = lim 

h —>0 


fjx + h, y, z) - fjx, y, z) 
li 


e e determinada olhando-se y e z como constantes e derivando/ (x, y, z) em rela9ao ax. Se 
w = f (x, y, z), entao f x = dw/dx pode ser interpretada como a taxa de varia9ao de w com 
rela9ao a x quando y e z sao mantidos fixos. Entretanto, nao podemos interpreta-la geome- 
tricamente porque o grafico de/pertence ao espa90 de dimensao quatro. 

Em geral, se u e uma fun9ao de n variaveis, u = fix i, Xz, ... , x„), sua derivada parcial 
em rela9ao a /-esima variavel x, e 

du f(x i, ... , Xi-uXt + h , x i+u ...,x n ) ~ f(x 1,..., x i9 ..., x n ) 

-= lim- 

dXj h 


e podemos tambem escrever 


du 

dx,- 


dXj 


= fx, =fi = D,f 


EXEMPLO 5 


Determine/,,/, e/ se/(x,z) = e^’ln z. 


SOLUCAO Mantendo v e z constantes e derivando em rela9ao a x, temos 


Da mesma forma. 


/ = ye^lnz 


f y = xe xy In z 


/ = — 
z 


Alguns sistemas de computagao algebrica 
podem tragar superficies definidas por 
equagoes implfcitas com tres variaveis. A 
Figura 6 mostra o desenho da superficie 
definida implicitamente pela equagao do 
Exemplo 4. 



FIGURA 6 
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Derivadas de Ordem Superior 

Se/e uma fungao de duas variaveis, suas derivadas parciais/, e/ y sao fungoes de duas varia- 
veis, de modo que podemos considerar novamente suas derivadas parciais ((/,)„ (f y ) x 
e ( fy) y , chamadas derivadas parciais de segunda ordem dc / Se z = f (x, y), usamos a 
seguinte notagao: 


(A-/., =/»-^(|) 


d 2 f _ 

d 2 z 

dx 2 

dx 2 

d 2 f 

d 2 z 

dy dx 

dy dx 

d 2 f 

d 2 z 

dx dy 

dx dy 

_ 

d 2 z 

dy 2 

dy 2 


Portanto, a notagao f xy (ou d 2 f/dy dx) significa que primeiro derivamos com relagao axe 
depois em relagao a y, ao passo que no calculo de /„ a ordem e invertida. 


EXEMPLO 6 


Determine as derivadas parciais de 


/ (x, y) = x 3 + x 2 y 3 — 2 y 1 


SOLUQAO No Exemplo 1, descobrimos que 

f x (x, y) = 3x 2 + 2xy 3 

Portanto, 

fxx = rp- (3x 2 + 2xy 3 ) = 6x + 2y 3 
dx 

fyx = pp- (3x 2 y 2 - 4y ) = 6xy 2 
dx 


f y (x, y) = 3x 2 y 2 - 4y 

fxy = pp- (3x 2 + 2xy 3 ) = 6xy 2 
dy 

fyy = pp- (3x 2 y 2 - 4y) = 6x 2 y - 4 

dy 


A Figura 7 mostra o grafico da fungao/do 
Exemplo 6 e os graficos de suas derivadas 
parciais de primeira e segunda ordens para 
-2 =s x =£ 2, -2 =s y =s 2. Observe que esses 
graficos sao consistentes com nossas 
interpretagoes de f x ef y como inclinagoes das 
linhas das tangentes para os cortes do grafico 
de/ Por exemplo, o grafico de/decresce se 
comegarmos em (0, -2) e nos movemos na 
diregao x positiva. Isso e refletido nos valores 
negativos d ef x . Voce deveria comparar os 
graficos de/„ e/ w com/, para ver as relagoes. 





fx 


fy 


FIGURA 7 


1 


1 
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Observe que/ tv = f yx no Exemplo 6. Isso nao e so uma coincidencia. As derivadas parciais 
mistas /',,, e f yl sao iguais para a maioria das funfoes que encontramos na pratica. O proximo 
teorema, do matematico frances Alexis Clairaut (1713-1765), fornece condicbes sob as quais 
podemos afirmar que f :y = f yx . A demonstraqao e feita no Apendice F. 


Clairaut 

Alexis Clairaut foi uma crianga prodigio na 
area da matematica: aos 10 anos leu o texto 
de calculo de I'Hospital, e aos 13 apresentou 
um artigo sobre geometria na Academia 
Francesa de Ciencias. Aos 18 anos, Clairaut 
Derivadas parciais de ordem 3 ou maior tambem podem ser definidas. Por exemplo, publicou Recherches sur les courbes a double 

courbure, o primeiro tratado sistematico em 
q I \ g 3 y geometria analitica tridimensional, em que 

fxyy — (fxy)y = I “7 I = T~~ inciuiu o calculo de curvas espaciais. 

dy \ oy dx ) ay dx 

e usando o Teorema de Clairaut podemos mostrar que /',- vv = f yxy = f yyx se essas fun 5 oes forem 
contmuas. 


Teorema de Clairaut Suponha que/seja definida em uma bola aberta D que contenha 
o ponto (a, b). Se as funqbes/ rv e /„ forem ambas contmuas em I), entao 

fxyia, b) = f yx (a, b) 


EXEMPLO 7 


SOLUQAO 


Calcule se f(x, y, z) = sen(3x + yz). 

f x = 3 cos(3x + yz) 
fxx= -9 sen(3x + yz) 
fxxy = -9 z cos(3x + yz) 
fxxyz = -9 cos(3x + yz) + 9yz sen(3x + yz) 


Equagoes Diferenciais Parciais 

As derivadas parciais ocorrem em equagdes diferenciais parciais que exprimem certas leis 
ffsicas. Por exemplo, a equaqao diferencial parcial 


d"w 


d~u 

,2 


= 0 


dx z dy A 

e denominada equagao de Laplace em homenagem a Pierre Laplace (1749-1827). As solu- 
5 oes dessa equa 5 ao sao chamadas funcoes harmonicas e sao muito importantes no estudo 
de conduqao de calor, escoamento de fluidos e potencial eletrico. 


EXEMPLO 8 


Mostre que a fun 5 ao u(x, y) 


e x sen y e solucao da equa 5 ao de Laplace. 


SOLUQAO Primeiro calcularemos as derivadas parciais necessarias de segunda ordem: 

ii x = e* sen y u y = e x cos y 

u xx = e v sen y u yy = — e-'seny 

Assim, Ua + u yy = e x sen y — e x sen y = 0 


Portanto u satisfaz a equa 9 ao de Laplace. 


A equacao da onda 


d~u , d~u 

—T = a - 7 

dt 2 dx 2 


descreve o movimento de uma onda, que pode ser do mar, de som, luminosa ou se movendo 
em uma corda vibrante. Por exemplo, se u(x, t) representa o deslocamento da corda vibran- 
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FIGURA8 


FIGURA9 

Forga do campo magnetico da Terra 


FIGURA 10 

Segunda derivada vertical 
do campo magnetico 


te de violino no instante tea distancia x de uma das extremidades da corda (como na Figu- 
ra 8), entao u(x, t) satisfaz a equagao da onda. A constante a depende da densidade da corda 
e da tensao aplicada nela. 


EXEMPLO 9 


Verifique se a fungao u(x, t ) 


sen(x — at) satisfaz a equagao de onda. 


SOLUgAO 


u x = cos(x — at) u, = —a cos(x — at) 

Uxx = — sen(x — at) u„ = — a 2 sen(x — at) = a 2 u xx 


Entao u satisfaz a equagao de onda. 

As cquacdes diferenciais parciais que envolvem as fungoes de tres variaveis tambem sao 
muito importantes na ciencia e na engenharia. A equagao tridimensional de Laplace e 


rsq d 2 u d 2 u d 2 u 

LU — ^ + ^ + — t = o 

dx 2 dy 2 dz 2 

e um lugar em que ocorre e na geoffsica. Se u(x, y, z) representa a forga do campo magneti¬ 
co na posigao (x, y, z), entao ela satisfaz a Equagao 5. A forga do campo magnetico indica a 
distribuigao de minerais ricos em ferro e reflete diferentes tipos de rochas e a localizagao de 
falhas. A Figura 9 mostra um mapa de contorno do campo magnetico da Terra, que foi regis- 
trado de uma aeronave transportando um magnetometro que voava a 200 m acima da super- 
ffcie do solo. O mapa de contorno e intensificado pela codificagao por cores das regioes entre 
as curvas de nfvel. 



A Figura 10 mostra um mapa de contorno para a derivada parcial de segunda ordem de u na 
diregao vertical, ou seja, u--, Verifica-se que os valores das derivadas parciais u xx e u yy sao 
mensurados de maneira relativamente facil a partir de um mapa do campo magnetico. Entao 
os valores de u 7 - podem ser calculados a partir da equagao de Laplace [5]. 
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A Funcao de Producao de Cobb-Douglas 

No Exemplo 3 da Segao 14.1 descrevemos o trabalho de Cobb e Douglas na modelagem da 
producao total P de um sistema economico como fungao da quantidade de trabalho L e do 
capital investido K. Usaremos agora as derivadas parciais para mostrar como a forma parti¬ 
cular desse modelo deriva de certas hipoteses que eles fizeram sobre a economia. 

Se a fungao de produgao e denotada por P = P(L, K), a derivada parcial dP/dL e a taxa 
de variagao da produgao em relagao a quantidade de trabalho. Os economistas chamam isso 
de produgao marginal em relagao ao trabalho, ou produtividade marginal do trabalho. Da 
mesma forma, a derivada parcial dP/dK e a taxa de variagao da produgao em relagao ao capi¬ 
tal investido, e e denominada produtividade marginal do capital. Nesses termos, as hipo¬ 
teses feitas por Cobb e Douglas podem ser enunciadas da seguinte forma: 

(i) Se ou o trabalho ou o capital se anulam, o mesmo acontece com a produgao. 

(ii) A produtividade marginal do trabalho e proporcional a quantidade de produgao por uni- 
dade de trabalho. 

(iii) A produtividade marginal do capital e proporcional a quantidade de produgao por uni- 
dade de capital. 

Como a produgao por unidade de trabalho e P/L, a hipotese (ii) diz 

dP P 

-= a — 

dL L 


para alguma constante a. Se mantivermos K constante (K = Ko), entao essa equagao dife- 
rencial parcial se transforma na equagao diferencial ordinaria: 


0 


dP P 

-= a — 

dL L 


Se resolvermos essa equagao diferencial separavel pelos metodos da Segao 9.3 (veja tambem 
o Exercfcio 85), obteremos 


m 


P(L, Ko) = C\(K 0 )L“ 


Observe que escrevemos a constante C i como fungao de K 0 porque ela pode depender do 
valor de K 0 . 

Analogamente, a hipotese (iii) diz que 

dP P 

-= (8 — 

dK K 

e podemos resolver essa equagao diferencial obtendo 

P(L 0 , K) = C 2 {Lo)& 


Comparando as Equagoes 7 e 8, temos 

P(L, K) = bL"K p 


onde b e uma constante independente de L e K. A hipotese (i) mostra que a > 0 e /3 > 0. 
Observe que, pela Equagao 9, se o trabalho e o capital sao ambos aumentados por um fator 
m , temos 

P(niL, mK) = h(mL) n (niKf' = m" +p bL"K 11 = m a+p P(L, K) 

Se a + /3 = 1, entao P(mL, mK) = mP(L, K), o que significa que a produgao tambem e 
aumentada pelo fator m. Essa e a razao pela qual Cobb e Douglas supuseram que a + [3 = 1, 
portanto. 


P(L, K) = bL a K l ~ a 


Essa e a fungao de produgao de Cobb-Douglas, discutida na Segao 14.1. 
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Exercicios 


1. A temperatura T (em °C)de uma localidade do Hemisferio Norte 
depende da longitude x, da latitude y e do tempo t , de modo que 
podemos escrever T—f(x, y, t). Vamos medir o tempo em horas 
a partir do inlcio de janeiro. 

(a) Qual o significado das derivadas parciais dT/dx, dT/dy e 
dT/dtl 

(b) Honolulu tern longitude de 158° W e latitude de 21° N. Su- 
ponha que as 9 horas em 1° de janeiro esteja ventando para 
noroeste uma brisa quente, de forma que a Oeste e a Sul o ar 
esteja quente e a Norte e Leste o ar esteja mais frio. Voce es- 
peraria que/, (158, 21, 9 ),f y (158, 21, 9) e/, (158, 21, 9) fos- 
sem positivos ou negativos? Explique. 

2. No inlcio desta segao discutimos a fungao I =f(T,H), onde I era 
o humidex; T , a temperatura; e H, a umidade relativa. Utilize a 
Tabela 1 para estimar/r (34, 75) e/« (34, 75). Quais sao as in- 
terpretagdes praticas desses valores? 

3. O Indice de sensagao termica We a temperatura sentida quando 
a temperatura real e T e a velocidade do vento, v. Portanto, po¬ 
demos escrever W =f(T, v). A tabela de valores a seguir foi ex- 
tralda da Tabela 1 da Segao 14.1. 


Velocidade do vento (km/h) 


V 

T \ 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

-10 

-18 

-20 

-21 

-22 

-23 

-23 

-15 

-24 

-26 

-27 

-29 

-30 

-30 

-20 

-30 

-33 

-34 

-35 

-36 

-37 

-25 

-37 

-39 

-41 

-42 

-43 

-44 


(a) Estime os valores def T (—15, 30) e/„( —15, 30). Quais sao as 
interpretagdes praticas desses valores? 

(b) Em geral, o que se pode dizer sobre o sinal de dW/dT e 
dW/dvl 

(c) Qual parece ser o valor do seguinte limite? 

aw 

lim- 

•-»“ dv 

4. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do 
vento v e do tempo t durante o qual o vento se manteve naquela 
intensidade. Os valores da fungao h = /( v, t) sao apresentados 
na seguinte tabela. 


Duragao (horas) 


'X 

5 

10 

15 

20 

30 

40 

50 

20 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

30 

1,2 

1,3 

1,5 

1,5 

1,5 

1,6 

1,6 

40 

1,5 

2,2 

2,4 

2,5 

2,7 

2,8 

2,8 

60 

2,8 

4,0 

4,9 

5,2 

5,5 

5,8 

5,9 

80 

4,3 

6,4 

7,7 

8,6 

9,5 

10,1 

10,2 

100 

5,8 

8,9 

11,0 

12,2 

13,8 

14,7 

15,3 

120 

7,4 

11,3 

14,4 

16,6 

19,0 

20,5 

21,1 


(a) Qual o significado das derivadas parciais dh/dv e dh/dtl 

(b) Estime os valores de/„(80, 15) e/,(80, 15). Quais sao as in- 
terpreta^oes praticas desses valores? 

(c) Qual parece ser o valor do seguinte limite? 

dh 

lim — 

i-»“ at 

Determine os sinais das derivadas parciais da fun§ao/cujo gra- 
fico esta mostrado. 



5. 

6 . 

7. 

8 . 


(a)/v(l, 2) 

(a)/v(—1, 2) 
(a)/„(—1, 2) 
(a)A v ( l, 2) 


(b)/ v (1,2) 
(b)/ v (-l, 2) 
(b)/ yy (-l, 2) 
(b)/„(-l, 2) 


9. As seguintes superficies, rotuladas a,b e c, sao graficos de uma 
fungao/e de suas derivadas parciais/) e/ v . Identifique cada su- 
perflcie e de razoes para sua escolha. 





[4H E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 

1. As Homework Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 


'[sea] E necessario usar um sistema de computagao algebrica 
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10. Um mapa de contorno de uma fungao/e apresentado. Utilize- 
-o para estimar/,(2, 1) e/ v (2, 1). 



11. S ef(x, y) = 16 — Ax 2 — y 2 , determine/,(1, 2) ef y { 1, 2) e inter- 
prete esses numeros como inclinagoes. Ilustre ou com um es- 
bogo a mao ou utilizando o computador. 


Use a definigao de derivadas parciais como limites [4] para 
encontrar f x (x, y) ef y {x, y). 

45. f{x, y) = xy 2 - x 3 y 46. f(x, y) = ' 2 

x + y 

Use a derivagao implfcita para encontrar dzJdx e dz/dy. 

47. x 2 + 2 y 2 + 3z 2 = 1 48. „v 2 - y 2 + z 2 - 2z = 4 

49. = xyz 50. yz + x In y = z 2 

51-52 Determine dzjdx e dz/3y. 

51. (a) z =f/x) + g{y) (b) z =f{x + y) 

52. (a) z = / (x)g(y) (b) z = / (.try) 

(c)z -fix/y) 

53-58 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem. 


12. Sef(x,y) = V4 — x 2 — 4y 2 , determine/(l, 0) e/ v (l, 0) e in- 
terprete esses numeros como inclinagoes. Ilustre ou com um es- 
bogo a mao ou utilizando o computador. 

^ 13-14 Determine/, e/ v e faga os graficos ff x e/ v com domlnios e 
pontos de vista que lhe permitam ver a relagao entre eles. 

13. fix, y) = x 2 y 3 14. f(x,y) =-— 

1 + xrf 


Determine as derivadas parciais de primeira ordem da fungao. 


15. 

fix, y) = y 5 - 3xy 

16. 

fix, y) =x 4 y 3 + 8x 2 y 

17. 

f{x , t) = e~'cos 7 TX 

18. 

fix, t) = Vx In t 

19. 

z — (2x + 3y) 10 

20. 

z = tg xy 

21. 

fix,y)=— 

22. 

fix,) 0= —, 


y 


(.r + y) 2 

23. 

,, , ax + by 

fix, y) =-2. 

24. 

m; = - 


cx + dy 


U + l) 2 

25. 

g (u, v) — iu 2 v - v 3 ) 5 

26. 

f{x, t) = arctg(.rVt) 

27. 

w = sen a cos /3 

28. 

fix, y) = X y 

29. 

F(jc,;y) = £cos (e') dt 

30. 

Fia,P) = jNr 2 + ldt 

31. 

fix, y, z) = xz ~ 5 x 2 yY 

32. 

fix,y, z) — x sen(y — z) 

33. 

w = ln(x + 2y + 3z) 

34. 

w = ze’ 72 

35. 

u = xy sen~'(yz) 

36. 

« = x ylz 

37. 

hix, y, z, t) = x 2 y cos(z It) 



38. 

i, s ajc + I3y 2 

4>{x, y, z, t) ~ 




yz + 8y 2 



39. 

u = y/x 2 + x 2 + ■ ■ ■ + X 

2 

n 


40. 

u = sen(xi + 2 x 2 + • • • + nx„) 


41- 

Determine as derivadas ] 

parciais indicadas. 

41. 

fix, y) = ln(x + yjx 2 + y 

2 ); 

M3, 4) 

42. 

fix, y) = arctg(y/r); Ml, 3) 


43. 

fix, y,z ) = - y - -; 

/v(2, 1,-1) 


x + y + z 



44. f(x, y, z) = yj sen 2 * + sen 

2 y + 

sen 2 z ; /(0, 0, tt/4) 


53. fix, y) = x 3 y 5 + 2x 4 y 54. fix, y) = sen 2 (mx + ny) 

55. w = fu 2 + v 2 56. v = — -=— 

x-y 

57. z = arctg x + 58. V = c""' 

1 — xy 

59-62 Verifique se a conclusao do Teorema de Clairaut e valida, isto 

Mxy Myx- 

59. u = x 4 y 2 — v 4 60. u = e" sen v 

61. u = cos ( x 2 y ) 62. u = ln(x + 2y) 

63-70 Determine a(s) derivada(s) parcial(is) indicada(s). 


63. fQc,y)=x 4 y 2 ~x i y; /«„ f vx 

64. fix,y) = sen(2.r + 5vj; f yxy 

65. f{x,y,z) = ^\ /„, 

66. g (r, s, t) = e r sen(ir); 3™ 

d 3 m 

67. u = e r0 sen 0; —;— 

dr 2 dd 


68 . 


= Uy/v ~ 


69. w = ■ 


du dv dw 

d 3 W d 3 W 


y + 2z ’ dzdydx’ dx 2 dy 
d 6 ll 


70. u = x a y b z c - 


dx dy 2 dz 3 


71. Se/Cv, y , z) = xy 2 z 3 + arcsen (x y/z), determine f xzy . [Dica: Qual 
ordem de diferenciagao e a mais facil?] 


72. Se g(x, y, z) = yj\ + xz + v' l — xy, determine g m . [Dica\ Use 
uma ordem de diferenciagao diferente para cada termo.] 


73. Use a tabela de valores de f(x, y) para estimar os valores de 
f x (3, 2),. M3, 2,2) eMO, 2). 


X 

1,8 

2,0 

2,2 

2,5 

12,5 

10,2 

9,3 

3,0 

18,1 

17,5 

15,9 

3,5 

20,0 

22,4 

26.1 
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74. As curvas de nlvel sao mostradas para uma fungao/. Determine 
se as seguintes derivadas parciais sao positivas ou negativas no 
ponto P. 

(a )/v (b )f y (c)/« 

(fyfxy (C)fyy 



condugao do calor u, =a 2 u„. 

76. Determine se cada uma das seguintes fungoes e solugao da equa¬ 
gao de Laplace u xx + u„ = 0. 

(a) u = x 2 + y 2 (b) u = x 2 — y 2 

(c) u = x 2 + 3 xy 2 (d) u = In yjx 2 + y 2 

(e) u = sen x cosh y + cos x senh y 

(f) u = e~ x cos y — e~ y cos x 

77. Verifique se a fungao u u = 1 /y/x 1 + y 2 + z 2 e uma solugao 

da equagao de Laplace tridimensional »„ + « w + = 0. 

78. Mostre que cada uma das seguintes fungoes e uma solugao da 
equagao da onda u„ = a 2 «„. 

(a) u = sen( kx) sen (akt) 

(b) u = tl(a 2 t 2 — x 2 ) 

(c) u = (x — at ) 6 + (x + at ) 6 

(d) u = senl.v — at) + Inf* + at) 

79. Se/e g sao fungoes duas vezes diferenciaveis de uma unica va- 
riavel, mostre que a fungao 

u(x, t) — f(x + at) + g(x — at) 
e solugao da equagao de onda dada no Exerclcio 78. 

80. Se u = e“ IX]+ “ iX2+ "' + "" A % onde al + ai + ■ ■ ■ + a 2 = 1, mos¬ 
tre que 

d 2 u d 2 u d 2 u 

- y H- - + •••-(- - = u 

dx 2 dxi dx 2 


84. Mostre que a fungao produgao de Cobb-Douglas P = bL a K p sa- 
tisfaz a equagao 

dP dP 

dL dK v H 

85. Mostre que a fungao produgao de Cobb-Douglas satisfaz 
P{L , K 0 ) — Ci(Ko)L a resolvendo a equagao diferencial 

dP P 

-= a — 

dL L 

(Veja a Equagao 6.) 

86 . Cobb e Douglas usaram a equagao P(L, K) = 1,0 IL 0,75 K 026 para 
o modelo de economia norte-americana de 1899 a 1922, onde L 
e a quantidade de trabalho e K, a quantidade de capital. (Veja o 
Exemplo 3 na Segao 14.1.) 

(a) Calcule P L e P K - 

(b) Encontre a produtividade marginal de trabalho e a produti- 
vidade marginal de capital no ano de 1920, quando L = 194 
e K = 407 (em comparagao com os valores atribuldos 
L = 100 e K = 100 em 1899). Interprete os resultados. 

(c) No ano de 1920, o que trouxe mais beneffcios para a produ¬ 
gao: um aumento no capital de investimento ou um aumento 
nos gastos com mao de obra? 

87. A equagao de van der Waals para n mols de um gas e 

( n 2 a \ 

( P + —r j(V - nb) = nRT 

onde Pea pressao, V e o volume efe a temperatura do gas. A 
constante Re a constante universal de gas eaeb sao constantes 
positivas que sao caracterfsticas de um gas em particular. Calcule 
dT/dP e dP/dV. 


88 . A lei dos gases para uma massa fixa m de um gas ideal a tem¬ 
peratura absoluta T, pressao P e volume V e PV = mRT , onde R 
e a constante do gas. Mostre que 

dP_dV_dT^_ _ 
dV dT dP ~ 


89. Para o gas ideal do Exerclcio 88, mostre que 


T 


dP dV 
dT dT 


mR 


90. O Indice de sensagao termica e modelado pela fungao 


81. Verifique que a fungao z — ln(e jr + e y ) e uma solugao das equa- 
goes diferenciais 

dz dz 
— + — = 1 
dx dy 

d 2 z d 2 z ( d 2 z V 
dx 2 dy 2 \dxdy) 

82. A temperatura em um ponto (x, y) de uma chapa de metal e dada 
por T(x, y) = 60/(1 + x 2 + y 2 ), onde T e medido em °C e x, y em 
metros. Determine a taxa de variagao da temperatura no ponto 
(2, 1) em (a) a diregao x e (b) a diregao y. 

83. A resistencia total R produzida por tres condutores com resis- 
tencia R\, Rn e Rj conectados em paralelo em um circuito ele- 
trico e dada pela formula 

_L _ _L _L _L 

R R\ fc Ri 


IV = 13,12 + 0,6215J - 1 l,37i> 0 ' 16 + 0,3965Ji; 0 ’ 16 

onde Tea temperatura (°C) e v, a velocidade do vento (km/h). 
Quando J=—15°Ceu = 30 km/h, quanto voce espera que a 
temperatura aparente IV caia se a temperatura real decrescer em 
1 °C? E se a velocidade do vento aumentar em 1 km/h? 

91. A energia cinetica de um corpo com massa m e velocidade v e 
K = \ mv 2 . Mostre que 

dK d 2 K 

-V = K 

dm dv 1 

92. Sea, be c sao os lados de um triangulo e A,B eC sao os angu- 
los opostos, determine dA/da, dA/db e dA/dc pela derivagao im- 
pllcita da Lei dos Cossenos. 

93. Disseram-lhe que existe uma fungao/cujas derivadas parciais sao 
f x (x, y) — x + Ay ef y (x, y) = 3x — y. Voce deve acreditar nisso? 


Determine dR/dR\. 
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94. O paraboloide z — 6 — x — x 2 — 2y 2 intercepta o piano x = 1 em 
uma parabola. Determine as equagoes parametricas para a reta 
tangente a essa parabola no ponto (1,2, —4). Use urn computa- 
dor para fazer o grafico do paraboloide, da parabola e da reta 
tangente em uma mesma tela. 

95. O elipsoide 4x 2 + 2y 2 + z 2 = 16 intercepta o piano y = 2 em 
uma elipse. Determine as equagoes parametricas da reta tangente 
a essa elipse no ponto (1, 2, 2). 

96. No estudo de penetragao do congelamento descobriu-se que a 
temperatura T no instante t (medido em dias) a uma profundi- 
dade x (medida em metros) pode ser modelada pela fungao 


98. (a) Quantas derivadas parciais de n-esima ordem tern uma fun- 

§ao de duas variaveis? 

(b) Se essas derivadas parciais forem contfnuas, quantas delas 
podem ser distintas? 

(c) Responda a parte (a) da questao para uma fungao de tres va¬ 
riaveis. 

99. (a) Se/(x, y) = x(x 2 + y 2 )~ y2 e sm (*X determine//1, 0). 

[Dica: Em vez de determinar//x, y) primeiro, observe que e 
mais facil utilizar a Equagao 1 ou a Equagao 2.] 

100. (a) Se /( x, y) = -(/x 3 + y 2 , determine/AO, 0). 

101. (a) . Seja 


T(x, t) = T 0 + Tie Ar sen(co/ — Ax) 


onde oo = 2-77-/365 e A e uma constante positiva. 

(a) Determine dT/dx. Qual seu significado ffsico? 

(b) Determine dT/dt. Qual seu significado ffsico? 

(c) Mostre que T satisfaz a equagao do calor T, = lcT xx para uma 
certa constante k. 

(d) Se A = 0,2, T 0 = 0 e T\ = 10, use um computador para tra- 
gar o grafico de T(x, t). 

(e) Qual e o significado ffsico do termo —Ax na expressao 
senfcor — Ax)? 


f(x,y) 


' x 3 y - xy 3 
x 2 + y 2 


se (x, y) ¥= (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0) 

(a) Use um computador para tragar o grafico de/. 

(b) Determine/-(x, y) e/ y (x, v) quando (x, y) ¥= (0, 0). 

(c) Determine /,(0, 0) e/ v (0, 0) usando as Equagoes 2 e 3. 

(d) Mostre que/„(0, 0) = — 1 ef yx ( 0, 0) = 1. 

(e) O resultado da parte (d) contradiz o Teorema de Clairaut? 
Use os graficos defxy cf yx para ilustrar sua resposta. 


97. Utilize o Teorema de Clairaut para mostrar que, se as derivadas 
parciais de terceira ordem de/forem contfnuas, entao 

f*yy ~ fy*y ~ fyy* 



Pianos Tangentes e Aproximacoes Lineares 


Uma das ideias mais importantes em calculo de fungoes com uma unica variavel e que, a me¬ 
dida que damos zoom em torno de um ponto no grafico de uma fungao diferenciavel, esse gra¬ 
fico vai se tornando indistingufvel de sua reta tangente, e podemos aproximar a fungao por 
uma fungao linear (veja a Segao 3.10, no Volume I.) Desenvolveremos ideias semelhantes em 
tres dimensoes. A medida que damos zoom em torno de um ponto na superffcie que e o gra¬ 
fico de uma fungao diferenciavel de duas variaveis, essa superffcie parece mais e mais com 
um piano (seu piano tangente) e podemos aproximar a fungao, nas proximidades do ponto, 
por uma fungao linear de duas variaveis. Estenderemos tambem a ideia de diferencial para 
as fungoes de duas ou mais variaveis. 


Pianos Tangentes 

Suponha que uma superffcie S tenha a equagao z =f(x, >’), onde/tenha derivadas parciais con- 
tfnuas de primeira ordem, e seja P(x 0 , v 0 , z 0 ) um ponto em S. Como na segao anterior, sejam 
Ci e Co as curvas obtidas pela intersecgao dos pianos verticais y = y 0 e x = x o com a superff¬ 
cie S. Entao o ponto P ftca em Ci e C 2 . Sejam 7) e 7' 2 as retas tangentes a curva Ci e C 2 no ponto 
P. Entao o piano tangente a superffcie S no ponto P e definido como o piano que content as 
retas da tangente 7j e T 2 (veja a Figura 1.) 

Veremos na Segao 14.6 que, se C e outra curva qualquer que esteja contida na superffcie 
S e que passe pelo ponto P, entao sua reta tangente no ponto P tambem pertence ao piano tan¬ 
gente. Portanto, podemos pensar no piano tangente a S em P como o piano que content todas 
as retas tangentes a curvas contidas em S que passam pelo ponto P. O piano tangente em P e 
o piano que melhor aproxima a superffcie S perto do ponto P. 

Sabemos da Equagao 12.5.7 que qualquer piano passando pelo ponto P(x a , y 0 , z.o) tem 
equagao da forma 

A{x - Xo) + B(y - y 0 ) + C(z ~ Zo) = 0 

Dividindo essa equagao por C e tomando a = —A/C e b = — B/C, podemos escreve-la como 



FIGURA 1 

O piano tangente content 
as retas tangentes / e T. 
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\J] z ~ Zo = a(x - xo) + b(y - yo) 

Se a Equagao 1 representa o piano tangente em P, sua intersecgao com o piano y = yo pre- 
cisa ser a reta T\. Impondo y = y« na Equagao 1, obtemos 

z ~ Zo = a(x - xo) onde y = yo 

e reconhecemos isso como a equagao (na forma ponto-inclinagao) de uma linha com a incli- 
nagao a. Mas a partir da Segao 14.3 sabemos que a inclinagao da tangente T\ 6f x (x o, yo). Por- 
tanto, a = f x (x 0 , yo). 

Da mesma forma, tomando x = Xo na Equagao 1, obtemos z ~ Zo = b(y — yo), que pre- 
cisa representar a reta tangente T 2 e, portanto, b = f y (x 0 , yo). 


Observe a semelhanga entre a equagao do 
piano tangente e a equagao da reta tangente 

y - yo =f'(x 0 )(x - xo ) 


Suponha que/tenha derivadas parciais contfnuas. Uma equagao do piano tan¬ 
tieme a suncrffcie z = f(x, v) no nonto P(x, -• ~ ' " A "''"—- 


z ~~ zo = f x (x 0 , y 0 )(x - xo) + f y (x 0 , y 0 )(y - yo) 


U1U 0 Visual 14.4A mostra uma 
animagao das Figuras 2 e 3. 


EXEMPLO 1 


(1, 1,3). 


Determine o piano tangente ao paraboloide elfptico z 


SOLUQAO Seja/(x, y) = 2x 2 + y 2 . Entao 

fx(x, y) = 4x f y (x, y) = 2y 

m, i) = 4 mi, i) = 2 


2x 2 + y 2 no ponto 


Portanto, por \2} temos a equagao do piano tangente em (1, 1, 3) como 

z ~ 3 = 4(x - 1) + 2(y - 1) 
ou z = 4x + 2y — 3 

A Figura 2(a) mostra o paraboloide elfptico e seu piano tangente em (1, 1, 3) que encontra- 
mos no Exemplo 1. Nas partes (b) e (c) damos zoom em diregao ao ponto (1, 1, 3) restringindo 
o domfnio da fungao/(x, y) = 2x 2 + y 2 . Observe que, quanto mais ampliamos a regiao proxima 
ao ponto, mais piano parece o grafico da superffcie e mais se parece com o piano tangente. 



FIGURA 2 O paraboloide elfptico z = 2x 2 + y 2 parece coincidir com o piano tangente quando damos zoom em tomo de.(l, 1, 3). 


FIGURA 3 


Dando zoom em tomo 
do ponto (1, 1) no mapa 
de contorno de 

/(x, y ) = 2x 2 + y 2 


Na Figura 3 reforgamos essa impressao dando zoom em torno de (1, 1) no mapa de con¬ 
torno da fungao/(x, y) =2x 2 + y 2 . Observe que, quanto mais ampliamos, mais as curvas de 
nfvel parecem retas igualmente espagadas, o que caracteriza uma regiao plana. 
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Aproximagoes Lineares 

No Exemplo 1 descobrimos que uma equa 9 ao do piano tangente ao grafico da fun 9 ao 
/(x, y) = 2x 2 + y 2 no ponto (1, 1, 3) e z = 4x + 2y — 3. Portanto, em vista da evidencia 
visual nas Figuras 2 e 3, a fun 9 ao linear de duas variaveis 

L(x, y) = 4x + 2y — 3 

e uma boa aproxima 9 ao de f (x, y) quando (x, y) esta proximo de (1, 1). A fun 9 ao L e cha- 
mada linearizagao de/em (1, 1), e a aproxima 9 ao 

/(*, y) « 4x + 2y - 3 

e denominada aproximagao linear ou aproximagao pelo piano tangente de/em (1, 1). 

Por exemplo, no ponto (1,1, 0,95), a aproxima 9 ao linear fomece 

/(1,1, 0,95) « 4(1,1) + 2(0,95) - 3 = 3,3 

que esta bastante proximo do valor verdadeiro de/(l,l, 0,95) = 2(1,l) 2 + (0,95) 2 = 3,3225. 
Se, entretanto, tomarmos um ponto longe de (1, 1), como (2, 3), nao teremos mais uma boa 
aproxima 9 ao. De fato, L( 2, 3) = 11, ao passo que/(2, 3) = 17. 

Em geral, sabemos de \2\ que uma equa 9 ao do piano tangente ao grafico de uma fun 9 ao 
/de duas variaveis que tern derivadas parciais contmuas em um ponto (a, b,f(a, b)) e 


Z =f (a, b ) + /-(a, b)(x - a) + f,(a, b)(y - b ) 


A fun 9 ao linear cujo grafico e esse piano tangente, a saber. 


T] L(x, y) =f{a, b) + f x {a , b)(x - a) + f y (a, b)(y - b ) 

e denominada lineariza 9 ao de/em (a, b), e a aproxima 9 ao 


\T\ fix, y) ~f (a, b) +f x (a, b)(x - a) + f y (a, b)(y - b) 

e chamada aproxima 9 ao linear ou aproximagao pelo piano tangente de/em (a, b). 

Definimos o piano tangente para as superficies z = / (x, y), onde/tem derivadas parciais 
de primeira ordem contmuas. O que acontece s ef x ef y nao sao contmuas? A Figura 4 apre- 
senta uma tal fun 9 ao. Sua equa 9 ao e 


f(x, y) = ' 


xy 


x 2 + y 2 


0 


se (x, y) ¥= (0, 0) 
se (x, y) = (0, 0) 


Podemos verificar (veja o Exercfcio 46) que suas derivadas parciais existem na origem e sao 
f ; ((), 0) = 0 e f y ( 0, 0) = 0, mas / e / nao sao contmuas. A aproxima 9 ao linear seria 
/ (x, y) ~ 0, mas / (x, y) = \ em todos os pontos na reta y = x. Portanto a fun 9 ao de duas 
variaveis pode comportar-se mal mesmo se ambas as derivadas parciais existirem. Para evi- 
tar esse comportamento, introduzimos a ideia de fun 9 ao diferenciavel de duas variaveis. 

Lembremo-nos de que para uma fun 9 ao de uma variavel, y = f (x), se x varia de a para 
a + Ax, definimos o incremento de y como 



FIGURA 4 

f( x ’ y' 1 ~ x 2 + y 2 se ( x ’ y) ^ (0» 0), 

/(o, 0) = 0 


Ay =f(a + Ax) —f(a) 

No Capftulo 3, no Volume I, mostramos que, se/e diferenciavel em a, entao 

~5l Aj =f(a) Ax + eAx onde e —> 0 quando Ax —» 0 

— Esta e a Equacao 3.4.7. 
Considere agora uma fun 9 ao de duas variaveis, z = / (x, v), e suponha que x varie de a 
para a + Ax e y varie de b para b + Ay. Entao, o incremento correspondente de z e 

|~6~| A z = f{a + Ax, b + A y) —/(a, b) 

Portanto, o incremento A z representa a varia 9 ao de valor de/quando (x, y) varia de (a, b) 
para (a + A x, b + A y). Por analogia a [5], definimos a diferenciabilidade de uma fun 9 ao de 
duas variaveis como segue. 
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p7~| Definicao Se z = f (x, y), entao/e diferenciavel em (a, b) se A 7 puder ser ex- 
presso na forma 

A z— fx(a, b) A x + f y (a, b) A y + eiA x + ejA y 
onde £1 e si —> 0 quando (A x, A y) —» (0, 0). 

A Definigao 7 diz que uma fungao diferenciavel e aquela para a qual a aproximagao linear 
0 e uma boa aproximagao quando (x, y) esta proximo de (a, b). Em outras palavras, o piano 
tangente aproxima bem o grafico de / perto do ponto de tangencia. 

Algumas vezes e diffcil usar a Definigao 7 diretamente para verificar a diferenciabilida- 
de da fungao, mas o proximo teorema nos da uma condigao suficientemente conveniente para 
a diferenciabilidade. 


0 Teorema 8 esta demonstrado no Apendice F. 


|~8~| Teorema Se as derivadas parciais/ e/ v existirem perto do ponto (a, b) e forem con- 
tfnuas em (a, b), entao/e diferenciavel em (a, b). 


A Figura 5 mostra 0 grafico da funcdo/e sua linearizacao L no 
Exemplo 2. 



FIGURA 5 


EXEMPLO 2 


Mostre que/(x, y) = xe xy e diferenciavel em (1, 0) e encontre sua linearizagao 
ali. Em seguida, use a linearizagao para aproximar/(l,l, —0,1). 


S0LUQA0 As derivadas parciais sao 

f x (x, y) = e xy + xye^ / y (x, y) = x 2 e xy 

/vd,0)=l f y ( 1, 0) = 1 

Tanto/ v quanto/, sao fungoes contfnuas; portanto,/e diferenciavel pelo Teorema 8. A linea¬ 
rizagao e dada por 

L(x,y) =/( 1, 0) +/-(1, 0)(x - 1) +Z(1, 0)(y - 0) 

= 1 + l(x — l)+l-y = x + y 


A aproximagao linear correspondente e 


xe** ~ x + y 

Assim, /(1,1, -0,1) « 1,1 - 0,1 = 1 

Compare esse valor com o valor real de/(l,l, —0,1) = 1,1 e~ 0,n ~ 0,98542. 


EXEMPLO 3 


No infcio da Segao 14.3 discutimos o humidex (temperatura aparente) I como 
uma fungao da temperatura real T e da umidade relativa H e fornecemos a seguinte tabela de 
valores: 


Umidade relativa (%) 


Temperatura 

real 

(°C) 


\ H 
T \ 

40 

45 

50 

55 

60 

65 

70 

75 

80 

26 

28 

28 

29 

31 

31 

32 

33 

34 

35 

28 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

30 

34 

35 

36 

37 

38 

40 

41 

42 

43 

32 

37 

38 

39 

41 

42 

43 

45 

46 

47 

34 

41 

42 

43 

45 

47 

48 

49 

51 

52 

36 

43 

45 

47 

48 

50 

51 

53 

54 

56 


Determine uma aproximagao linear para o humidex / = / (T, H) quando T esta proximo de 
30 °C e H esta proximo de 60%. Use essa estimativa do humidex quando a temperatura esti- 
ver a 31 °C e a umidade relativa for 62%. 

SOLUf A0 Lemos na tabela que/(30, 60) = 38. Na Segao 14.3 usamos os valores tabelados 
para estimar//{30, 60) ~ 1,75 e//30, 60) ~ 0,3. Assim, a aproximagao linear e 
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f(T, H) ~ /(30, 60) +/K30, 60)(r - 30) +/„(30, 60 )(H - 60) 
« 38 + 1,75(T - 30) + 0,3 (H - 60) 

Em particular, 

y(31, 62) « 38 + 1,75(1) + 0,3(2) = 40,35 
Portanto, quando T = 31 °C e H = 62%, o humidex e 

/ « 40,4 °C 


Diferenciais 

Para uma fun§ao de uma unica variavel, v = /(x), definimos a diferencial dx como uma varia- 
vel independente; ou seja, dx pode valer qualquer numero real. A diferencial de v c definida 
como 

9 dy = /' (x) dx 

(Veja a Se§ao 3.10.) A Figura 6 mostra as relafoes entre o incremento Ay e a diferencial dy: 
Ay representa a varia 9 ao de altura da curva y = f (x) e dy representa a varia 9 ao de altura da 
reta tangente quando x varia da quantidade dx = Ax. 

Para uma fungao de duas variaveis, z =/ (x, y), definimos as diferenciais dx e dy como 
variaveis independentes; ou seja, podem ter qualquer valor. Entao a diferencial dz tambem 
chamada de diferenciacao total, e definida por 




dz dz 

dz = f x (x, y) dx + f\x, y) dy = — dx + — dy 

dx dy 



FIGURA 6 


(Compare com a Equa 9 ao 9.) Algumas vezes a nota 9 ao df c usada no lugar de dz. 

Se tomamos dx = Ax = x — a e dy = Ay = y - b na Equa 9 ao 10, entao a diferencial 
de z e 


dz =fx(a, b)(x - a) + f y (a , b)(y - b) 

E assim, com a nota 9 ao de diferencial, a aproxima 9 ao linear [4] pode ser escrita como 

fix, y) ~ f (a, b) + dz 

A Figura 7 e uma correspondente tridimensional da Figura 6 e mostra a interpreta 9 ao geo- 
metrica da diferencial dz e o incremento A z:dz representa a altera 9 ao da altura do piano tan¬ 
gente, ao passo que Az representa a altera 9 ao da altura da superffcie z = f (x, y) quando 
(x, y) varia de (a, b ) para (a + Ax, b + Ay). 


FIGURA 7 



EXEMPL0 4 


(a) Se z — f (x, y) = x 2 + 3xy — y 2 , determine a diferencial dz. 

(b) Se x varia de 2 para 2,05 e y varia de 3 a 2,96, compare os valores de Az e dz. 
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No Exemplo 4, dz esto proximo de A z porque o piano tan- 
gente e uma boo oproximocoo do superficie z = x*+ 3 xy 
- y 1 perto do ponto (2,3,13). (Veja o Figuro 8.) 



FIGURA8 


soluqao 

(a) Da Definigao 10 vem 

dz dz 

dz = — dx H- dy = ( 2x + 3y) dx + (3x — 2y) dy 

dx dy 

(b) Tomando x = 2, dx = Ax = 0,05, y = 3 e dy = Ay = —0,04, obtemos 

dz = [2(2) + 3(3)]0,05 + [3(2) - 2(3)](—0,04) = 0,65 
O incremento de z e 

Az =/(2,05, 2,96) —/(2, 3) 

= [(2,05) 2 + 3(2,05)(2,96) - (2,96) 2 ] - [2 2 + 3(2)(3) - 3 2 ] 
= 0,6449 

Observe que Az ~ dz, mas dz e mais simples de calcular. 


EXEMPLO 5 


Foram feitas medidas do raio da base e da altura de um cone circular reto e obti- 
vemos 10 cm e 25 cm, respectivamente, com possfvel erro nessas medidas de, no maximo, 0,1 
cm. Utilize a diferencial para estimar o erro maximo cometido no calculo do volume do cone. 


S0LUQA0 O volume V do cone com raio da base r e altura h e V = irr 2 hl3 . Logo, a diferen¬ 
cial de V e 


dV dV 

dV =- dr H- dh 

dr dh 


2Trrh nr 2 

- dr H- 

3 3 


dh 


Como cada erro e de, no maximo, 0,1 cm, temos |Ar| =£ 0,1, I A/;| 0,1. Para estimarmos 

o maior erro no volume, tomamos o maior erro na mensuragao de r e de /?; portanto, toma- 
mos dr = 0,1 e dh = 0,1 para r = 10, h = 25. Isso da 


5007T 1007T 

dV = (0,1) + —p (0,1) = 20 tt 

Assim, o erro maximo cometido no calculo do volume e de cerca de 2077 cm 3 ~ 63 cm 3 . 


Fungoes de Tres ou Mais Variaveis 

Aproxima 5 oes lineares, diferenciabilidade e diferenciais podem ser definidas de maneira ana- 
loga para as fun 9 oes de mais que duas variaveis. Uma fun 9 ao diferenciavel e definida por uma 
expressao semelhante aquela da Defini 9 ao 7. Para essas fun 9 oes a aproximagao linear e 

fix, y, z) ~f{a, h, c) + f x (a, h, c)(x - a) + f y (a, h, c)(y - b) + f z {a, b, c)(z — c) 

e a lineariza 9 ao L(x, v, 7) e o lado direito dessa expressao. 

Se w = f(x, y, z), entao o incremento de w e 


Aw = fix + Ax, y + Aj, z + Az) - fix, y, z) 

A diferencial dw e definida em termos das diferenciais dx, dy e dz das variaveis indepen- 
dentes por 


dw dw dw 

dw = - dx H- dy H- dz 

dx dy dz 


EXEMPLO 6 


As dimensoes de uma caixa retangular sao medidas como 75 cm, 60 cm e 40 
cm, e cada medida foi feita com precisao de 0,2 cm. Use diferenciais para estimar o maior erro 
possfvel quando calculamos o volume da caixa usando essas medidas. 

S0LUQA0 Se as dimensoes da caixa sao x, y e 7 , seu volume e V = xyz', portanto, 


dV 


dV dV dV 

- dx H- dy -\ - dz = yz dx + xz dy + xy 

dx dy dz 


dz 
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Foi-nos dado que |Ax| =£ 0,2, |Ay| =£ 0,2 e |Az | 0,2. Para esdmarmos o maior erro no 

volume, utilizamos, portanto, dx = 0,2, dy = 0,2 e dz = 0,2 junto com x = 75, y = 60 e 
z = 40: * 

AV ~ dV = (60)(40)(0,2) + (75)(40)(0,2) + (75)(60)(0,2) = 1980 

Portanto, um erro de apenas 0,2 cm nas medidas de cada dimensao pode nos levar a um erro 
da ordem de 1.980 cm 3 no calculo do volume! Isso pode parecer um erro muito grande, mas, 
na verdade, e um erro de apenas cerca de 1 % do volume da caixa. 



Exercicios 


1-6 Determine uma equagao do piano tangente a superffcie no 
ponto especificado. 

1 . z = 3y 2 -2x 2 + x, (2,-1,-3) 

2. z = 3(x - l) 2 + 2(y + 3) 2 + 7, (2, -2, 12) 

3. z = \Jxy , (1, 1, 1 ) 

4. z — xe xy , (2, 0, 2) 

5. z = x sen(.r + y), (—1,1,0) 


19. Dado que/e uma fungifo diferenciavel/(2, 5) = 6,/,(2, 5) = 1 
e f y (2, 5) = —1, use uma aproximagao linear para estimar 
/(2,2, 4,9). 

20. Determine a aproximagao linear da fungao/ (jc, y) — 1 — xy cos 
Try em (1, 1) e use-a para aproximar o numero/( 1,02, 0,97). 
Ilustre, tragando o grafico de/e do piano tangente. 

21. Determine a aproximagao linear da fungao 

/( x, y, z) = s/x 1 + y 2 + z 2 em (3, 2, 6) e use-a para aproxi¬ 
mar o numero V(3,02) 2 + (1,97) 2 + (5,99) 2 . 


6 . z — 1n(jc - 2 y ), (3, 1, 0) 

^ 7-8 Desenhe a superffcie e o piano tangente no ponto dado. (Esco- 
lha o domfnio e o ponto de vista de modo a ver tanto a superffcie 
quanto o piano tangente.) Em seguida, de zoom ate que a superffcie 
e o piano tangente se tornem indistingufveis. 

7. z=x 2 + xy + 3y\ (1,1,5) 


8 . z = arctg(xy 2 ), 


( 1 , 1 , - 77 -/ 4 ) 


9-10 Desenhe o grafico de/e de seu piano tangente no ponto dado. 
(Utilize um sistema de computagao algebrica tanto para calcular as 
derivadas parciais quanto para tragar os graficos da fungao e de seu 
piano tangente.) Em seguida, de zoom ate que a superffcie e o piano 
tangente se tornem indistingufveis. 


„ r , , JD sen(* - y) ^ 

9- f(x. y) = , , ..2 , „ 2 , (1. 1, 0) 


( 1 , 1 . 0 ) 


1 + x 2 + y 2 

10. f(x,y) = e~ xyll0 (y/x + Vy + Vxy)' (1. 1, 3e~ 0,1 ) 


22. A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do 
vento v e do tempo t durante o qual o vento se manteve naquela 
intensidade. Os valores da fungao h = /(u, t ) sao apresentados 
na seguinte tabela. Use a tabela para determinar uma aproxima¬ 
gao linear da fungao altura da onda quando v esta proximo de 
80 km/h e t esta proximo de 20 horas. Em seguida, estime a al¬ 
tura das ondas quando esta ventando por 24 horas a 84 km/h. 


Duragao (horas) 


>< 

5 

10 

15 

20 

30 

40 

50 

40 

1,5 

2,2 

2,4 

2,5 

2,7 

2,8 

2,8 

60 

2,8 

4,0 

4,9 

5,2 

5,5 

5,8 

5,9 

80 

4,3 

6,4 

7,7 

8,6 

9,5 

10,1 

10,2 

100 

5,8 

8,9 

11,0 

12,2 

13,8 

14,7 

15,3 

120 

7,4 

11,3 

14,4 

16,6 

19,0 

20,5 

21,1 


11-16 Explique por que a fungao e diferenciavel no ponto dado. A 
seguir, encontre a linearizagao L(x, y) da fungao naquele ponto. 

11. f(x,y)= 1 + x ln(xy -5), (2, 3 ) 

12 . f(x,y) = x 3 y\ (1,1) 

13. f(x, y) = ^ , (2,1) 

14. f(x, y) = y/x + e 4 y , (3,0) 

15. f(x, y) = e^cos y, (jt, 0) 

16. fix, >>) = y +sen(x/y), (0, 3) 

17-18 Verifique a aproximagao linear em (0, 0). 

17. ——- ~ 3 + 2x — 12y 18. -\Jy + cos 2 * = 1 + \y 

4y + 1 


23. Utilize a tabela do Exemplo 3 para encontrar a aproximagao li¬ 
near da fungao humidex quando a temperature esta proxima de 
32 °C e a umidade relativa do ar e de aproximadamente 65%. 
Estime tambem o humidex quando a temperatura e de 33 °C e a 
umidade relativa, 63%. 

24. O fndice de sensagao termica We a temperatura sentida quando 
a temperatura real 6T e a velocidade do vento, v. Portanto, po- 
demos escrever W =f(T , v). A tabela de valores a seguir foi ex- 
trafda da Tabela 1 daSegao 14.1. Use essa tabela para determinar 
a aproximagao linear da fungao de sensagao termica quando T 
estiver a —15 °C e v estiver proximo de 50 km/h. Estime, a se¬ 
guir, a sensagao termica quando a temperatura estiver a —17 °C 
e a velocidade do vento for de 55 km/h. 


gj] E necessario usar uma calculadora grafica ou computador SCA E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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Velocidade do vento (km/h) 


X 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

- 10 

-18 

-20 

-21 

-22 

-23 

-23 

-15 

-24 

-26 

-27 

-29 

-30 

-30 

-20 

-30 

-33 

-34 

-35 

-36 

-37 

-25 

-37 

-39 

-41 

-42 

-43 

-44 


25-30 Determine a diferencial da fungao. 

25. z = e _2 * cos 2TTt 26. u = yjx 1 + 3y* 


27. m = p 5 q' 

29. R = a/3 2 cos A 


28. T = 


v 


1 + uvw 

30. L = 


31. Se z — 5.y 2 + y 2 e ( x , y ) varia de (1, 2) a (1,05, 2,1), compare os 
valores deAzed;. 

32. Se z — x 2 — xy + 3y 2 e (x, y) varia de (3, —1) a (2,96, —0,95), 
compare os valores de A z e dz. 

33. O comprimento e a largura de um retangulo foram medidos 
como 30 cm e 24 cm, respectivamente, com um erro de medida 
de, no maximo, 0,1 cm. Utilize as diferenciais para estimar o 
erro maximo cometido no calculo da area do retangulo. 

34. Use diferenciais para estimar a quantidade de metal em uma lata 
cilmdrica fechada de 10 cm de altura e 4 cm de diametro se o 
metal das tampas de cima e de baixo possui 0,1 cm de espessura 
e o das laterals tern espessura de 0,05 cm. 

35. Utilize diferenciais para estimar a quantidade de estanho em uma 
lata cilmdrica fechada com 8 cm de diametro e 12 cm de altura 
se a espessura da folha de estanho for de 0,04 cm. 

36. O Indice de sensagao termica e modelado pela fungao 

W = 13,12 + 0,62157- ll,37u 0 - 16 + 0,3965ru 0 - 16 

onde Tea temperatura (em °C) e v, a velocidade do vento (em 
km/h). A velocidade do vento e medida como 26 km/h, com uma 
possibilidade de erro de ±2 km/h, e a temperatura e medida como 
— 11 °C, com a possibilidade de erro de ± 1 °C. Utilize as diferen¬ 
ciais para estimar o erro maximo cometido no valor calculado de W 
em decorrencia dos erros de medida em T e v. 

37. A tensao T no cordel do ioio na figura e 

„ _ mqR 
2r 2 + R 1 

onde m e a massa do ioio e g e a aceleragao pela gravidade. Utilize 
as diferenciais para estimar a variagao na tensao se R aumentar de 3 
cm para 3,1 cm e r aumentar de 0,7 cm para 0,8 cm. A tensao 
aumenta ou decresce? 



38. A pressao, o volume e a temperatura de um mol de um gas ideal 
estao relacionados pela equagao PV = 8,3IT, onde P e medida 
em quilopascals, V em litros e T em kelvins. Utilize diferenciais 
para determinar a variagao aproximada da pressao se o volume 
aumenta de 12 L para 12,3 Lea temperatura decresce de 310 K 
para 305 K. 

39. SeRe a resistencia equivalente de tres resistores conectados em 
paralelo, com resistencias Ri, R 2 e R 2 , entao 

J_ _ J_ J_ J_ 

R R\ R 2 7?3 

Se as resistencias sao medidas em ohms como Ri = 25 12, R 2 = 
40 D e R 3 = 50 12, com margem de erro de 0,5% em cada uma, 
estime o erro maximo no valor calculado de R. 

40. Quatro numeros positivos, cada um menor que 50, sao arredon- 
dados ate a primeira casa decimal e depois multiplicados. Utilize 
diferenciais para estimar o maximo erro possfvel no calculo do 
produto que pode resultar do arredondamento. 

41. Um modelo para a area da superffcie do corpo humano e dado 
por S = 72,09w 0A25 h °' 725 , onde we o peso (em quilogramas), h 
e a altura (em centimetres) e S e medida em centimetres qua- 
drados. Se os erros nas medidas d e w eh forem no maximo de 
2 %, use diferenciais para estimar a porcentagem de erro maxima 
na area da superffcie calculada. 

42. Suponha que voce precise saber uma equa§ao do piano tangente 
a superffcie 5 no ponto P{ 2, 1, 3). Voce nao tem uma equa^ao 
para 5, mas sabe que as curvas 

rdO = (2 + 3t, 1 - t 2 , 3-4/ + t 2 ) 

r 2 (u) = (1 + u 2 , 2iP — 1,2 u + 1) 

ambas estao em S. Encontre uma equagao para o piano tangente 
em P. 

Mostre que a fungao e diferenciavel achando valores de ei e 

62 que satisfagam a Definigao 7. 

43. f{x, y) = x 2 + y 2 44. / (x, y) = xy — 5y 2 


45. Demonstre que se/e uma fungao de duas variaveis diferencia- 
veis em (a, b), entao/e contlnua em (a, b). 

Dicer. Mostre que 


lim f(a + A.t, b + Ay) = f (a, b ) 

(Ax,Ay)^(0,0) 


46. (a) A fungao 


f(x,y) 


x i + y2 se (*. y) * (o. o) 

0 se {x, y) = (0, 0) 


foi representada em um grafico na Figure 4. Mostre que//(0, 0) 
e/ v (0,0) existem, mas/nao e diferenciavel em (0. 0). [Dicw. Uti¬ 
lize o resultado do Exerclcio 45.] 

(b) Explique por que/, e/ v nao sao contlnuas em (0. 0). 
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Regra da Cadeia 


Lembremo-nos de que a Regra da Cadeia para uma fungao de uma unica variavel nos dava 
uma regra para derivar uma fungao composta: se y = fix) e x = g(i), ond e/e g sao fungoes 
diferenciaveis, entao y e uma fungao indiretamente diferenciavel de t e 

dy dy dx 

EU dt dx dt 


Para as fungoes de mais de uma variavel, a Regra da Cadeia tem muitas versoes, cada 
uma delas fornecendo uma regra de derivagao de uma fungao composta. A primeira versao 
(Teorema 2) lida com o caso onde z = f (x, y) e cada uma das variaveis x e y e, por sua vez, 
uma fungao de uma variavel t. Isso significa que z e indiretamente uma fungao de t, z = f 
(gif), hit )), e a Regra da Cadeia da uma formula para diferenciar z como uma fungao de t. 
Presumimos que/seja diferenciavel (Definigao 14.4.7.) Lembremo-nos de que este e o caso 
quando/i ef y sao contfnuas (Teorema 14.4.8). 


A Regra da Cadeia (Caso 1) Suponha que z =f(x, y) seja uma fungao diferenciavel 
de x e y, onde x = g(t) e y = h(f) sao fungoes diferenciaveis de t. Entao z e uma fun¬ 
gao diferenciavel de t e 


dz df dx df dy 

dt dx dt By dt 


DEMONSTRAQAO Uma variagao de At em t produz variagoes de Ax em x e Ay em y. Essas, 
por sua vez, produzem uma variagao de A z em z e, da Definigao 14.4.7, temos 

, Bf Bf 

Az = — Ax H—— Ay + Ei Ax + S 2 Ay 
3x By 

onde £] ^ 0 e £2 ^ 0 quando (Ax, Ay) —* (0, 0). [Se as fungoes £1 e £2 nao estao definidas 
em (0, 0), podemos defini-las como 0.] Dividindo ambos os lados desta equagao por A t, 
temos 

Az Bf Ax Bf Ay Ax Ay 

—— =-:-1-— h £1 —-h £2 — f — 

At Bx At By At At At 


Se fizermos A t —> 0, entao Ax = git + At) — g(t ) —> 0 porque g e diferenciavel e, portanto, 
contmua. Da mesma forma. Ay —> 0. Isso, por sua vez, implica que £1 —> 0 e £2 —> 0, por¬ 
tanto 


dz Az 

— = lim —— 
dt a^o At 


Bf Ax Bf Ay j \ Ax , 

= — lim —-1—— lim ——I- lim £1 lim —-h lim e 2 

Bx xt—>o At By a»->o At \A(^o / Ar->o At 


lim 4— 

At—>0 At 


Bf dx Bf dy dx dy 

= —-+ —— + 0 -+ 0 • — 

Bx dt By dt dt dt 


Bf dx Bf dy 
Bx dt By dt 


Como frequentemente escrevemos BzJBx no lugar de 3f/Bx, podemos reescrever a Regra da 
Cadeia na forma 
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Observe a semelhanga com a definigao da di- 
ferencial: 

dz dz 

dz =- dx H- dy 

dx dy 


dz dz dx dz dy 

dt dx dt dy dt 



FIGURA 1 

A curva x = sen 2 1, y = cos t 


EXEMPLI) 1 


Se z = x 2 y + 3 xy 4 , onde x 


sen 2t e y 


cos t, determine dz/dt quando t = 0 


SOLUQAO A Regra da Cadeia fornece 


dz dz dx dz dy 

dt dx dt dy dt 

= (2 xy + 3y 4 )(2 cos 2 1) + ( x 2 + 12xy 3 )(—sen t) 

Nao e necessario substituir as expressoes por x e v em termos de t. Nos simplesmente obser- 
vamos que quando t = 0, temos x = sen 0 = 0 e y = cos 0=1. Portanto, 

= (0 + 3) (2 cos 0) + (0 + 0)(—sen 0) = 6 

t =o 

A derivada no Exemplo 1 pode ser interpretada como a taxa de varia 9 ao de z com relagao a 
t quando o ponto (x, y) se move ao longo da curva C com equa 9 oes parametricas x = sen 2 1, 
y = cos t (Veja a Figura 1.) Em particular, quando t = 0, o ponto Of, y) e (0, 1), e dz/dt = 6 

e a taxa de aumento quando nos movemos ao longo da curva C por (0, 1). Se, por exemplo, 

z = T(x, y) = x 2 y + 3 xy* representar a temperatura no ponto (x, y), entao a fun 9 ao composta 
z = 7Tsen 2 1, cos f) representa a temperatura dos pontos da curva C e sua derivada dz/dt cor- 
responde a taxa de varia 9 ao de temperatura ao longo da curva C. 


dz 

dt 


EXEMPLO 2 


A pressao em P (em kilopascals), volume V (em litros) e temperatura T (em kel- 
vins) de um mol de um gas ideal relacionam-se pela equa 9 ao PV = 8,31 T. Determine a taxa 
de varia 9 ao da pressao quando a temperatura e 300 K e esta aumentando com a taxa de 0,1 
K/s e o volume e 100 L e esta aumentando com a taxa de 0,2 L/s. 


S0LUQA0 Se t representa o tempo decorrido, medido em segundos, entao em um dado ins- 
tante temos T = 300, dT/dt = 0,1, V = 100, dV/dt = 0,2. Como 


pela Regra da Cadeia 

dP 

dt 


T 

P = 8,31 — 

V 

dP dT dP dV _ 8,31 dT _ 8,31 T dV 
dT dt dV dt ~ V dt V 2 dt 


8,31 

100 


(0,1) 


8,31(300) 

100 2 


(0,2) = -0,04155 


A pressao esta decrescendo com a taxa de 0,042 kPa/s. 

Vamos considerar agora a situa 9 ao onde z = fix, v), mas x e v sao fm^oes de outras duas 
variaveis ,v e t: x = g(s , t), y = h(s , t). Entao z e indiretamente uma fun 9 ao de sefe deseja- 
mos determinar dzjds e dz/dt. Lembre-se de que para calcular dz/dt mantemos ,v fixo e calcu- 
lamos a derivada ordinaria de z em rela 9 ao a t. Portanto, aplicando o Teorema 2, obtemos 

dz dz dx dz dy 
dt dx dt dy dt 

Argumento analogo serve para dz/ds, e assim demonstramos a seguinte versao da Regra 
da Cadeia. 
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A Regra da Cadeia (Caso 2) Suponha que z = fix, y ) seja uma fungao diferenciavel 


de x e y, onde x = g(s, t) e v = Ms, t) sao fungoes diferenciaveis de s e t. 


Entao 


dz dz dx dz dy 
ds dx ds dy ds 


dz dz dx dz dy 

dt dx dt dy dt 


EXEMPLO 3 


Se z = e x sen y, onde x = st 2 e y = s 2 t, determine dz/ds e dz/dt. 


SOLUQAO Aplicando o Caso 2 da Regra da Cadeia, obtemos 


dz 

ds 


dz dx dz dy . . . . ,, 

— — + = (e v sen y)(f 2 ) + (e x cos y)(2st) 

ox os oy os 


= t 2 e st sen(s 2 /) + 2 ste sl cos (s 2 t) 


dz 

dt 


dz dx dz dy . . . . ,. ,. 

— — + = (e x sen y)(2st) + (e x cos y)(s 2 ) 

dx dt dy dt 


= 2ste s ’ 2 sen(s 2 t) + s 2 e sr cos(s 2 t) 


O Caso 2 da Regra da Cadeia contem tres tipos de variaveis: set sao variaveis inde- 
pendentes, x e y sao chamadas de variaveis intermediarias, e;ea variavel dependente. 
Observe que o Teorema 3 tem um termo para cada variavel intermediary e que cada um des¬ 
ses termos se assemelha a Regra da Cadeia unidimensional da Equagao 1. 

Para lembrar a Regra da Cadeia, e util desenhar o diagrama em arvore da Figura 2. 
Desenhamos os ramos da arvore saindo da variavel dependente z para as variaveis interme¬ 
diarias x e y a fim de indicar que z e uma fungao de x e y. Entao desenhamos os ramos sain¬ 
do de x e y para as variaveis independentes set. Em cada ramo indicamos a derivada parcial 
correspondente. Para determinar dz/ds, nos determinamos o produto das derivadas parciais 
ao longo de cada caminho de z a s e somamos esses produtos: 



dz dz dx dz dy 
ds dx ds dy ds 


Da mesma forma, para determinar dz/dt usamos os caminhos de z a t. 

Consideremos agora uma situagao mais geral, na qual a variavel dependente u e uma fun¬ 
gao de n variaveis intermediarias xi, . . . , x„, cada uma das quais, por seu turno, e fungao de 
m variaveis independentes ft, ..., t m . Observe que existem n termos, um para cada variavel 
intermediary. A demonstragao e semelhante a do Caso 1. 


|~4~1 A Regra da Cadeia (Versao Geral) Suponha que u seja uma fungao diferenciavel de 
n variaveis Xu x 2 , ... , x n onde cada x ; e uma fungao diferenciavel de m variaveis 
t\, h, ... , t m . Entao u e uma fungao de t\, h,..., t m e 


du 

dti 


du dxi du dx 2 

dXi dti dx 2 dti 


+ 


du dx„ 
dx n dti 


para cada i = 1,2, , m. 


EXEMPLO 4 


Escreva a Regra da Cadeia para o caso onde w = fix, y, z„t)e x = x(u, v ), 
y = y(u, v), z = z(u, v) e t = t(u, v). 


SOLUQAO Aplicamos o Teorema 4 com n = 4 e in = 2. A Figura 3 mostra o diagrama em 
arvore. Apesar de nao termos escrito as derivadas nos ramos, entendemos que se um ramo 
liga yew, entao a derivada parcial para este ramo e dy/du. Com a ajuda do diagrama em 
arvore, podemos escrever as expressoes pedidas: 


w 



/\ /\ /\ /\ 


U V U V U V U V 


FIGURA 3 
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dw 

dw 

dx 


dw 

dy 

dw 

dz 

dw 

dt 

- - 

= - 

— 

+ 

— 

— + 

— 

- + 


— 

du 

dx 

du 


dy 

du 

dz 

du 

dt 

du 

dw 

dw 

dx 


dw 

dy 

dw 

dz 

dw 

dt 

- = 

- - 

— 

+ 

— 

— + 

— 

-+ • 



dv 

dx 

dv 


dy 

dv 

dz 

dv 

dt 

dv 


EXEMPLO 5 


Se u = xfy + y 2 z 3 , onde x = rse', y = rs 2 e ' e z = r 2 s sen t, determine o valor de 
du/ds quando r = 2, s = 1, t = 0. 


SOLUQAO Com o auxflio do diagrama em arvore da Figura 4, obtemos 



r s t r s t r s t 

FIGURA 4 


du du dx du dy du dz 

ds dx ds dy ds dz ds 

= (4 x 3 y)(re') + (x 4 + 2yz 3 ){2rse~') + (3 y 2 z 2 ){r 2 sen t) 

Quando r = 2, s = le 1 = 0, temos x = 2, y = 2 e z = 0, portanto 
du 


ds 


= (64)(2) + (16)(4) + (0)(0) - 192 


EXEMPLO 6 


Se g(s, t) =f(s 2 — t 2 , t 2 — .s' 2 ) e/e diferenciavel, mostre que g satisfaz a equaqao 

dg dg 

t -h s -= 0 

ds dt 


S0LUQA0 Seja x = s 2 — f 2 e y = t 2 — s 2 . Entao g(s, t) = fix, y)ea Regra da Cadeia nos for- 
nece 

dg df dx df dy df . df , „ . 

— = —-+ — — = — (2s) + — (—2s) 

ds dx ds dy ds dx dy 

dq df dx df dy df , , df , 

— = — -+ —— = — (-2 1 ) + — (2 1 ) 

dt dx dt dy dt dx dy 


Portanto, 


t^ + s^= 2 st*- ~ 2s? —) + —2sf — + 2st—\ = 0 

ds dt \ dx dy / \ dx dy 


EXEMPLO 7 


Se z= fix, y) tern derivadas parciais de segunda ordem contfnuas e x = r 2 + s 2 e 
y = 2rs, determine (a) dzjdr e (b) d 2 zjdr 2 . 


SOLUQAO 

(a) A Regra da Cadeia fornece 

dz dz dx dz dy dz dz 

— =-+-- = — (2 r) + — (2s) 

dr dx dr dy dr dx dy 

(b) Aplicando a Regra do Produto na expressao da parte (a), obtemos 


0 


t fz d I dz dz ' 

—x = — 2 r -t- 2s — 


dr \ dx 


dy / 


dz 

d l 

( dz\ 

d 

= 2 — + 2 r 

— 

, — 

1+2 s — 

dx 

dr ' 

{dx 

dr 


Mas, usando a Regra da Cadeia novamente (veja a Figura 5), temos 

\ d f dz\ dx d f dz\ dy d 2 z , , d 2 z , N 

= — — — + — — — = — (2r) +-(2s) 

/ dx \ dx J dr dy \ dx / dr dx* dy dx 


_3_ / dz_ 
dr \ dx 
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A(-UA(-W + A(-W^ (2 , + i!i (2 , t) 

dr \By / dx \dy / dr By \ By J dr dx By dy 


Colocando essas expressoes na Equafao 5 e usando a igualdade das derivadas parciais de 
segunda ordem mistas, obtemos 


d 2 z dz 

= 2 — 
Br~ dx 


+ 2r\ 2r 


d 2 z 

dx 2 


+ 2s 



+ 2s 



dx By 




+ 4 r 2 


dx 


+ 8 rs 


d 2 z 
dx By 


+ 4s 2 


d 2 z 

~df 


Diferenciacao Implicita 

A Regra da Cadeia pode ser usada para dar uma descr^ao mais completa do processo de 
derivaqao implicita introduzida nas Sefoes 3.5, no Volume I, e 14.3. Supomos que uma 
equa^ao da forma F(x, y) = 0 defma v implicitamente como uma fun 9 ao diferenciavel de x, 
isto e, y = fix), onde Fix, fix)) = 0 para todo x no domlnio de/. Se F e diferenciavel, pode- 
mos aplicar o Casa 1 da Regra da Cadeia para diferenciar ambos os lados da cquaeao Fix, y) 
= 0 com rela 5 ao a x. Ja que x e y sao fun 9 oes de x, obtemos 

BF dx BF dy 

-+-- = 0 

dx dx By dx 


No entanto, dx/dx = 1, entao se BF/By t 4 0 resolvemos para dy/dx e obtemos 


E 


Para deduzir essa cquaqao, presumimos que Fix, y) = 0 define y implicitamente como fun- 
§ao de x. O Teorema da Funcao Implicita, demonstrado em calculo avan 5 ado, fornece con- 
di 9 oes sob as quais essa supos^ao e valida: Ele afirma que se F e definida em uma bola 
aberta contendo (a, b ), onde F(a , b ) = 0, F y iu, I?) 7^ 0 e F x e F y sao funqoes contfnuas nessa 
bola, entao a equa 9 ao Fix, 3 ?) = 0 define y como uma fun 9 ao de x perto do ponto (a, I?) e a 
derivada dessa fun 9 ao e dada pela Equa 9 ao 6 . 



BF 


dy 

dx 

F x 

dx 

BF 

Fy 


dy 



EXEMPLO 8 


Determine y' se x 3 + y 2 


6 xy. 


S0LUQA0 A equa 9 ao dada pode ser escrita como 


F(x, y) = x 3 + yd — 6 xy = 0 
e, dessa forma, a Equa 9 ao 6 nos da 


dy F x 3x 2 — 6 y x 2 — 2 y 

dx F y 3 y 2 — 6x y 2 — 2x 


Suponha agora que z seja dado implicitamente como uma fun 9 ao z = f (x, y) por uma 
equa 9 ao da forma Fix, y, z) = 0. Isso significa que Fix, y, f (ar, y)) = 0 para todo (x, y) no 
domlnio de/. Se F e/forem diferenciaveis, utilizamos a Regra da Cadeia para derivar a equa- 
9 ao Fix, y,z) = 0 da seguinte forma: 


dz 

dx 



r s r s 


FIGURA 5 


A solugao do Exemplo 8 deve ser comparada com 
a do Exemplo 2 da Segao 3.5, no Volume I. 


BF Bx BF By BF dz 

-+-+-= 0 

Bx Bx By Bx dz dx 
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Mas, 


d , , d , , 

— O) = 1 e — (}’) = 0 

dx dx 


portanto, essa equaqao se torna 


dF dF dz 

- 1 -= 0 

dx dz dx 


Se dF/dz t 4 0, resolvemos para dz/dx e obtemos a primeira formula das Equaqoes 7. A for¬ 
mula para dz/dy e obtida de uma maneira semelhante. 


m 



dF 


dF 

dz 

dx 

dz 

dy 

dx 

dF 

dy 

dF 


dz 


dz 


A solugao do Exemplo 9 deve ser 
comparada com a do Exemplo 4 
na Segao 14.3. 


Novamente, uma versao do Teorema da Funcao Implicita estipula condiqoes sob as quais 
nossa suposiqao e valida: se F e definida dentro de uma esfera contendo (a, b, c), onde 
F(a, b, c) = 0, F z (a, b, c) 0 e F x , F y e F z sao contfnuas dentro da esfera, entao a equaqao 
F(x, y, z) = 0 define z como uma funcao de x e y perto do ponto (a, /;, c), e as derivadas par- 
ciais dessa funqao sao dadas por [T|. 


EXEMPLO 9 


Determine 
SOLUgAO Seja F(x, y, z) 


— e — se x 3 + y 3 + z 3 + 6 xyz = 1 • 
dx dy 

= x 3 + y 3 + z 3 + 6 xyz — 1. Entao, das Equaqoes 7, temos 


dz 

F x 

3x 2 + 6yz 

x 2 + 2yz 

dx 

F z 

3z 2 + 6 xy 

z 2 + 2xy 

dz 

Fy 

3y 2 + 6 xz 

y 2 + 2 xz 

dy 

F z 

3 z 2 + 6 xy 

z 2 + 2xy 



Exercicios 


1-6 Use a Regra da Cadeia para achar dz/dt ou dw/dt. 

1. z =x 1 + y 2 + xy, x = sen t, y = e' 

2. z = cos (x + 4y), x — 51 4 , y = 1 It 

3. z = yj\ + x 2 + y 2 „ x = In t, y = cos t 

4. z = tg _1 (y/x), x = e', y = 1 — 

5. ui = xe- v/z , x = t 2 , y = l — t, z = 1 + 2 1 

6 . w = lnV-r 2 + y 2 + z 2 , x = sen t , y = cos t, z = tg / 
7-12 Use a Regra da Cadeia para achar <3z/ds e dz/dt. 

7. z = ,r 2 y 3 , x = 5 cos r, y = ,s sen t 

8 . z = arcsenfx — y), x = s 2 + t 2 , y = 1 — 2sr 

9. z = sen 0 cos <fi, 6 — st 2 , 4> = s 2 t 

10 . z = e x+2y , x = s/t, y = t/i 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 


11. z — e r cos 0, r = st, d = *Js 2 + t 2 

12. z = tg(u/v), u = 2s + 3 1 , v = 3s — 2t 

13. Se z —f(x, y), onde/e diferenciavel, e 


-r = 9(0 
9(3) = 2 
9'(3) = 5 
A(2, 7) = 6 

determine dz/dt quando t = 3. 


y = h(t) 
hi?) = 7 
/t'(3) = -4, 
/v(2, 7) = -8 


14. Seja Rfs, 0 = F(u(s, t), v(s, t)), onde F,uev sao diferenciaveis, e 


ui 1 , 0 ) = 2 
u s ( 1, 0) = -2 
ui 1 , 0 ) = 6 
F„(2, 3) = -1 
Encontre W s (l, 0) eff,(l, 0). 


i;(l, 0) = 3 
it,(l, 0) = 5 
v,a, o) = 4 
F„(2, 3) = 10 
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15. Suponha que / seja uma fungao diferenciavel de x e y, e 
g(u, v) =/(e" + sen v, e" + cos v). Use a tabela de valores para 
calcularg„( 0 , 0 ) e g v (0, 0). 



/ 

9 

/* 

fy 

( 0 , 0 ) 

3 

6 

4 

8 

( 1 , 2 ) 

6 

3 

2 

5 


16. Suponha que / seja uma fungao diferenciavel de x e y, e 
g(r, s) =f(2r — s, s 2 — 4 r). Use a tabela de valores do Exercf- 
cio 15 para calcularg r (l> 2) e 2). 

17-20 Utilize um diagrama em arvore para escrever a Regra da 
Cadeia para o caso dado. Suponha que todas as fungoes sejam 
diferenciaveis. 


35. A temperature em um ponto ( x , y) e T(x, >'), medida em graus 
Celsius. Um inseto raste ja, de modo que sua posigao apos t se- 
gundos e dadapor x = Vl + t , y = 2 + j t, onde x ey sao me- 
didos em centimetres. A fungao da temperatura satisfaz 
T x { 2, 3) = 4 e T y ( 2, 3) = 3. Quao rapido a temperatura aumenta 
no caminho do inseto depois de tres segundos? 

36. A produgao de trigo W em um determinado ano depende da tem¬ 
peratura media T e do volume anual das chuvas R. Cientistas es- 
timam que a temperatura media anual esta crescendo a taxa de 
0,15 °C/ano e a quantidade anual de chuva esta decrescendo a 
taxa de 0,1 cm/ano. Eles tambem estimam que, no atual nivel de 
produgao, dW/dT = —2 e dW/dR = 8 . 

(a) Qual e o significado do sinal dessas derivadas parciais? 

(b) Estime a taxa de variagao corrente da produgao de trigo 
dW/dt. 


17. u =/( x, y), onde x = x(r, s, t), y = y(r, s, t ) 

18. R = f (x, y, z, t), onde x = x(u, v, w), y = y(u, v , w), 

z = z(u, V, w), t = t(u, V, w) 

19. w = f(r, s, t), onde r = r(x, y), s = s(x, y), t = t(x, y) 

20. t = f (u, v, w), onde u = u(p, q , r, s), v = v(p, q , r, s), 

w = w(p, q, r, s) 


21-26 Utilize a Regra da Cadeia para determinar as derivadas par¬ 
ciais indicadas. 


21 . z — x 1 + xy 3 , x = uv 2 + w 2 , y — u + ve“\ 
dz dz dz 

—, —, - quando u = 2 , v = 1 , w = 0 

du dv dw 


22 . 


u = yjr 1 + s 2 , 
du du dll 
dx’ dy’ dt 


r = y + x cos t, s = x + y sen t\ 
quando x = 1 , y = 2 , t — 0 


23. w = xy + yz + zx, x = r cos 6, y — r sen 6, z = rd\ 
dw dw 

-, - quando r — 2 , 6 = m2 

dr dd 


24. P = y/u 2 + v 2 + w 2 , u = xe y , v = ye x , w = e^\ 
dP dP 

-, - quando x = 0 , y = 2 

dxdy 


25. 

p + q 

N = - --, 

p + r 

p — u + VW, q 

= v +uw. 


dN dN dN 

dll ' dv' dw 

quando u = 2 

v = 3, 

26. 

u = xe‘ y , x = 

cT 

ll 

t = 7 2 a; 


dll du du 

quando a = — 1 , 

rl 

II 

CO. 


da dfi dy 


27-30 Utilize a Equagao 6 para determinar dy/dx. 

27. y cos x = x 2 + y 2 28. cos(xy) = 1 + sen y 

29. tg^ 1 (x 2 y) = x + xy 2 30. e y sen x = x + xy 

31-34 Utilize as Equagoes 7 para determinar dzJdx e dzJdy. 
31. x 2 + 2y 2 + Iz 2 = l 32. x 2 - y 2 + z 2 ~ 2 z = 4 

33. e z = xyz 34. yz + x In y = z 2 


37. A velocidade da propagagao do som atraves do oceano com sa- 
linidade de 35 partes por milhar foi modelada pela equagao 

C = 1449,2 + 4,6J - 0,055J 2 + 0,00029J 3 + 0,016 D 
onde C e a velocidade do som (em metros por segundo), Tea 
temperatura (em graus Celsius) e D e a profundidade abaixo do 
nivel do mar (em metros). Um mergulhador comega um mergu- 
lho tranquilo nas aguas oceanicas, e a profundidade do mergu- 
lho e a temperatura da agua ao redor sao registradas nos graficos 
a seguir. Estime a taxa de variagao (em relagao ao tempo) da ve¬ 
locidade do som atraves do oceano experimentada pelo mergu¬ 
lhador 20 minutos depois do infcio do mergulho. Quais sao as 
unidades? 



38. O raio de um cone circular reto esta aumentando em uma taxa de 
4,6 cm/s enquanto sua altura esta decrescendo em uma taxa de 
6,5 cm/s. Em qual taxa o volume do cone esta variando quando 
o raio e 300 cm e a altura e 350 cm? 

39. O comprimento €, a largura we a altura h de uma caixa variam 
com o tempo. Em um determinado momento, as dimensoes sao 
€ = lmew = /i = 2 m,feii; estao aumentando em uma taxa de 
2 m/s enquanto h esta decrescendo em uma taxa de 3 m/s. Nesse 
instante, encontre as taxas em que as seguintes quantidades estao 
variando. 

(a) O volume 

(b) A area da superffcie 

(c) O comprimento da diagonal 

40. A voltagem V em um circuito eletrico simples decresce lenta- 
mente a medida que a pilha se descarrega. A resistencia R au¬ 
menta lentamente com o aumento de calor do resistor. Use a Lei 
de Ohm, V = IR, para achar como a corrente / esta variando no 
momento em que R = 400 fi, I = 0,08 A, dV/dt = —0,01 V/s 
e dR/dt = 0,03 fl/s. 

41. A pressao de 1 mol de um gas ideal esta aumentando em uma 
taxa de 0,05 kPa/s e a temperatura esta aumentando em uma taxa 
de 0,15 K/s. Use a equagao no Exemplo 2 para determinar a taxa 
de variagao do volume quando a pressao for 20 kPa e a tempe¬ 
ratura for 320 K. 
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42. Um fabricante modelou sua fungao P da produgao anual (o valor 
de toda essa produgao em milhoes de dolares) como uma fungao 
Cobb-Douglas 

P(L, K) = 1,47 L a65 7f°' 35 

onde Leo numero de horas trabalhadas (em milhares) e K e o 
capital investido (em milhoes de dolares). Suponha que quando 
L — 30 e K — 8, a forga de trabalho esteja decrescendo em uma 
taxa de 2.000 horas trabalhadas por ano e o capital esteja au- 
mentando em uma taxa de $ 500.000 por ano. Encontre a taxa de 
variagao da produgao. 

43. Um lado de um triangulo esta aumentando em uma taxa de 
3cm/s e um segundo lado esta decrescendo em uma taxa de 2 
cm/s. Se a area do triangulo permanece constante, a que taxa 
varia o angulo entre os lados quando o primeiro lado tern 20 cm 
de comprimento, o segundo lado tem 30 cm de comprimento e 
o angulo e ir/6? 

44. Se um som com frequencia/ s for produzido por uma fonte se 
movendo ao longo de uma reta com velocidade v s e um obser- 
vador estiver se movendo com velocidade v„ ao longo da mesma 
reta a partir da diregao oposta, em diregao a fonte, entao a fre¬ 
quencia do som ouvido pelo observador e 

/ 

1 c — v s 

onde c e a velocidade do som, cerca de 332m/s. (Este e o efeito 
Doppler.) Suponha que, em um dado momenta, voce esteja em 
um trem que se move a 34 m/s e acelera a 1,2 m/s 2 . Um trem se 
aproxima de voce da diregao oposta no outro trilho a 40 m/s, 
acelerando a 1,4 m/s 2 , e toca seu apito, com frequencia de 
460 Hz. Neste instante, qual e a frequencia aparente que voce 
ouve e quao rapidamente ela esta variando? 

45-48 Suponha que todas as fungoes dadas sejam diferenciaveis. 

45. Se z =/( x, y), onde x = r cos 9 e y — r sen 9, (a) determine dz/dr 
e dz/dd e (b) mostre que 


50. Se it =/( x, y), onde x = e s cos tey = e s sen t, mostre que 


dz 


dx 


dz 


dy 


— + — = — +-T — 


dz V 


1 


dr 


dz 


de 


d~u dll 

-7 3-7 = £ 

dx 2 dy 2 


d~U dIt 

+ 


ds 2 


dt 2 


51. Se z = fix, y), onde x = r 1 + s 2 ,y — 2rs, determine d 2 zJdr ds. 
(Compare com o Exemplo 7.) 

52. Se z = / (x, y), onde x = r cos 9, e y = r sen 9, determine 
(a) dzJdr, (b) dz/dd e (c) d 2 zJdr d9. 

53. Se z —f{x, y), onde x = r cos 9, ey = r sen 0, mostre que 


d 2 z d 2 z 
- 7 3 - 7 

dx 2 dy 2 


d~z 1 d"z 1 dz 

dr 2 r 2 d9~ r dr 


54. Suponha que z — fix, y), onde x = gis, t) e y = his, f). 
(a) Mostre que 


d 2 z 

dt 2 


d 2 z dx dy d 2 z I dy 

dx 2 \ dt / ~ dx dy dt dt dy 2 \ dt 

dz d 2 X dz d 2 y 

3-7 3-7 

dx dt 2 dy dt~ 

(b) Determine uma formula semelhante para d 2 zJds dt. 

55. Uma fungao/e chamada homogenea de w-esimo grau se sa- 
tisfaz a equagao/(tt, ty) = ffix, y) para todo t, onde n e um in- 
teiro positivo e / tem derivadas parciais de segunda ordem 
contmuas. 

(a) Verifique s efix, y) = xry 3- 2xy 2 3- 5y 3 e homogenea de grau 
3. 

(b) Mostre que, se/e homogenea de grau n, entao 

df + 3f , 

— 3 - y — = "fix, y) 

dx dy 

[Dica: Utilize a Regra da Cadeia para derivar/(tt, ty) com rela- 
gao a f.] 

56. Se/e homogenea de grau n, mostre que 

2 d 2 f d 2 f 

x —y + 2xy —— 3- y — = n(n - 1 )f(x, y) 
dx dx dy dy 


46. Se u = fix, y), onde x = e s cos t e y = e s sen t, mostre que 


dx J \dy 


dll\ 2 (dll 

ds I l dt 


dz dz 

47. Se z = fix — y), mostre que-1-= 0. 

dx dy 

48. Se z = fix, y), onde x = s + tey — s — t, mostre que 


3zV / 3z\ 2 dz dz 
dx ) \ dy J ds dt 


49-54 Suponha que todas as fungoes dadas tenham derivadas par¬ 
ciais de segunda ordem contmuas. 

49. Mostre que qualquer fungao da forma 

z = fix + at) + gix — at) 
e uma solugao da equagao de onda 


d 2 z 

dt 2 


d 2 z 

dx 2 


57. Se/e homogenea de grau n, mostre que 

fxitx, ty) = r-ffx, y) 

58. Suponha que a equagao Fix, y, z) = 0 defina implicitamente cada 
uma das tres variaveis r,yez como fungoes das outras duas: 
z — fix, y), y = gix, z), x = h(y, z). Se F for diferenciavel e F„ 
F y e F z forem todas nao nulas, mostre que 


dz dx dy 
dx dy dz 


59. A Equagao 6 e uma formula para a derivada dy/ dx de uma fun¬ 
gao definida implicitamente por uma equagao F Qc, y) = 0, sendo 
que F e diferenciavel e F y 0. Comprove que se F tem deriva¬ 
das contmuas de segunda ordem, entao uma formula para a se¬ 
gunda derivada de y e 

d^y = _ / „/V 2F.F.F. ■ F F 2 

dx 2 Fy 3 


[Dica: Seja «=r + at, v = x — at.) 
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Derivadas Direcionais e o Vetor Gradiente 


A Figura 1 mostra um mapa de contorno da fungao temperatura T(x, y) para a China as 15 
horas em 28 de dezembro de 2004. As curvas de m'vel, ou isotermicas, ligam-se as localida- 
des que tern a mesma temperatura. A derivada parcial T x em um local como Chongqing e a 
taxa de variagao da temperatura com rclacao a distancia se nos movermos para o leste a par- 
tir de Chongqing; T y e a taxa de variagao da temperatura se nos movermos para o norte. Mas, 
e se quisermos saber a taxa de variacao da temperatura quando viajamos para sudoeste ou 
em alguma outra diregao? Nesta segao, introduziremos um tipo de derivada, chamada deri¬ 
vada direcional, que nos permite encontrar a taxa de variacao de uma fungao de duas ou mais 
variaveis em qualquer direcao. 

Derivadas Direcionais 

Lembremo-nos de que, se z =/ (x, v), as derivadas parciaise j\ sao definidas como 



FIGURA 1 


m 


fix o, y 0 ) = lim 
/* —>0 


fix 0 + h,yo) -f(x 0 ,y 0 ) 
h 


f y (x o, Jo) = lim 


fix 0 , yp + h) - fix 0 , yo) 
h 


e representam as taxas de mudanca de z nas diregoes x e y, ou seja, na diregao dos vetores de 
unidade i e j. 

Suponha que queiramos determinar a taxa de variagao de z em (x 0 , Vo) na diregao de um 
vetor unitario arbitrario u = (a, b). (Veja a Figura 2.) Para faze-lo, devemos considerar a 
superficie S com equagao z = f (x, y) (grafico de/) e tomar z 0 = f (x 0 , y n ). Entao o ponto 
P(x o, jo, Zo) esta em S. O piano vertical que passa por P na diregao de u intercepta S em uma 
curva C. (Veja a Figura 3.) A inclinagao da reta tangente 7' a C em Pea taxa de variagao de 
Z na diregao de u. 

z,, 


FIGURA 3 x 



P(x 0 , y 0 , z 0 ) 



FIGURA 2 

Um vetor unitario u = (a, b) = (cos 6 , sen 6) 


EQ9 Visual 14.BA mostra uma animagao 
da Figura 3 ao rotacionar u e, portanto T. 


Se Q{x, y, z) e outro ponto sobre C e P\ Q' sao as projegoes de P, Q sobre o piano xy, 
entao o vetor P'Q' e paralelo a u e, portanto 

P'Q' = hu = (ha, hb) 

para alguma escalar h. Logo, x — x 0 = ha, y — y 0 = hb, portanto x = Xo + ha, y = y 0 + hb, e 
Az _ z - zo _ fix o + ha, y 0 + hb) - /(x 0 , yo) 
li li h 
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Se tomarmos o limite quando h —> 0, obteremos a taxa de vari acao de z na diregao de u, que 
e chamada derivada direcional de/na diregao e sentido de u. 


Definicao 


u = (a, b) e 


A derivada direcionada de/em (jco, ) ! o) na diregao do vetor unitario 


D u f(x 0 ,y 0 ) = lim 

h —>0 


f(x o + ha,yo + hb) -f(x 0 ,y 0 ) 
h 


se esse limite existir. 


Comparando a Definigao 2 com as Equagoes |T], vemos que, se u = i = (1,0), entao 
D\f = f x e se u = j = (0, 1), entao D s f = /. Em outras palavras, as derivadas parciais de/ 
relacionadas a x e y sao apenas casos especiais da derivada direcional. 


EXEMPL0 1 


Use o mapa climatico na Figura 1 para estimar o valor da derivada direcional da 
fungao da em Chongqing na diregao Sudoeste. 


S0LUQA0 O vetor unitario na diregao Sudeste e dado por u = — (i + j )/v / 2, mas nao neces- 
sitaremos dessa expressao. Em vez disso, inicialmente tragamos uma reta que passa por 
Chongqing na diregao sudeste. (Veja a Figura 4.) 


FIGURA 4 



Aproximamos a derivada direcional D U T pela taxa media da variagao da temperatura 
entre os pontos onde essa linha intercepta as isotermicas T = 5 e 7’ = 10. A temperatura no 
ponto sudoeste de Chongqing 6 T = 10°Cea temperatura no ponto nordeste de Chongqing 
e T = 5 °C. A distancia entre esses pontos parece ser aproximadamente de 380 km. Portan- 
to a taxa de variagao da temperatura na diregao sudoeste e 

10-5 5 

D u T =-=-« 0,013 C/km 

380 380 1 

Quando calculamos a derivada direcional de uma fungao definida por uma formula, 
geralmente usamos o seguinte teorema: 


3 Teorema S e/e uma fungao diferenciavel de x e v, entao/tern derivada direcio¬ 
nal na diregao de qualquer vetor u = (a, b) e 

Daf (x, y) = f x (x, y)a + f y (x, y)b 


DEM0NSTRAQA0 Se definirmos uma fungao g de uma unica variavel h por 


g(h) = f(x o + ha, yo + hb) 
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entao, pela dcfinicao de derivada direcional, temos 


s 


Sf'(0) = lim 

h^O 


g{h) - g( 0) 
h 


= D u f(x 0 , y 0 ) 


f(x o + ha,y 0 + hb ) - /(x 0 ,yo) 

lim------— 

h^O h 


Por outro lado, podemos escrever g(h) = fix, y), onde x = Xo + ha, y = vn + hb e, pela Regra 
da Cadeia (Teorema 14.5.2), vem 

df dx Bf dy 

9 0) = + irfiT = f* (x ' y)a + fy( x ,y) h 

ox an dy an 

Se tomarmos h = 0, entao x = xo, y = yo, e 

XI = ^o ) a + fy ( Xo > y °) b 

Comparando as Equacoes 4 e 5, vemos que 

D u f(x o, y 0 ) = fifxo, y 0 ) a + f y (x 0 , y 0 ) b 

Se o vetor unitario u faz um angulo 6 com o eixo x positivo (como na Figura 2), entao 
podemos escrever u = {cos 0 , sen 9) e a formula do Teorema 3 fica 

X D u f(x, y) = f x (x, y) cos 6 + f y (x, y) sen 9 


EXEMPLO 2 


Encontre a derivada direcional D u f(x, y) se 
fix, y) = x 3 — 3 xy + 4y 2 

e u e o vetor unitario dado pelo angulo 9 = tt/6. Qual sera D u f( 1, 2)? 
SOLUQAO A Formula 6 da 


Duf(x, y) = fix, y) cos + fix, y) sen 

o o 

= (3x 2 - 3y) + (~3x + 8y) \ 

= \[iyf3x 2 - 3x + (8 - 3^3 )y] 


Portanto, 


Duf( 1, 2) = |[3^/3 (l) 2 - 3(1) + (8 - 3^3 )(2)] = 


13 ~ 3^3 


0 Vetor Gradiente 

Observe no Teorema 3 que a derivada direcional de uma funcao diferenciavel pode ser escri- 
ta como o produto escalar de dois vetores: 

X D a fix,y)= fix, y)a + fix, y)b 

= (fix, y),fix, y)> • (a, b) 

= (fix, y),fix, y)) • u 

O primeiro vetor no produto escalar ocorre nao somente no computo da derivada direcional, 
mas tambem em muitas outras situacoes. Assim, daremos a ele um nome especial (o gra¬ 
diente de/) e uma notaqao especial (grad/ou V/, que lemos “del/”). 


8 Definicao Se/e uma fungao de duas variaveis xey, entao o gradiente de/e a 

funcao vetorial V/definida por 


V/(x,y) = (fix, y), f(x, y)) = 

df.. df . 

- 1 3- 1 

dx dy 


A derivada direcional D„/( 1, 2) no Exemplo 2 
representa a taxa de variagao de z na diregao 
de u. Isso e a inclinagao da reta da tangente 
para a curva de intersecgao da superffcie 
z = y? ~ 3xy + 4/ e o piano vertical por 
(1, 2, 0) na diregao de u mostrado na Figura 5. 



6 


FIGURA 5 
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0 vetor gradiente V/(2, -1) do Exemplo 4 e 
mostrado na Figura 6 com ponto inicial (2, -1). 
Tambem e mostrado o vetor v, que da a 
diregao da derivada direcional. Ambos os 
vetores estao sobrepostos ao mapa de contorno 
do grafico de /. 



V x 



FIGURA 6 


EXEMPLO 3 


S e. fix, y) = sen x + e xy , entao 


V/ ( x , y ) = </„/,) = <cos x + ye xy , xe*») 


e 


V/(0, 1) = (2, 0) 


Com a notagao de vetor gradiente, podemos reescrever a Equagao 7 para a derivada dire¬ 
cional de uma fu ngao diferenciavel como 


s 


Isso expressa a derivada direcional na diregao de u como a projegao escalar do vetor gra¬ 
diente sobre u. 


D u f (x, y) = V/(x,y) • u 


EXEMPLO 4 


Determine a derivada direcional da fu ncao /'(x, v) = x 2 y 3 — 4v no ponto 
(2, — 1) na diregao do vetor v = 2i + 5j. 


S0LUQA0 Primeiramente, vamos calcular o vetor gradiente em (2, — 1): 


V fix, y) = 2xy 3 i + ( 3x 2 y 2 — 4)j 
V/(2, — 1) = —4i + 8j 

Observe que v nao e um vetor unitario, mas, como | v | = ^/29, o vetor unitario na diregao 
de v e 

v 2 . 5 , 

U ~ | v | ~ V29 * + V29 J 

Portanto, pela Equagao 9, temos 

D u /(2, -1) = V/(2, -1) • u = ( 4i + 8j) • (^Li + -JLjJ 


-4•2 + 8 • 5 
V29 


32 

V29 


Fungoes de Tres Variaveis 

Para as fungoes de tres variaveis podemos definir derivadas direcionais de modo semelhan- 
te. Novamente D a f(x, y, z) pode ser interpretado como a taxa de variagao da fungao na dire¬ 
gao de um vetor unitario u. 


[lO] Definicao A derivada direcionada de/em (xo, yo, Zo) na diregao do vetor uni¬ 
tario u = (a, b, c) e 


D u f{x o, yo, zo) = lim 

h-* 0 


fix o + ha, y 0 + lib, z 0 + he) - /(x 0 , y Q , z 0 ) 
h 


se esse limite existir. 


Se usarmos a notagao vetorial, poderemos escrever tanto a definigao (2) quanto a (10) da 
derivada direcional na forma compacta 


0 


Du fix 0 ) = lim 

h^O 


fix 0 + h u) ~/(xo) 

h 


onde Xo = (xo, yo) se n = 2 e Xo = (xo, yo, Zo) se n = 3. Isso era esperado, porque a equagao 
vetorial da reta que passa por Xo na diregao do vetor u e dada por x = Xo + fu (Equagao 
12.5.1), e, portanto,/(xo + Im ) representa o valor de/em um ponto dessa reta. 

Se/(x, y, z) for diferenciavel e u = (a, b, c), entao o mesmo metodo usado na demons- 
tragao do Teorema 3 pode ser usado para mostrar que 
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12 


D u f(x, y, z) = fix, y, z)a + fix, y, z)b + fix, y, z)c 


Para uma funcao/de tres variaveis, o vetor gradiente, denotado por V/ ou grad/, e 

V/ (x, y, z) = {fix, y, z),f y (x, y, z),flx, y, z)) 

ou, de modo mais abreviado, 


13 


v/= < 


df . , df df 

-l H-H-k 

dx dy dz 


Entao, como para as fungroes de duas variaveis, a Formula 12 para a derivada direcional pode 
ser reescrita como 


0 


D„f(x, y, z) = V/ (x, y,z) ■ u 


EX E Pi PILO 5 


Se/(x, y, z) = x sen yz, (a) determine o gradiente de/e (b) determine a deri¬ 
vada direcional de/em (1, 3, 0) na diregao de v = i + 2j — k. 


S0LUQA0 

(a) O gradiente de/e 


V/ (x, y, z) = (fix, y, z),f y (x, y, z), fix, y, z)) 


= (sen yz, xz cos yz, xy cos yz) 

(b) No ponto (1, 3, 0) temos V/ (1, 3, 0) = (0, 0, 3). O vetor unitario na dirccao de 
v = i + 2j - k e 

1 2 1 

u- 7T + 7^ j 7<r k 


Portanto, da Fquacao 14, vem 

£>„/(!, 3,0) = V/(l, 3, 0) • u 



Maximizando a Derivada Direcional 

Suponha que tenhamos uma funyao/de duas ou tres variaveis e consideremos todas as deri- 
vadas direcionais possfveis de/em um ponto determinado. Isso nos dara a taxa de variagao 
de/em todas as dirccoes possfveis. Podemos entao perguntar: em qual dessas direcoes/varia 
mais rapidamente e qual a taxa maxima de variagao? A resposta a essas perguntas e dada pelo 
seguinte teorema. 


15 


Teorema 


Suponha que/seja uma funcao diferenciavel de duas ou tres variaveis. 


O valor maximo da derivada direcional D a f(x ) e I V/(x)| ocorre quando u tern a mesma 


direcao do vetor gradiente V/(x). 


U1S Visual 14.BB realiza uma confirma- 
gao visual do Teorema 15. 


DEM0NSTRAQA0 Da Equa^ao 9 ou 14 temos 


D u f= V/- u = |V/11 u | cos 9 = |V/1 cos 9 
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FIGURA7 

Em (2, 0) a fungao no Exemplo 6 aumenta mais 
rapido na diregao do vetor gradiente 
V/(2, 0) = (1, 2). Na Figura 7 observe que 
esse vetor parece ser perpendicular a curva de 
nivel que passa por (2, 0). A Figura 8 mostra o 
grafico de/e o vetor gradiente. 



FIGURA 8 


onde 9 6 o angulo entre V/ e u. O valor maximo de cos 9 6 1 e isso ocorre quando 9 = 0. 
Logo, o valor maximo de D„f 6 | V/1 e ocorre quando 9 = 0, ou seja, quando u tern a mesma 
diregao que V/. 


EXEMPLO 6 


(a) Se f (x, v) = xe y , determine a taxa de variagao de / no ponto P{ 2, 0) na diregao de P a 

Q(i 2 ). 

(b) Em que diregao/tem a maxima taxa de variagao? Qual e a maxima taxa de variagao? 

S0LUQA0 

(a) Primeiro calcularemos o vetor gradiente: 

V/ (x, y) = ( f x ,f y ) = (e, xe y ) 

V/(2, 0) = (1, 2) 

O vetor unitario na diregao PQ = (—1,5, 2) e u = (— §, f), logo a taxa de variagao de/na 
diregao que vai de P a Q 6 

Duf (2, 0) = V/(2, 0) • u = (1, 2) • (- |, I) 

= K- 1 ) + 2© 1 

(b) De acordo com o Teorema 15, / aumenta mais depressa na diregao do gradiente 
V/(2, 0) = (1, 2). A taxa maxima de variagao e 

I V/ (2, 0)| = |(1, 2)| = V5 


EXEMPLO 7 


Suponha que a temperatura em um ponto (x, y, z) do espago seja dada por 
T(x, y, z) = 80/(1 + x 2 + 2y 2 + 3/), onde T 6 medida em graus Celsius e x,y e z em metros. 
Em que diregao no ponto (1, 1, —2) a temperatura aumenta mais rapidamente? Qual e a taxa 
maxima de aumento? 


S0LUQA0 O gradiente de T6 


„ dT dT dT 
VT= — i + —j + —k 
dx dy dz 

160x 


-i — 


320/’ 


480z 


(1 + jc 2 + 2y 2 + 3 z 2 ) 2 {\ + x 2 + 2y 2 + 3z 2 ) 2 (l + x 2 + 2y 2 + 3z 2 ) 2 

160 / • o • , M 

(-X 1 - 2yj - 3zk) 


(1 + x 2 + 2y 2 + 3z 2 )" 


No ponto (1, 1, —2), o vetor gradiente e 

vr(l, 1 , -2) = K-i - 2 j + 6k) = f(-i - 2 j + 6k) 

Pelo Teorema 15, a temperatura aumenta mais rapidamente na diregao do vetor gradiente 
V7(l, 1, —2) = | (— i — 2j + 6k) ou, de forma equivalente, na diregao de — i — 2j + 6k ou 
o vetor unitario (—i — 2 j + 6 k)///!. A taxa maxima de aumento e o modulo do vetor gra¬ 
diente 

| Vr(l, 1, - 2 ) | = f | —i — 2 j + 6k| =fV4l 

Portanto, a taxa maxima de aumento da temperatura e § y[\i ~ 4°C/m. 

Pianos Tangente as Superficies de Nivel 

Suponha que S seja a superffcie com a equagao F(x, y, z) = k, ou seja, uma superffcie de mvel 
de uma fungao F de tres variaveis, e seja P(x 0 , vo, z.u) um ponto em S. Seja C qualquer curva 
na superffcie S e que passe pelo ponto P. Lembremo-nos da Segao 13.1 que a curva C 6 des- 
crita por uma fungao vetorial contfnua r(t) = (x(t), y{t), z(t)). Seja to o valor do parametro 
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correspondente ao ponto P; ou seja, r(?o) = (xo, y 0 , zo). Como C pertence a S, qualquer ponto 
(x(t), y(t), z(t )) precisa satisfazer a equagao de S, ou seja, 

^g] F(x(t), y(t), z( 0) = k 

Se x, y e z sao fundoes diferenciaveis de t e F tambem diferenciavel, entao podemos usar a 
Regra da Cadeia para diferenciar ambos os lados da Equagao 16 como segue: 


0 


dF dx dF dy dF dz 

-b-b-= 0 

dx dt dy dt dz dt 


Mas, ja que VF = (F x , F y , F z ) e r'(t) = (x'(t), y'(t), z'it)), a Equagao 17 pode ser escrita em 
termos de produto notavel como 


VF • r'(f) = 0 


Em particular, quando t = to, temos r(/o) = ( Xo, yo, Zo), e assim 


18 


VF(x 0 , yo, zo) ■ r'(fo) = 0 


A Equacao 18 nos diz que o vetor gradients em P, VF(x o, yo, Zo), e perpendicular ao vetor 
tangente r'(fo) a qualquer curva C em S que passe por P. (Veja Figura 9.) Se VF(x o, yo, zo) 
¥= 0, e natural definir o piano tangente a superffcie de nivel F(x, y,z) = k em P(x 0 , yo, zo) 
como o piano que passa por P e tern vetor normal V F(xo, yo, Zo). Utilizando a equaqiio geral 
do piano (Equacao 12.5.7), podemos escrever a equagao do piano tangente como 


19 


F x (x o, y 0 , zo)(x - xo) + F y (xo, yo, zo)(y - yo) + F z (x 0 , yo, zo)(z - zo) = 0 



A reta normal a S em Pea reta passando atraves de P e perpendicular ao piano tangen¬ 
te. A direcao da reta normal e, portanto, dada pelo vetor gradiente VF(x 0 , y 0 , Zo) e, assim, pela 
Equagao 12.5.3, suas equagoes simetricas sao 

2 q| x - Xq _ y ~ yo _ z - z 0 

F x {xo,yo,z 0 ) F y (xo,yo,z 0 ) F : (x 0 ,yo,z 0 ) 

No caso especial em que a equagao de uma superffcie S e da forma z = fix, y) (ou seja, 
Seo grafico da fungao/de duas variaveis), podemos reescrever a equagao como 

Fix, y, z) = fix, y) - z = 0 

e considerar S como uma superffcie de nfvel (com k = 0) de F. Entao 

Ffx o, y 0 , Zo) = fxixo, yo) 

F y ixo, yo, zo) = fyixo, yo) 

Ffx o, y 0 , zo) = -1 

de modo que a Equagao 19 se torna 

f x ixo, y 0 )(x - x 0 ) + f y (xo, yo)(y - yo)- (z - zo) = 0 

que e equivalente a Equagao 14.4.2. Entao, nossa nova, mais geral, definigao de piano tan¬ 
gente e consistente com a definigao que foi dada no caso especial da Segao 14.4. 


EXEMPL0 8 


Determine as equagoes do piano tangente e da reta normal no ponto 
(—2, 1, —3) ao elipsoide 


2 2 
X 9 z 

— + y 2 + — = 3 

4^9 


S0LUCA0 O elipsoide e a superffcie de nfvel (com k = 3) da fungao 

F(x,y,z)=^ + y 2 + ^ 
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CALCULO 


A Figura 10 mostra o elipsoide, o piano 
tangente e a reta normal do Exemplo 8. 



Portanto, temos 


x Zz 

F x (x, y,z) = — F y (x, y, z) = 2y F : {x, y,z)=-^~ 

F x (~ 2, 1,-3) = -1 F y (- 2, 1,-3) = 2 F : {- 2, 1, —3) -1 

Entao, da Equagao 19, temos que a equagao do piano tangente no ponto (—2, 1, — 3) e 
-1 (jc + 2) + 2(y ~ 1) - | (z + 3) = 0 
que pode ser simplificada para 3x — 6y + 2z + 18 = 0. 

Pela Equagao 20, as equagoes simetricas da reta normal sao 

x + 2 y — I z + 3 


Importancia do Vetor Gradiente 

Vamos resumir agora as maneiras pelas quais o vetor gradiente e importante. Primeiro, con- 
sideramos uma fungao / de tres variaveis e um ponto P(x o, yo, Zo) em seu domfnio. Por um 
lado, sabemos do Teorema 15 que o vetor gradiente Vf(x o, yo, Zo) da a diregao de um aumen- 
to mais rapido de/. Por outro, sabemos que Vf(x o, yo, Zo) e ortogonal a superffcie de nfvel S 
de/em P. (Consulte a Figura 9.) Essas duas propriedades sao compatfveis intuitivamente 
porque, quando nos afastamos de P em uma superffcie de nfvel S, o valor da fungao/nao se 
altera. Parece razoavel que, se nos movermos em uma diregao perpendicular, obteremos o 
maior aumento. 

De maneira semelhante, consideramos uma fungao / de duas variaveis e um ponto 
P(x o, yo) em seu domfnio. Novamente, o vetor gradiente V/(xo, yo) da a diregao de um aumen¬ 
to mais rapido de/. Da mesma forma, pelas consideragoes semelhantes a nossa discussao dos 
pianos tangente, pode ser mostrado que V/ (xo, yo) e perpendicular a curva de nfvel 
f (x, y) = k que passa por P. Mais uma vez, isso e intuitivamente plausfvel porque os valores 
de/continuam constantes a medida que movemos ao longo da curva. (Veja a Figura 11.) 




FIGURA 11 FIGURA 12 


Se considerarmos um mapa topografico de um morro e se / (x, y) representar a altura 
acima do nfvel do mar do ponto de coordenadas (x, v), entao a curva de aclive maximo pode 
ser desenhada como na Figura 12, fazendo-a perpendicular a todas as curvas de contorno. 
Esse fenomeno pode ser observado na Figura 12 na Segao 14.1, onde o Lonesome Creek 
segue a curva de declive maximo. 

Os sistemas de computagao algebrica tern comandos que tragam alguns vetores gradien- 
tes. Cada vetor gradiente V/ (a, b) e tragado partindo-se do ponto ( a , b). A Figura 13 mostra 
esse grafico (chamado campo de vetor gradiente) para a fungao f (x, y) = x~ — y 1 sobreim- 
posto a um mapa de contornos de/ Como esperado, os vetores gradientes apontam na dire¬ 
gao "ladeira acima” e sao perpendiculares as curvas de nfvel. 
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FIGURA 13 




Exercicios 


1. E dado o mapa de contornos mostrando a pressao barometrica 
em hectopascais (hPa) na Australia ern 28 de dezembro de 2004. 
Estime o valor da derivada direcional da fungao pressao em 
Alice Springs na diregao de Adelaide. Quais sao as unidades da 

HprivaHa Hirf»r*innal 9 



2. O mapa de contorno mostra a temperatura maxima media em 
novembro de 2004 (em °C). Estime o valor da derivada direcio¬ 
nal da fungao da temperatura em Dubbo, New South Wales, na 
diregao de Sydney. Quais sao as unidades? 



3. Uma tabela de valores do rndice de sensagao termica 
W —f(T, v ) e dada no Exercfcio 3 da Segao 14.3. Use-a para es- 
timar o valor de D„f{— 20, 30), onde u = (i + j)/\/2". 

4-6 Determine a derivada direcional de / no ponto dado e na dire¬ 
gao indicada pelo angulo d. 

4. fix, y ) = xY - x 4 y\ (1,1), d = tt/6 

5. f(x, y) = ye-\ (0, 4), 6 = 2n/3 

6 . fix, y) = e x cos y, (0, 0), 6 = tt/A 

7-10 

(a) Determine o gradiente de/. 

(b) Calcule o gradiente no ponto P. 

(c) Determine a taxa de variagao de/em P na diregao do vetor u. 

7- f{x,y) = sen(2.r+ 3y), P(- 6 , 4), u = |(V3i - j) 

8. f(x,y)=y 2 /x, P( 1 , 2 ), u = f ( 2 i + V5j) 

9. f{x,y,z) = xeY P( 3,0,2), u = (|, - |, |) 

10. f(x, y, z) = yfx + yz, P( 1, 3, 1), u = ( 7 , 7 , 7 ) 

11-17 Determine a derivada direcional da fun 9 ao no ponto dado na 
diregao do vetor v. 


11 . 

fix,y) = 

e x sen y. 

(0, tt/3), 

v = (—6, 8) 


12. 

II 

X 

(1, 2), 

v = <3, 5) 




x- + / 




13. 

g(p . <D = 

p 4 — p 2 q 3 , 

(2, 1), 

v = i + 3j 


14. 

g(r, S ) = 

tg -\rs). 

(1,2), 

v = 5i + lOj 


15. 

f(x, y,z ) 

= xe y + ye z 

+ ze \ 

(0, 0, 0), v = 

= <5, 1, -2) 

16. 

fix, y, z) 

= Vxyz, 

(3, 2, 6), 

, v = <-!,- 

-2,2) 

17. 

h (r, s, t ) 

= ln(3r + 6.v + 9 1 ), 

(1, 1, 1), v = 4i + 12j + 6k 


^ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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18. Use a figura para estimar £>„/(2, 2). 


y 

1 ^_(2, 2) 


u 


\V/(2, 2) 

0 

''V x 


19. Determine a derivada direcional de f(x, y) = y[xy em P( 2, 8 ) 
na diregao de 2(5, 4). 

20. Determine a derivada direcional d ef(x, y, z) — xy + yz + zx em 
Pi 1, —1, 3) na diregao de Q( 2, 4, 5). 

21-26 Determine a taxa de variagao maxima de/no ponto dado e a 
diregao em que isso ocorre. 

21. fix, y) = 4y-Jx, (4,1) 

22 . f(s, t) = te s ', (0, 2) 

23. f(x, >>) = sen(xy), (1.0) 

24. f(x,y,z) = (x + y)/z, (1,1,—1) 

25. f(x , y, z ) = ~Jx 2 + y 2 + z 2 , (3, 6 , —2) 

26. fip, q, r) = xcclgipqr), (1, 2 , 1) 

27. (a) Mostre que uma fungao diferenciavel/decresce mais rapi- 

damente em x na diregao oposta a do vetor gradiente, ou seja, 
na diregao de — V/(x). 

(b) Utilize o resultado do item (a) para determinar a diregao onde 
fix, y) = xfy — x3y 2 decresce mais rapido no ponto (2, —3). 

28. Determine as diregoes em que a derivada direcional de 
fix, v) = >'e~ x> no ponto ( 0 , 2 ) tern valor 1 . 

29. Determine todos os pontos nos quais a diregao de maior varia¬ 
gao da fungao/(x, y) = x 2 + y 1 — 2x — 4y ei + y 

30. Proximo a uma boia, a profundidade de um lago com coordena- 
das (x, y) 6 z — 200 + 0,02x 2 — 0,00 by 3 , onde x, y, e z sao me- 
didos em metros. Um pescador que esta em um pequeno barco 
parte do ponto (80, 60) em diregao a boia, que esta localizada no 
ponto (0, 0). A agua sob o barco esta ficando mais profunda ou 
mais rasa quando ele comega a se mover? Explique. 

31. A temperatura T em uma boia de metal e inversamente propor¬ 
tional a distancia do centra da boia, que tomamos como a ori- 
gem. A temperatura no ponto (1, 2, 2) e de 120°. 

(a) Determine a taxa de variagao de T em (1, 2, 2) em diregao ao 
ponto (2, 1, 3). 

(b) Mostre que em qualquer ponto da boia a diregao de maior 
crescimento na temperatura e dada por um vetor que aponta 
para a origem. 

32. A temperatura em um ponto (x, y, z) e dada por 

T{x, y, z) = IQQe-x 1 -^- 9 - 

onde T e medido em °C e x, y, z em metros. 

(a) Determine a taxa de variagao da temperatura no ponto 
P{ 2, —1,2) em diregao ao ponto (3, —3, 3). 

(b) Qual e a diregao de maior crescimento da temperatura em PI 

(c) Encontre a taxa maxima de crescimento em P. 

33. Suponha que em uma certa regiao do espago o potencial eletrico 
V seja dado por V(x, y, z) — 5x 2 — 3xy + xyz. 

(a) Determine a taxa de variagao do potencial em Pi 3, 4, 5) na 
diregao do vetor v = i + j — k. 


(b) Em que diregao V varia mais rapidamente em PI 

(c) Qual a taxa maxima de variagao em PI 

34. Suponha que voce esteja subindo uma montanha cuja forma e 
dada pela equagao z — 1 000 — 0,005x 2 — 0,0 \y 2 , onde x, y e z 
sao medidos em metros e voce esta em um ponto com coorde- 
nadas (60, 40, 966). O eixo x positivo aponta para o leste e o 
eixo y positivo aponta para o norte. 

(a) Se voce andar exatamente para o Sul, comegara a subir ou a 
descer? A que taxa? 

(b) Se voce caminhar em diregao ao Noroeste, comegara a subir 
ou a descer? A que taxa? 

(c) Em que diregao a inclinagao e maior? Qual e a taxa de ele- 
vagao nessa diregao? Qual e o angulo que o imcio desse ca- 
minho faz em relagao a horizontal? 

35. Seja/uma fungao de duas variaveis que tenha derivadas parciais 
contmuas e considere os pontos A(l, 3), B(3, 3), C(l, 7) e 
Dj 6 , 15). A derivada direcional de/em A na diregao do vetor 
AB e 3, e a derivada direcional em A na diregao AC e 26. De¬ 
termine a derivada direcional de/em A na diregao do vetor AD. 

36. Um mapa topografico de Blue River Pine Provincial Park em 
British Columbia e mostrado. Desenhe as curvas da descida mais 
ingreme do ponto A (descendo ate o Mud Lake) e do ponto B. 



37. Mostre que a operagao de calcular o gradiente de uma fungao 
tem a propriedade fornecida. Suponha que u e v sejam fungoes 
diferenciaveis deieye que a, b sejam constantes. 

(a) V (ciu + bv) = a Vh + b Vu (b) V(uv) = u Vt> + v Vu 



v Vn — u Vw 


(d) Vh" = nu" 1 Vh 


38. Esboce o vetor gradiente V/(4, 6) para a fungao/cujas curvas 
de nfvel sao mostradas. Explique como voce escolheu a diregao 
e sentido e o comprimento desse vetor. 
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39. A segunda derivada direcional de/(x, y) e 

Da f (x, y) = Du[D u f(x, >’)] 

Se/(x, y) = x 3 + Sx^y + y 3 e u = , ff, calcule D u 2 f (2, 1). 

40. (a) Se u = (a, b ) e uma unidade vetorial e/tem derivadas par- 

ciais de segunda ordem contfnuas, mostre que 

Da-f = fxx a 1 + 2fxy ab +f yy b 2 

(b) Determine a derivada direcional de/(x, y) = xe ly na diregao 
de v = (4, 6 ). 


55. Existem pontos no hiperboloide x 2 — y 2 — z 2 = 1 nos quais o 
piano tangente e paralelo ao piano z = x + y? 

56. Mostre que o elipsoide 3x 2 + 2 y 1 + z 2 = 9 e a esfera 
x 2 + y 2 + z 2 — 8 x — 6 y — 8 z + 24 = 0 se tangenciam no ponto 
(1, 1,2). (Isso significa que eles tem um piano tangente comum 
nesse ponto.) 

57. Mostre que todo piano que e tangente ao cone x 2 + y 2 = zr passa 
pela origem. 


41-46 Encontre uma equagao (a) do piano tangente e (b) da reta nor- 


mal 

a superffcie dada no ponto especificado. 

41. 

[2(x - 2) 2 + 

(y - 1 ) 2 + (z - 3) 2 = 10, 

42. 

II 

1 

(4, 7, 3) 

43. 

VO 

II 

(3, 2, 1) 

44. 

xy + yz + zx 

= 5, (1,2,1) 

45. 

x + y + z = 

e xyz , (0,0,1) 

46. 

x 4 + y 4 + z 4 : 

= 2x 2 y 2 z 2 , (1,1,1) 


47-48 Utilize um computador para tragar o grafico da superffcie, do 

piano tangente e da reta normal na mesma tela. Escolha o dominio 

com cuidado para evitar pianos verticais estranhos. Escolha o ponto 

de vista de modo que voce possa ver bem os tres objetos. 

47. xy + yz + zx = 3, (1, 1, 1) 

48. xyz = 6 , (1, 2, 3) 

49. Se/(x, y) = xy, encontre o vetor gradiente Vf (3, 2) e use-o para 
encontrar a reta tangente a curva de nfvel/(x, y) = 6 no ponto (3, 
2). Esboce a curva de nfvel, a reta tangente e o vetor gradiente. 

50. Se g(x, y) = x 2 + y 2 — 4x, encontre o vetor gradiente Vgr( 1, 2) e 
use-o para encontrar a reta tangente a curva de nlvel g(x, y) = 1 
no ponto (1,2). Esboce a curva de nfvel, a reta tangente e o vetor 
gradiente. 

51. Mostre que a equagao do piano tangente ao elipsoide 
x 2 /a 2 + y 2 /b 2 + z 2 /c 2 = 1 no ponto (x 0 , yo, Zo ) pode ser escrita como 

xxp yy 0 zzo _ 

2 ' i 2 ' 2 ^ 

a b c 

52. Determine a equagao do piano tangente ao hiperboloide 
x 2 la 2 + y 2 /b 2 — z 2 /c 2 = 1 em (xo, yo, zo ) e expresse-a de forma se- 
melhante a do Exercfcio 51. 

53. Mostre que a equagao do piano tangente ao paraboloide elfptico 
zJc — x 2 /a 2 + y 2 /b 2 no ponto (xo, yo, zo) pode ser escrita como 

2xx 0 t 2yy 0 z + z 0 

c 

54. Em qual ponto do paraboloide y — x 2 + z 2 o piano tangente e pa¬ 
ralelo ao piano jc + 2y + 3z = 1 ? 


58. Mostre que toda reta normal a esfera x 2 + y 2 + zr — r 2 passa pelo 
centra da esfera. 

59. Onde a reta normal a parabola z—x 2 + y 2 no ponto ( 1 , 1 , 2 ) in- 
tercepta o paraboloide uma segunda vez? 

60. Em quais pontos a reta normal que passa pelo ponto (1,2, l)noelip- 
soide 4x 2 + y 2 + 4z 2 = 12 intercepta a esfera x 2 + y 2 + z 2 = 102 ? 

61. Mostre que a soma das intersecgoes x, y e z de qualquer piano 
tangente a superffcie \/x + sfy + xfz = xfc e uma constante. 

62. Mostre que as piramides cortadas do primeiro octante por qual¬ 
quer piano tangente a superffcie xyz = 1 em pontos do primeiro 
octante tem o mesmo volume. 

63. Determine as equagoes parametricas da reta tangente a curva 
formada pela intersecgao do paraboloide z = x 2 + y 2 com o elip¬ 
soide 4x 2 + y 2 + z 2 = 9 no ponto (—1, 1,2). 

64. (a) O piano y + z = 3 intercepta o cilindro x 2 + y 2 = 5 em uma 
elipse. Determine as equagoes parametricas da reta tangente a 
essa elipse no ponto ( 1 , 2 , 1 ). 

(b) Desenhe o cilindro, o piano e a reta tangente na mesma tela. 

65. (a) Duas superficies sao ditas ortogonais em um ponto de in¬ 

tersecgao se suas normais sao perpendiculares nesse ponto. 
Mostre que superficies com equagoes F(x, y, z) = 0 e 
G(x, y, z) = 0 sao ortogonais no ponto P onde VF ^ 0 e 
VG # 0 se e somente se 

F x Gx + F y G y + F Z G Z = 0 em P 

(b) Use o item (a) para mostrar que as superficies z 2 = x 2 + y 2 e 
x 2 + y 2 + z 2 = r 2 sao ortogonais em todo ponto de intersec¬ 
gao. Voce pode ver isso sem fazer os calculos? 

66 . (a) Mostre que a fungao /(x, y) = \Jxyy e contfnua e suas deri¬ 

vadas parciais/, ef y existem na origem, mas as derivadas di- 
recionais em todas as outras diregoes nao existem. 

(b) Trace o grafico de/perto da origem e comente como ele con- 
firma o item (a). 

67. Suponha que as derivadas direcionais de/(x, y) sejam conheci- 
das em um determinado ponto em duas diregoes nao paralelas 
dadas por vetores unitarios uev.E possfvel determinar V/ nesse 
ponto? Em caso afirmativo, como faze-lo? 

68. Mostre que, se z = / (x, y) for diferenciavel em xo = (xo, yo), 
entao 

/(x) -/(x 0 ) - V/(x 0 ) • (x - xo) 

lim -:-:- = 0 

x^Xo | X — Xo I 

[Dica : Use a Definigao 14.4.7 diretamente.] 








850 


CALCULO 


I 


14.7 


Valores Maximo e Minimo 



FIGURA 1 


Como vimos no Capitulo 4, no Volume I, um dos principals usos da derivada ordinaria e na 
determ inagao dos valores maximo e minimo (valores extremos). Nesta segao veremos como 
usar as derivadas parciais para localizar os pontos de maximo e minimo de uma fu ngao de 
duas variaveis. Em particular, no Exemplo 6 veremos como maximizar o volume de uma 
caixa sem tampa se tivermos uma quantidade limitada de cartolina para trabalhar. 

Olhe os picos e vales no grafico de/mostrado na Figura 1. Existem dois pontos (a, b ) nos 
quais / tern um maximo local, ou seja, onde / (a, b) e maior que os valores proximos de 
f(x, y). O maior destes dois valores e o maximo absoluto. Do mesmo modo,/tem dois mini- 
mo \ locais onde /' (a, b ) e menor que os valores proximos. O maior destes dois valores e o 
minimo absoluto. 


pT~| Definicao Uma funcao de duas variaveis tem um maximo local em (a, b) se 
fix, y) fia, b) quando ( x, y) esta proximo de (a, b.) [Isso significa que/(x, y) f(a, b) 
para todos os pontos {x, y) em alguma bola aberta com centra ( a, b).] O numero 
f[a, b) e chamado valor maximo local. Stfix, y) ^f(a, b ) quando (x, y) esta proximo 
(a, b), entao/tem um minimo local em (a, b) e/(a, b ) e um valor minimo local. 


Se as inequagoes da Definigao 1 valerem para todos os pontos (x, y) do dominio de f, 
entao/tem um maximo absoluto (ou minimo absoluto) em (a, b). 


Observe que a conclusao do Teorema 2 
pode ser enunciada na notagao de vetores 
gradientes como V/(a, b) = 0. 


2 Teorema Se/tem um maximo ou minimo local em (a, b ) e as derivadas parciais 


de primeira ordem de/existem nesses pontos, entao ffa, b) = 0 tf y (a. b) = 0. 



FIGURA 2 

z = x 2 + y 2 - lx - by + 14 


DEMONSTRAQAO Seja gix) = fix, b). Se/tem um maximo (ou minimo) local em (a, b), entao 
g tem um maximo (ou minimo) local em a, portanto g'ia) = 0 pelo Teorema de Fermat (veja 
o Teorema 4.1.4). Mas g\a) = ffa, b ) (veja a Equagao 14.3.1) e, portanto, fia, b) = 0. Da 
mesma forma, pela aplicagao do Teorema de Fermat a funcao G(y) = f (a, y), obtemos 
f y (a, b) = 0. 

Se impusermos fja, b) = 0 e fia, b) = 0 na equacao do piano tangente (Equagao 
14.4.2), obteremos z = Zo- Assim, a interpretagao geometrica do Teorema 2 e que o grafico 
de / tem um piano tangente em um maximo ou minimo local, portanto, o piano tangente 
deve ser horizontal. 

Um ponto (a, b ) e chamado ponto critico (ou ponto estacionario) de /' se/(a, b) = 0 e 
f,ia, b) = 0, ou se uma das derivadas parciais nao existir. O Teorema 2 diz que se/tem um 
maximo ou minimo local em (a, b ), entao (a, b ) e um ponto critico de/ No entanto, como 
no calculo variavel unico, nem todos os pontos criticos originam maximos ou minimos. Em 
um ponto critico, a fungao pode ter um maximo local ou um minimo local, ou ainda nenhum 
dos dois. 


EXEMPLO 1 


Seja fix, y) 


x 2 + y 2 — 2x — 6y + 14. Entao 


fxix, y) = 2x - 2 ffx, y) = 2y - 6 

Essas derivadas parciais sao nulas quando x = 1 e y = 3, portanto, o unico ponto critico e 
(1, 3). Completando os quadrados, achamos 

fix, y) = 4 + (x — l) 2 + (y — 3) 2 

Ja que (x — 1 ) 2 3* 0 e (y — 3) 2 3* 0, temos/U, y) ^ 4 para todos os valores dexe y. Logo, 
/(1, 3) = 4 e um minimo local e, de fato, e o minimo absoluto de/. Isso pode ser confirma- 
do geometricamente a partir do grafico de / que e o paraboloide eliptico com vertice (1, 3, 
4) mostrado na Figura 2. 


EXEMPLO 2 


Determine os valores extremos At fix, y) = y 2 — x 2 . 
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SOLUQAO Como f x = —2x ef, = 2y, o unico ponto crftico e (0, 0). Observe que, para os pon- 
tos sobre o eixo x, temos y = 0, portanto f (x, y) = —x 2 < 0 (se x t 4 0). Entretanto, para os 
pontos sobre o eixo y, temos x = 0, portanto f (x, y) = v 2 > 0 (se y t 4 0). Logo, todo disco 
com centra (0, 0) contem pontos onde a fungac tem valores positivos, assim como pontos 
onde / tem valores negativos. Entao, / (0, 0) = 0 nao pode ser um valor extremo de / por¬ 
tanto /nao tem valor extremo. 

O Exemplo 2 ilustra o fato de que uma funcao pode nao ter nem maximo nem minimo 
em um ponto crftico. A Figura 3 mostra como isso e possfvel. O grafico de/e o paraboloide 
hiperbolico z = y 2 — x 2 , que tem piano horizontal tangente (z = 0) na origem. E possfvel 
observar que/(0, 0) = 0 e um maximo na diregao do eixo x, mas um mfnimo na diregao do 
eixo y. Proximo a origem do grafico existe o formato de uma sela e, portanto, (0, 0) e cha- 
mado ponto de sela de/. 

Uma montanha tem um formato de sela. Conforme a fotografia da formagao geologica 
ilustra, para as pessoas que escalam em uma diregao, o ponto de sela e o ponto mais baixo 
na rota, enquanto para aqueles que viajam em uma direcao diferente, o ponto de sela e o 
ponto mais alto. 

Precisamos ser capazes de determinar se uma funcao tem um valor extremo em um ponto 
crftico. O teste a seguir, que sera demonstrado no fim desta segao, e analogo ao Teste da 
Segunda Derivada para as fungoes de uma unica variavel. 


Teste da Segunda Derivada Suponha que as segundas derivadas parciais de/sejam 
contmuas em uma bola aberta com centra em (a, b ), e suponha que f x (a, b) = 0 e/(a, 
b) = 0 [ou seja, (a, b ) e um ponto crftico de/]. Seja 


D = D(a , b) =fxx(a, b)fyy(a, b) - [f„(a, b)f 


(a) Se D > 0 e/,-(a, b) > 0, entao/(a, b ) e um mfnimo local. 

(b) Se D > 0 e/„(a, b) < 0, entao/(a, b) e um maximo local. 

(c) Se D < 0, entao/ (a, b ) nao e mfnimo local nem maximo local. 



FIGURA 3 

z = y 2 - x 2 



OBSERVAQAO 1 No caso (c) o ponto (a, b ) e chamado ponto de sela de/e o grafico de/ 
cruza seu piano tangente em (a, b). 


OBSERVACAO 2 Se I) = 0, nao da nenhuma informagao:/pode ter um maximo local ou 
mfnimo local em (a, b), ou (a, b) pode ser um ponto de sela de/. 

OBSERVAQAO 3 Para lembrar a formula de D, 6 util escreve-la como um determinante: 


D = 


fxx fxy 
fyx fyy 


= fxxfyy 


(fxyf 


EXEMPLO 3 


Determine os valores maximos e mfnimos locais e os pontos de sela de 
f(x, y) = x 4 + y 4 — 4xy + 1. 


SOLUQAO Primeiro localizamos os pontos crfticos: 

f x = 4x 3 — 4y f y = 4y 3 — 4.v 

Igualando essas derivadas parciais a zero, obtemos as equagoes 

x 3 — y = 0 e y 3 — x = 0 

Para resolve-las, substitufmos v = x :< da primeira equagao na segunda. Isso da 

0 = X 9 — x = x(x & — 1) = x(x A — ^(x 4 + 1) = x{x 2 — l)(x 2 + lfx 4 + 1) 

e existem tres rafzes reais: x = 0, 1, — 1. Os tres pontos crfticos sao (0, 0), (1, 1) e (—1, — 1). 
Agora vamos calcular as segundas derivadas parciais e D(x, v): 


fxx = 12x 2 fxy = -4 


fyy = 12? 



D(x, y) = fxxfyy - ifxy) 2 = \44x 2 y 2 - 16 


^ y 
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Um mapa de contorno da fungao/do 
Exemplo 3 e mostrado na Figura 5. As 
curvas de nivel perto de (1, 1) e 
(—1, — 1) tem forma oval e indicam que, 
quando nos movemos para longe de (1, 1) 
ou (-1, -1) em qualquer diregao, os 
valores de/crescem. As curvas de nivel 
perto de (0, 0), por outro lado, parecem 
hiperboles. Elas revelam que, quando nos 
movemos para longe da origem (onde o 
valor de/e 1), os valores de/decrescem 
em algumas diregoes, mas crescem em 
outras. Portanto, o mapa de contornos 
sugere a presenga dos mfnimos e do ponto 
de sela que encontramos no Exemplo 3. 


Como D( 0, 0) = —16 < 0, segue do caso (c) do Teste da Segunda Derivada que a origem e 
um ponto de sela; ou seja,/nao tem nem maximo local nem mmimo local em (0, 0). Como 
D( 1, 1) = 128 > 0 efxx( 1, 1) = 12 > 0, vemos do caso (a) do teste que/(l, 1) = — 16 um 
mmimo local. Da mesma forma, temos D{— 1, — 1) = 128 > 0 ef xx (—l, — 1) = 12 > 0, por¬ 
tanto /( —1, —1) = —1 e tambem um minimo local. 

O grafico de/e mostrado na Figura 4. 



1139 Em Module 14.7, e possivel utilizar 
os mapas de contorno para estimar as 
localizagoes dos pontos crfticos 


EXEMPLO 4 


Determine e classifique os pontos crfticos da fungao 


/(x, /) = I0x 2 y — 5x 2 — 4/ 2 —x 4 — 2/ 4 

Determine tambem o ponto mais alto do grafico de/. 


S0LUQA0 As derivadas parciais de primeira ordem sao 


/ v = 20 xy — lOx — 4x 3 f y = 10x 2 — 8/ — 8/ 3 


Para acharmos os pontos crfticos precisamos resolver as equagoes 
T\ 2x( 1 0/ - 5 - 2x 2 ) = 0 

J] 5x 2 - 4y - 4v 3 = 0 


Da Equagao 4, vemos que 

x = 0 ou 10/ — 5 — 2x 2 = 0 

No primeiro caso (x = 0), a Equagao 5 fica —4/(1 + y 2 ) = 0, assim, / = 0 e temos um 
ponto critico (0, 0). 

No segundo caso (10/ — 5 — 2x 2 = 0), temos 

[61 x 2 = 5/ — 2,5 

e, substituindo na Equagao 5, temos 25y - 12,5 - 4y - 4y 3 = 0. Logo, temos de resolver a 
equagao cubica 

0 4/ 3 - 21/ + 12,5 = 0 

Utilizando uma calculadora grafica ou um computador para tragar o grafico da fungao 

g(y) = 4v 3 - 21/ + 12,5 

como na Figura 6, vemos que a Equagao 7 tem tres raizes reais. Dando zoom podemos achar 
as raizes com quatro casas decimais: 

/ « -2,5452 / « 0,6468 / « 1,8984 

(Como alternativa, podemos usar o metodo de Newton ou um programa para localizar raizes 
FIGURA 6 P ara determina-las.) Da Equagao 6, os valores x correspondentes sao dados por 



x = 


V5/ - 2.5 
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Se y ~ —2,5452, entao x nao tem valor real correspondente. Se y ~ 0,6468, entao 
x ~ ±0,8567. Se y ~ 1,8984, entao x ~ ±2,6442. Assim, temos o total de cinco pontos crf- 
ticos, que sao analisados na tabela a seguir. Todos os valores estao arredondados para duas 
casas decimals. 


Ponto crftico 

Valor de/ 

fxx 

D 

Conclusoes 

(0, 0) 

0,00 

-10,00 

80,00 

maximo local 

(±2,64, 1,90) 

8,50 

-55,93 

2.488,72 

maximo local 

(±0,86, 0,65) 

-1,48 

-5,87 

-187,64 

ponto de sela 


As Figuras 7 e 8 mostram o grafico de/sob dois pontos de vista diferentes, e vemos que 
a superficie se abre para baixo. [Isso pode ser visto da expressao de /' (x, v): os termos domi- 
nantes sao — x 4 — 2y 4 quando |x| e | v I sao grandes.] Comparando os valores de /nos maxi- 
mos locais, vemos que o maximo absoluto de/e/(±2,64, 1,90) ~ 8,50. Em outras palavras, 
os pontos mais altos do grafico de/sao (±2,64, 1,90, 8,50). 



FIGURA 7 



IQ3 Visual M.7mostra diversas 
familias de superficies. A superficie nas 
Figuras 7 e 8 e um membra de uma dessas 
familias. 


FIGURA 9 



Os cinco pontos criticos da fungao/do 
Exemplo 4 estao destacados em azul no 
mapa de contorno de/na Figura 9. 


EXEMPLO 5 


Determine a menor distancia entre o ponto (1, 0, —2) e o piano x + 2y + z =4. 


S0LUQA0 A distancia entre um ponto qualquer (x, v, z) e o ponto (1, 0, —2) e 

d = y/(x — l) 2 + y 2 + (z + 2) 2 


Mas, se ( x , y, z ) pertence ao piano x + 2y + z = 4, entao z = 4 — x — 2y e assim temos 
d = *J{x — l) 2 + y 2 + (6 — x — 2y) 2 . Podemos minimizar d minimizando a expressao 
mais simples 


d 2 = f(x, y) = (x — l) 2 + y 2 + (6 — x — 2y) 2 
Resolvendo as equa§oes 


f x = 2(x - 1) - 2(6 - x - 2y) = 4x + 4y - 14 = 0 


f y = 2y- 4(6 — x ~ 2y) = 4x + lOy - 24 = 0 
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0 Exemplo 5 poderia ser resolvido 
utilizando-se vetores. Compare com os 
metodos da Segao 12.5. 



y 

FIGURA 10 



(a) Conjuntos fechados 



(b) Conjuntos que nao sao fechados 


FIGURA 11 


achamos que o unico ponto crftico e (' 6 ', f). Como f xx = 4, /',,, = 4 e f yy = 10, temos 
D(x, v) = fxxf yy — (f, :y ) 2 = 24 > 0 e /„ > 0, portanto, pelo Teste da Segunda Derivada, / tem 
um mlnimo local em (' 6 ', f). Intuitivamente podemos ver que esse mlnimo local e, na verda- 
de, um mlnimo absoluto, porque precisa haver um ponto no piano dado que esteja mais pro¬ 
ximo de (1, 0, —2). Se x = y e y = |, entao 

d = yj{x - l) 2 + y 2 + (6 - x - 2y) 2 = V (|) 2 + (i) 2 + ( I ) 2 = I v/6 
A menor distancia de (1, 0, — 2) ao piano x + 2y + z = 4e . 


EXEMPLO 6 


Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12 m 2 de papelao. Deter¬ 
mine o volume maximo dessa caixa. 


S0LUCA0 Sejam x,y e z o comprimento, a largura e a altura da caixa (em metros) como mos- 
trado na Figura 10. Entao, o volume da caixa e 

V = xyz 

Podemos expressar V como fungao so de x e y usando o fato de que a area dos quatro lados 
e do fundo da caixa e 

2 xz + 2yz + xy = 12 

Isolando z nessa equagao, obtemos z = (12 — xy)/[ 2(x + y)], e V fica 

12 — xy 12xy — x 2 y 2 
^ 2(x + y) 2(x + y) 

Calculamos as derivadas parciais: 


dV y 2 ( 12 — 2 xy — x 2 ) dV x 2 (12 — 2 xy — y 2 ) 

dx 2(x + y) 2 dy 2(x + y) 2 


Se V e um maximo, entao dV/dx = dV/dy = 0, mas x = 0 ou y = 0 da V = 0, de modo que 
precisamos resolver as equagoes 

12 — 2 xy — x 2 = 0 12 — 2 xy — y 2 = 0 

Isso implica que x 2 = y 2 e, portanto, x = y. (Observe que ambos devem ser positivos neste 
problema.) Se colocarmos x = y em qualquer uma das equagoes obtemos 12 — 3x 2 = 0, o 
que da x = 2, >> = 2 e z = (12 - 2 ■ 2)/[2(2 + 2)] = 1. 

Podemos usar o Teste da Segunda Derivada para mostrar que o ponto obtido e um maxi¬ 
mo local de V, ou podemos argumentar que a natureza flsica do problema exige a existencia 
de um maximo absoluto, que deve ocorrer em um ponto crftico de V, portanto, esse maximo 
pode ocorrer quando x = 2, y = 2, z = 1. Assim, V = 2 ■ 2 ■ 1 =4, eo volume maximo da 
caixa e 4 m 3 . 


Valores Maximo e Mmimo Absolutos 

Para uma fungao / de uma variavel, o Teorema do Valor Extremo diz que, se / e contlnua em 
um intervalo fechado [a, b], entao/tem um valor mlnimo absoluto e um valor maximo absolu¬ 
to. De acordo com o Metodo dos Intervalos Fechados da Segao 4.1, no Volume I, achamos esses 
valores calculando/nao somente nos pontos crfticos, mas tambem nas extremidades a e /;. 

Para as fungoes de duas variaveis, a situagao e semelhante. Do mesmo modo que os inter¬ 
valos fechados content suas extremidades, um conjunto fechado de R 2 content todos os seus 
pontos da fronteira. [Um ponto da fronteira de I) c um ponto (a, b ) tal que qualquer bola aberta 
com centro em (a, b) content pontos de I) e pontos nao pertencentes a D.\ Por exemplo, o disco 

D = {(x, y)| x 2 + y 2 1 } 

constituldo de todos os pontos sobre e dentro da circunferencia x 2 + y 2 = 1 e um conjunto 
fechado porque content todos os seus pontos da fronteira (que sao os pontos sobre a circun¬ 
ferencia x 2 + y 2 = 1). Mas se um unico ponto da fronteira for omitido, o conjunto deixa de 
ser fechado (veja a Figura 11.) 

Um conjunto limitado em R 2 e aquele que esta contido em alguma bola aberta. Em 
outras palavras, ele e finito em extensao. Entao, em termos de conjuntos fechados e limita- 
dos, podemos enunciar o correspondente ao Teorema do Valor Extremo para duas dimensoes. 
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|~8~1 Teorema do Valor Extremo para as Fungoes de Duas Variaveis Se/e contfnua em um 
conjunto fechado e limitado D em IR 2 , entao / assume um valor maximo absoluto 
fix i, yi) e um valor mi'nimo absoluto/(X 2 , yi) em alguns pontos (xi, yi) e ( X 2 , 3 ^ 2 ) de D. 


Para acharmos os pontos extremos, cuja existencia e garantida pelo Teorema 8 , observa- 
mos que, pelo Teorema 2, se/tem um valor extremo em (xi, >• 1 ), entao (xi, yi) ou e um ponto 
critico de/, ou um ponto da fronteira de D. Portanto, temos a seguinte extensao do Metodo 
dos Intervalos Fechados. 


Para determinar os valores maximo e mfnimo absolutos de uma fungao contfnua 


/em um conjunto fechado e limitado D: 


1 . Determine os valores de/nos pontos crfticos de/em D. 

2 . Determine os valores extremos de/na fronteira de D. 

3. O maior dos valores dos passos 1 e 2 e o valor maximo absoluto; o menor des¬ 
ses valores e o valor mmimo absoluto. 


EXEMPLO 7 


Determine os valores maximo e mmimo absolutos da fungao 
fix, y) = x 2 — 2 xy + 2y no retangulo D = {(x, y) | 0 ^ x ^ 3, 0 ^ y ^ 2}. 


SOLUCAO Como/e um polinomio, e contfnua no retangulo fechado e limitado D, portanto o 
Teorema 8 nos diz que existem tanto o maximo absoluto quanto o mmimo absoluto. De 
acordo com o passo 1 de [9], inicialmente devemos calcular os pontos crfticos. Eles ocorrem 
quando 


f x = 2x — 2 y = 0 


f y = —2x + 2 = 0 


e, assim, o unico ponto critico existente e ( 1 , 1 ), e o valor de/af e/(l, 1 ) = 1 . 

No passo 2 olhamos para os valores de/na fronteira de D, que e constitufdo por quatro 
segmentos de reta L\, Li, L\ e L 4 mostrados na Figura 12. Em L\, temos y = 0 e 


f{x, 0 ) = x 2 


0 ^ 


Isso corresponde a uma fungao crescente de x, que tern valor mmimo/( 0 , 0 ) = 0 e maximo 
/(3, 0) = 9. Em L 2 , temos x = 3 e 


/ (3, y) = 9 4y 


0 =£y : 


Essa e uma fungao decrescente de y, portanto seu maximo e / (3, 0) = 9 e seu mmimo e 
/(3, 2) = 1. Em L 3 , temos y = 2 e 


y 

(0,2) 

Li (2,2) 

(3,2) 


l a 


L 2 

(0,0) 

L, (3,0) 'x 


FIGURA 12 


fix, 2) = x 2 -4x + 4 


Pelos metodos do Capftulo 4, no Volume I, ou simplesmente observando que /' (x, 2) = (x — 
2) 2 , vemos que o mmimo valor dessa fungao e/(2, 2) = 0, e seu valor maximo e/(0, 2) = 

4. Finalmente, em L\, temos x = 0 e 

/ (0, y) = 2y 0«y^2 

com valor maximo /(0, 2) = 4 e valor mmimo/(0, 0) = 0. Portanto, na fronteira, o valor 
mfnimo de/e 0 e o maximo, 9. 

No passo 3 comparamos esses valores com o valor/(1, 1) = 1 no ponto critico e con- 
clufmos que o valor maximo absoluto de/em D e f (3,0) = 9, e o valor mfnimo absoluto e 
/(0, 0) =/(2, 2) = 0. A Figura 13 mostra o grafico de/ 

Conclufmos esta segao com a demonstragao da primeira parte do Teste da Segunda Deri- 
vada. As partes (b) e (c) tern demonstragoes semelhantes. 

DEMONSTRAQAO DO TEOREMA 3, PARTE (a) Vamos calcular a derivada direcional de segunda 
ordem de / na diregao de u = (/?, k). A derivada de primeira ordem e dada pelo Teorema 
14.6.3: 



FIGURA 13 

f(x,y) = x 2 - 2xy + 2y 


D u f = fxh +f y k 
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Aplicando esse teorema uma segunda vez, temos 

D\f = D n (D u f) = (D u f )h + ( D u f)k 

dx dy 

= (fxxh +fyxk)h + {fxyh + fyyk)k 

= fxxh 2 + 2 fxyhk + fyyk 2 



Exercicios 


Se completarmos os quadrados na expressao, obteremos 

S Olf = f x (yh + J L k) +jr(Ufyy-fy 2 y) 

Foi-nos dado que/ofa, b) > 0 e D(a, b) > 0. Mas/,, c I) = /,,, f yy — f2 sao fm^oes contf- 
nuas, portanto ha uma bola aberta B com centra (a, b) e raio 8 > 0 tal que /j,(x, y) > 0 e 
D(x, y) > 0 sempre que (x, y) esta em B. Logo, ao olhar na Equa 9 ao 10, vemos que Dlf(x , 
y) > 0 sempre que ( x , y) pertencer a B. Isso significa que seCea curva obtida pela inter- 
sec 5 ao do grafico de/com o piano vertical que passa por P(a, b,f (a, b)) na dire 9 ao de u, 
entao C e concava para cima no intervalo do comprimento 25. Isso e verdadeiro na dire 9 ao 
de cada vetor u, portanto se restringirmos (x, y) para ficar em B, o grafico de/fica acima de 
seu piano horizontal tangente em P. Assim,/(.r, y) 3=/(a, b) sempre que (x, y) estiver em B. 
Isso mostra que/(a, b) e um mi'nimo local. 


1. Suponha que (1, 1) seja um ponto critico de uma funjao/com 
derivadas de segunda ordem contmuas. Em cada caso, o que se 
pode dizer sobre/? 

(a) /«(b 1) = 4. f xs ( 1, 1) = 1, /,(!, 1) = 2 

(b) /„(l, 1) = 4, Ml. 1) = 3, fyy( 1, 1) = 2 

2. Suponha que (0, 2) seja um ponto critico de uma funjao g com 
derivadas de segunda ordem contmuas. Em cada caso, o que se 
pode dizer sobre gl 


(a) g x x(0, 2 ) = — 1 , 

g„(0, 2 ) = 6 , 

gfyv( 0 , 2 ) = 1 

(b) 3 „( 0 , 2 )= - 1 , 

gxy( 0 , 2 ) = 2 , 

gyy(0, 2 ) = -8 

(c)fc(0, 2) = 4, 

gxyi 0 , 2 ) = 6 , 

gyy(0, 2) = 9 


Utilize as curvas de mvel da figura para predizer a localizagao 
dos pontos crfticos de/e se/tem um ponto de sela ou um maximo 
ou mmimo local em cada um desses pontos. Explique seu raciocl- 
nio. Em seguida, empregue o Teste da Segunda Derivada para con- 
firmar suas predifoes. 

3. f(x, y) = 4 + x 3 + y 3 — 3 xy 



4. f(x, y) — 3x — x 3 — 2y 2 + y 4 



5-1 f Determine os valores maximos e minimos locais e pontos de 
sela da fungao. Se voce tiver um programa de computador para 
desenhar em tres dimensoes, trace o grafico da funqao usando um 
ponto de vista e dommio convenientes para mostrar os aspectos 
importantes da funjao. 

5. f(x, y) = 9 — 2x + 4y — jc 2 — 4y 2 

6. f(x,y) =x 3 y + llr 2 - 8 y 

7. f(x,y) = (x-y) (1 - xy) 

8 . f(x, y) = xe~ lt2 ~ 2y2 

9. f(x, y) = y 3 + 3x 2 y — 6x 2 — 6y 2 + 2 

10 . / (x, y) = xy (1 — x — y) 

11. f(x,y)=x 2 - 12xy + 8y 3 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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12 . f(x,y) =xy + - + - 

x y 

13. f (x, y) = e'cos y 

14. f(x,y)—y cos* 

15. f{x,y) = (x 2 + y z )ef~ 1? 

16. f(x,y) = eHy 1 - x 1 ) 

17. f (x, y) = y 2 — 2y cos x, -1 

18. fix, }>) = sen x sen v, — tt<x<tt, —Tr<y<n 

19. Mostre que/(jc, y) — x 2 + 4y 2 — 4xy + 2 em um numero infi¬ 
nite) de pontos crfticos e que D = 0 em cada um. A seguir, mos- 
tre que / tern um mfnimo local (e absoluto) em cada ponto 
critico. 

20. Mostre que f (x, y) = x 2 ye~* 2 y2 tern valores maximos em 

(± 1, 1 /yfl) e valores maximos em (±1, — Mostre tam- 

bem que/tern infinitos outros pontos crfticos e que D = 0 em 
cada um deles. Quais deles dao origem a valores maximos? E a 
valores mfnimos? E a pontos de sela? 

21-24 Utilize um grafico e/ou curvas de nfvel para estimar os valo¬ 
res maximos e mfnimos locais e pontos de sela da fungao. Em 

seguida, use o calculo para determinar esses valores de modo preciso. 


21. 

fix. 

y) = 

■■ X 2 + y 2 

+ x~ 

- 2 r 2 


22. 

fix. 

y) = 

: xye^' z ~ y 

,2 



23. 

fix , 

y) = 

■ sen x + 

sen 

y + sen(x 

+ y). 


0=s 

x - 

2tt, 0 ' 


2tt 


CNJ 

fix. 

y) = 

: sen x + 

sen 

y + cos(jc 

+ y). 


o - 

x - 

tt/4, 0 ' 


; tt/4 



25-28 Utilize uma ferramenta grafica como no Exemplo 4 (ou o 
Metodo de Newton ou um determinador de raizes) para encontrar os 
pontos crfticos de / com precisao de tres casas decimais. Em 
seguida, classifique o ponto critico e determine o valor mais alto e o 
mais baixo do grafico, se houver. 

25. fix, y) = X 4 + y 4 + 4x 1 y + 2y 

26. f(x , y) = y 6 — 2y 4 + x 2 — y 2 + y 

27. f(x, y) = x* + y 2 — 3x 2 + y 2 + x — 2y + l 

28. f(x,y) = 20e~^~ y2 sen 3x cos 3y, \x\ =£ 1, |y| =S 1 

29-36 Determine os valores maximo e mfnimo absolutos de / no 
conjunto D. 

29. f(x , y) = x 2 + y 2 — 2x, De a regiao triangular fechada com 
vertices ( 2 , 0 ), ( 0 . 2 ) e ( 0 , — 2 ) 

30. fix, y) = x + y — xy, De a regiao triangular fechada com 
vertices (0, 0), (0, 2) e (4, 0) 

31. fix, y) = .U + y 2 + x 2 y + 4, 

D={ix,y)\\x\ « 1, |y| « 1} 

32. fix, y) = 4x + 6y — x 2 — y 2 , 

D = {(*,;y)|0<*sS4,0=£y =S 5} 

33. fix, y) = x 4 + / - 4 xy + 2, 

D = {(jc, y)10 =£ jc 3, 0 =Sy « 2) 


34. fix, y) = xy 2 , D = {(jt, y)\x & 0, y & 0, x 2 + y 2 « 3} 

35. fix,y) = 2x 3 + y 4 , D = {(x, y)\x 2 + y 2 *s 1} 

36. fix, y) = x? — 3x — y 2 + \2y, Deo quadrilatero cujos verti¬ 
ces sao (-2, 3), (2, 3), (2, 2) e (-2, -2). 

ff 37. Para as funqoes de uma variavel, e impossfvel uma fungao con- 
tfnua ter dois pontos de maximo local e nenhum de mfnimo 
local. Para as fungoes de duas variaveis, esse caso existe. Mos¬ 
tre que a fungao 

fix,y)=-ix 2 - lf-ix^-x- l ) 2 
so tem dois pontos crfticos, ambos de maximo local. Em se¬ 
guida, utilize um computador com uma escolha conveniente de 
domfnio e ponto de vista para ver como isso e possfvel. 

38. Se uma fun§ao de uma variavel e contfnua em um intervalo e 
tem um unico ponto critico, entao um maximo local tem de ser 
um maximo absoluto. Mas isso nao e verdadeiro para as fungoes 
de duas variaveis. Mostre que a fungao 

fix, y) = 3xe y - x 3 - e 2y 

tem exatamente um ponto critico, onde/tem um maximo local, 
porem este nao e um maximo absoluto. Em seguida, utilize um 
computador com uma escolha conveniente de domfnio e ponto 
de vista para ver como isso e possfvel. 

39. Determine a menor distancia entre o ponto (2, 0, — 3) e o piano 
x + y + z = 1. 

40. Determine o ponto do piano x — 2y + 3z — 6 que esta mais pro¬ 
ximo do ponto ( 0 , 1 , 1 ). 

41. Determine os pontos do cone z 2 = x 2 + y 2 que estao mais proxi- 
mos do ponto (4, 2, 0). 

42. Determine os pontos da superffeie y 2 = 9 + xz que estao mais 
proximos da origem. 

43. Determine tres numeros positivos cuja soma e 100 e cujo pro- 
duto e maximo. 

44. Encontre tres numeros positivos cuja soma e 12 e cuja soma dos 
quadrados e a menor possfvel. 

45. Encontre o volume maximo de uma caixa retangular que esta 
inscrita em uma esfera de raio r. 

46. Encontre as dimensoes de uma caixa com volume de 1.000 cm 3 
que tenha a area de sua superffeie minima. 

47. Determine o volume da maior caixa retangular no primeiro oc- 
tante com tres faces nos pianos coordenados e com um vertice 
no piano x + 2y + 3z = 6. 

48. Determine as dimensoes da caixa retangular de maior volume 
se a area total de sua superffeie e dada por 64 cm 2 . 

49. Determine as dimensoes de uma caixa retangular de volume ma¬ 
ximo tal que a soma dos comprimentos de suas 12 arestas seja 
uma constante c. 

50. A base de um aquario com volume V e feita de ardosia e os lados 
sao de vidro. Se o prego da ardosia (por unidade de area) equi- 
vale a cinco vezes o prego do vidro, determine as dimensoes do 
aquario para minimizar o custo do material. 
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51. Uma caixa de papelao sem tampa deve ter um volume de 32.000 
cm 3 . Determine as dimensoes que minimizem a quantidade de 
papelao utilizado. 

52. Um predio retangular esta sendo projetado para minimizar a 
perda de calor. As paredes leste e oeste perdem calor a uma taxa 
de 10 unidades/m 2 por dia; as paredes norte e sul, a uma taxa de 
8 unidades/m 2 por dia; o piso, a uma taxa de 1 unidade/m 2 por 
dia e o teto, a uma taxa de 5 unidades/m 2 por dia. Cada parede 
deve ter pelo menos 30 m de comprimento, a altura deve ser no 
mfnirno 4 m, e o volume, exatamente 4 000 m 3 . 

(a) Determine e esboce o doimnio da perda de calor como uma 
fungao dos comprimentos dos lados. 

(b) Encontre as dimensoes que minimizam a perda de calor. 
(Analise tanto os pontos crfticos como os pontos sobre a 
fronteira do domfnio.) 

(c) Voce poderia projetar um predio com precisamente menos 
perda de calor ainda se as restrigoes sobre os comprimentos 
das paredes fossem removidas? 

53. Se o comprimento da diagonal de uma caixa retangular deve ser 
L, qual e o maior volume possfvel? 

54. Tres alelos (versoes altemativas de um gene) A. B e O determinam 
os quatro tipos de sangue: A (AA ou AO), B (BB ou BO), O (OO) 
e AB. A Lei de Hardy-Weinberg afirma que a proporgao de indi- 
vfduos em uma populagao que carregam dois alelos diferentes e 

P = 2 pq + 2pr + 2 rq 

onde p, q e r sao as proporgoes de A, B e O na populagao. Use 
o fato de que p + q + r — 1 para mostrar que P € no maximo 3 . 

55. Suponha que um cientista tenha razoes para acreditar que duas 
quantidades x e y estejam relacionadas linearmente, ou seja, 
y = mx + b, pelo menos aproximadamente, para algum valor de 


m e de b. O cientista realiza uma experiencia e coleta os dados na 
forma de pontos (xi, y 1 ), (xi, yi), ■ ■ ., (x n , y n ), e entao coloca-os em 
um grafico. Os pontos nao estao todos alinhados, de modo que o 
cientista quer determinar as constantes m e b para que a reta y = 
rnx + b “ajuste” os pontos tanto quanto possfvel (veja a figura). 



Seja di = y, — ( mxj + b) o desvio vertical do ponto yi) da 
reta. O metodo dos mfnimos quadrados determina m e b de 
modo a minimizar 2,"=i d h a soma dos quadrados dos desvios. 
Mostre que, de acordo com esse metodo, a reta de melhor ajuste 
e obtida quando 

rt n 

m 2 Xi + bn = ^ yi 

i=l i= 1 

n n n 

m 2 xf + b 2 Xi = 2 x t yi 

i -1 i=l i—1 

Dessa forma, a reta e determinada ao resolver essas duas equa- 
qoes nas incognitas m e b. (Veja a Se^ao 1.2, no Volume I, para 
mais discussoes e aplicagoes do metodo dos quadrados mfni- 
mos.) 

56. Determine uma equagao do piano que passa pelo ponto (1, 2, 3) 
e que corta o menor volume do primeiro octante. 


PR0JET0 DE UMA CAQAMBA 


Para esse projeto, inicialmente localizamos uma cafamba de entulho retangular para estudar 
sua forma e constru§ao. Tentaremos entao determinar as dimensoes de um recipiente de forma 
similar e que minimize 0 custo de construgao. 

1. Primeiro localize uma cagamba de entulho. Estude e descreva cuidadosamente todos os 
detalhes de sua construgao e determine seu volume. Inclua um esbogo do recipiente. 

2. Mantendo a mesma forma geral e 0 metodo de construgao, determine as dimensoes que tal 
recipiente deveria ter para minimizar 0 custo de construgao. Utilize as seguintes hipoteses 
para sua analise: 

■ Os lados, a parte de tras e a da frente devem ser feitos com folhas de ago de tipo 12 (2,657 
mm de espessura), que custam $ 8,00 por metro quadrado (incluindo quaisquer cortes ou 
dobras necessarios). 

■ A base deve ser feita de uma folha de ago de tipo 10 (3,416 mm de espessura), que custa 
$ 10,00 por metro quadrado. 

■ As tampas custam aproximadamente $ 50,00 cada, independentemente das dimensoes. 

■ A soldagem custa aproximadamente $ 0,60 por metro para material e servigo combinados. 

De sua justificativa para qualquer hipotese adicional ou simplificagao feita dos detalhes 
de construgao. 

3. Descreva como qualquer hipotese ou simplificagao feita pode afetar 0 resultado. 

4. Se voce fosse contratado como consultor nessa pesquisa, quais seriam suas conclusoes? Voce 
recomendaria a alteragao do projeto da cagamba? Se sim, descreva a economia resultante. 
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APROXIMAGAO QUADRATICA E PONTOS CRITICOS 


A aproximagao por polinomio de Taylor de uma fungao de uma variavel discutida no Capltulo 

11 pode ser estendida para as fungoes de duas ou mais variaveis. Estudaremos aqui a aproxi¬ 
magao quadratica para as fungoes de duas variaveis e usaremos esse estudo para melhor enten- 
der o Teste da Segunda Derivada para classificar pontos crfticos. 

Na Segao 14.4 discutimos a linearizagao de uma fungao/de duas variaveis em um ponto 
(a, b): 

L(x, y) = f(a, b ) + fja, b)(x - a) + ffa, b)(y - b) 

Lembre-se de que o grafico de L e o piano tangente a superffcie Z = fix, }') em 
(a, b,f ( a, b)), e a aproximagao linear correspondente e/(x, y) ~ L(x, y). A linearizagao L 
tambem e chamada polinomio de Taylor de primeiro grau de / em (a, b). 

1. Se/tiver derivadas parciais de segunda ordem contmuas em (a, b). entao o polinomio de 
Taylor de segundo grau de /em (a, b) e 

Q(x, }') =f(a, b) + f x (a, b)(x - a) + f y (a, b)(y - b) 

+ [fja, b)(x - af+fxyia, b)(x - a)(y - b) + \f yy (a, b)(y - bf 

e a aproximagao/ (x, y) ~ Q(x, y) e denominada aproximagao quadratica de/em (a, 
b). Veriflque que Q tern as mesmas derivadas parciais de primeira e segunda ordens que/ 
em (a, b ). 

2. (a) Determine os polinomios de Taylor de primeiro e segundo graus L e Q de 

f(x, y) — e~** ^ em (0, 0). 

^ (b) Esboce o grafico defLsQ. Comente o quanto L e Q se aproximam de/. 

3. (a) Determine os polinomios de Taylor de primeiro e segundo graus L e Q para 

f(x, y) — xe y em (1, 0). 

(b) Compare os valores de L, Q e/em (0,9, 0,1). 

^ (c) Esboce o grafico de/, L e Q. Comente o quanto L e Q se aproximam de/. 

4. Nesse problema analisaremos o comportamento do polinomio/(x, y) = ax 2 + bxy + cy 2 
(sem utilizar o Teste da Segunda Derivada) identificando o grafico como um paraboloide. 

(a) Completando os quadrados, mostre que, se a 0, entao 

, , / b V / 4 ac - b 2 \ , 

f(x,y) = ax 2 + bxy + cy 2 = a x + ^ y 1 + 1 ^ Jy- 

(b) Seja D = 4 ac — b 2 . Mostre que se D > 0 e a > 0, entao/tem um mi'nimo local em 
(0, 0). 

(c) Demonstre que se D > 0 e a < 0, entao/tem um maximo local em (0, 0). 

(d) Demonstre que se D < 0, entao (0, 0) e um ponto de sela. 

5. (a) Suponha que/seja uma fungao qualquer com derivadas parciais de segunda ordem con¬ 

tmuas, tal que/(0, 0) = 0 e que (0, 0) seja um ponto cntico de/. Escreva uma expres- 
sao para o polinomio de Taylor de segundo grau Q de/em (0, 0). 

(b) O que voce conclui sobre Q usando os resultados do Problema 4? 

(c) Em vista da aproximagao quadratica/(x, y) ~ Qix, y), o que a parte (b) sugere sobre/ ? 

03 E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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Multiplicadores de Lagrange 



U1U Visual 14.8 mostra uma animagao 
da Figura 1 para as curvas de nivel e 
superficies de nivel. 


No Exemplo 6 da Segao 14.7 maximizamos a fungao volume V = xyz sujeita a restrigao 
2xz + 2 yz + xy = 12, que expressa a condigao de a area da superflcie ser de 12 m 2 . Nesta 
segao apresentaremos o metodo de Lagrange para maximizar uma fungao generica/ (x, y, z) 
sujeita a uma restrigao (ou vinculo) da forma g(x, y, z) = k. 

E facil explicar a base geometrica do metodo de Lagrange para as fungoes de duas varia- 
veis. Entao, vamos comegar tentando determinar os valores extremos de/(x, y) sujeita a uma 
restrigao da forma g(x, y) = k. Em outras palavras, queremos achar os valores extremos de 
/ (x, y) quando o ponto (x, y) pertencer a curva de nivel g(x, y) = k. A Figura 1 mostra essa 
curva junto de diversas curvas de nivel de/. Estas tem as equagoes/(x, y) = c onde c = 7, 
8, 9, 10, 11. Para maximizar/ (x, y) sujeita a g(x, y) = k e preciso determinar o maior valor 
de c, tal que a curva de nivel fix, y) = c intercepte g(x, y) = k. Parece, da Figura 1, que isso 
acontece quando essas curvas se tocam, ou seja, quando essas curvas tem uma reta tangente 
comum. (Caso contrario, poderlamos aumentar o valor de c.) Isso significa que as retas nor¬ 
mals ao ponto (xo, yo) onde as duas curvas se tocam devem ser as mesmas. Logo, os vetores 
gradientes sao paralelos, ou seja, Vf(x o, yo) = AVg(x o, yo ) para algum escalar A. 

Esse tipo de argumento tambem se aplica ao problema de achar os valores extremos de 
/ (x, y, z) sujeita a restrigao g(x, y, z.) = k. Assim, o ponto (x, y, z) esta restrito a pertencer a 
superflcie S com equagao g(x, y, z) = k. Em vez das curvas de nivel na Figura 1, devemos 
considerar as superficies de nivel/(x, y, z) = c e argumentar que, se o valor maximo de/e 
/ (xo, yo, Zo) = c, entao a superflcie de nivel / (x, y, z) = c e tangente a superflcie de nivel 
g(x, y, z) = k, e entao os correspondentes gradientes sao paralelos. 

Esse argumento intuitivo pode se tornar preciso da seguinte forma. Suponha que uma 
fungao/tenha um valor extremo no ponto P(x o, yo, Zo) sobre a superflcie S e seja C uma curva 
com equagao vetorial r(?) = (x(t), y(t), z(t)) que pertenga a S e passe pelo ponto P. Se t 0 e o 
valor do parametro correspondente ao ponto P, entao r(t a ) = (xo, yo, Zo). A fungao composta 
h(t) = f (x(t), y(t), z(t)) representa os valores que/assume sobre a curva C. Como/tem um 
valor extremo em (xo, yo, Zo), segue que h tem um valor extremo em to, portanto, h’(t n ) = 0. 
Porem, se/for diferenciavel, usando a Regra da Cadeia, podemos escrever 


0 = h'(to) 


= /-(xo, y 0 , zo)x'(to) + f y (x o, yo, zo)y'(fo) + Z(x 0 , yo, zo)z'(L) 

= V/ (x 0 , y 0 , zo) ■ r'(f 0 ) 

Isso mostra que o vetor gradiente V/ (xo, yo, Zo) e ortogonal ao vetor da tangente r'(fo) para 
todas as curvas C. Mas ja sabemos da Segao 14.6 que o vetor gradiente de g, Vg(x o, yo, Zo), 
tambem e ortogonal a r'(to) para todas as curvas. (Veja a Equagao 14.6.18.) Isso significa que 
os vetores V/ (xo, yo, zo) e Vg(xo, yo, Zo) precisam ser paralelos. Logo, se Vg(x 0 , yo, Zo) 0, exis- 
te um numero A tal que 


Multiplicadores de Lagrange tem esse 
nome em homenagem ao matematico 
franco-italiano Joseph-Louis Lagrange 

(1736-1813). O numero A na Equagao 1 e chamado multiplicador de Lagrange. O procedimento 

baseado na Equagao 1 e o seguinte: 


V/ (x 0 , yo, zo) = A Vg(x o, yo, zo) 


Ao deduzirmos o Metodo de Lagrange, 
supusemos que Vg ¥= 0. Em cada um de 
nossos exemplos, voce pode verificar que 
Vg ¥= 0 em todos os pontos onde 
g(x, y, z ) = k. Veja o Exercfcio 23 para 
descobrir o que pode sair errado 
se Vg = 0. 


Metodo dos Multiplicadores de Lagrange Para determinar os valores maximo e mlnimo 
de/(x, y, z) sujeitos a restrigao g(x, y, z) = k [supondo que esses valores extremos exis- 
tam e que Vg ¥- 0 sobre a superflcie c/(x, y, z.) = k] \ 

(a) Determine todos os valores de x, y, z e A tais que 

V/(x,y,z) = A Vg{x, y, z) 
e g(x, y, z) = k 

(b) Calcule/em todos os pontos (x, y, z) que resultaram do passo (a). O maior desses 
valores sera o valor maximo de/, e o menor sera o valor mlnimo de/. 
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Se escrevermos a equagao vetorial V/ = A Vg em termos de suas componentes, as equa¬ 
goes do passo (a) ficarao 

fx = A g x f y = Xg y f z = A g z g(x, y,z) = k 

Isso e um sistema de quatro equagoes a quatro incognitas, x, y, z e A. Mas nao e necessario 
calcular de modo explicito valores para A. 

Para as funcoes de duas variaveis, o metodo dos multiplicadores de Lagrange e analogo 
aquele que acabamos de descrever. Para acharmos os valores extremos de / (x, y) sujeitos a 
restrigao g(x, y) = k, olhamos para todos os valores de x, v e A, tais que 

V/ (x, y) = A Vg(x, y) e g(x , y) = k 

Isso leva a solugao de um sistema de tres equacoes a tres incognitas: 

fx = A g x f y = A g y g(x, y) = k 

Nosso primeiro exemplo de metodo de Lagrange e reconsiderar o problema dado no 
Exemplo 6 da Segao 14.7. 


EXEMPLO 1 


Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12 m 2 de papelao. Deter¬ 
mine o volume maximo dessa caixa. 


SOLUQAO Como no Exemplo 6 na Segao 14.7, sejam x, y e z o comprimento, a largura e a 
altura, respectivamente, da caixa em metros. Queremos maximizar 


V = xyz 

sujeita a restrigao 

g(x, y, z) = 2 xz + 2 yz + xy = 12 

Utilizando o metodo dos multiplicadores de Lagrange, olhamos para os valores de x,y,ze 
A, tais que VP = AVg e g(x, y, z.) = 12. Isso gera as equagoes 

Vx = A g„ V y = A g y , V z = A g z , 2xz + 2yz + xy = 12 


ou seja: 

2 

yz = A(2z + y) 


s 

xz = A(2z + x ) 


0 

xy = A(2r + 2 y) 


0 

2xz + 2 yz + xy = 12 


Nao ha regras gerais de como resolver esse sistema de equagoes. Algumas vezes precisamos 


de certa engenhosidade. 

No presente caso, voce pode observar que, se multiplicarmos \2\ por 


x, [3J por y, e [_4J por z, 

os lados esquerdos dessas equagoes ficam identicos. Fazendo isso, 


temos 

0 

xyz = A(2 xz + xy) 

Outro metodo de resolver o sistema de 

0 

xyz = A (2 yz + xy) 

Equagoes (2-5) e isolar A em cada uma das 
Equagoes 2, 3 e 4 para A e depois igualar 

0 

xyz = A (2rz + 2 yz) 

as expressoes resultantes. 


Observamos que A t 4 0 porque A = 0 implicaria yz = xz = xy = 0 de [2], [3] e [4], e isso 
contradiz [3]- Logo, de [6] e \T\, temos 


2 xz + xy = 2yz + xy 

que nos fornece xz = yz. Mas z ¥= 0 (uma vez que z = 0 daria V = 0), portanto .r = v. De 
[T| e [8] temos 

2 yz + xy = 2xz + 2 yz 

que da 2 xz = xy e assim (como x t 4 0), y = 2z. Se colocarmos x = y = 2z em [5], obtemos 

4z 2 + 4 z 2 + 4z 2 = 12 
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Em termos geometricos, o Exemplo 2 pede os 
pontos mais altos e os pontos mais baixos da 
curva C da Figura 2 que pertence ao paraboloide 
z = x 2 + 2y 2 e que esta diretamente acima do 
cfrculo de restrigao xr + y 2 = 1. 



FIGURA 2 

A geometria por tras do uso de multiplicadores 
de Lagrange no Exemplo 2 e mostrada na Figura 
3. Os valores extremos de/(.x, y) = x 2 + ly 2 
correspondem as curvas de nivel que tocam a 
circunferencia x 2 + y 2 = 1. 


x 2 + 2y 2 = 2 



FIGURA 3 


Como x,y e z todos sao positivos, teremos z = 1 e, portanto, x = 2 e y = 2. Isso concorda 
com nossa resposta na Segao 14.7. 


EXEMPLO 2 


x 2 + y 2 = 1. 


Determine os valores extremos da fu ngao f (x, v) 


x 2 + 2y 2 no cfrculo 


SOLIJCAO Foi-nos pedido para determinar os valores extremos de / sujeita a restrigao 
g(x , v) = x 2 + v 2 = 1. Usando os multiplicadores de Lagrange, resolvemos as equagoes 
V/ = AVg e g(x, v) = I. que podem ser escritas como 

f* = Agf* f y = A g y g(x, y) = 1 


a 

2x = 2x\ 

0 

% 

II 

a 

x 2 + y 2 = 1 


De [9] temos x = 0 ou A = 1. Se x = 0, entao [TT] leva a y = ±l.SeA = 1, entao y = 0 de 
m e ass i m 0dax= ±1. Dessa forma, os valores extremos possfveis de/sao os pontos (0, 
1), (0, —1), (1, 0) e ( —1, 0). Calculando/nesses quatro pontos, achamos 

/(0,1) = 2 /(0,-1) = 2 /(1, 0) = 1 /(—L 0) = 1 

Portanto, o valor maximo de/no cfrculo x 2 + y 2 = 1 e/(0, ±1) = 2, e o valor mfnimo e 
/(±1, 0) = 1. Verificando na Figura 2, vemos que esses valores sao razoaveis. 


EXEMPLO 3 


Determine os valores extremos de / (x, v) 


x ' 2 + 2y 1 no disco x 2 + y 2 1. 


SOLUCAO De acordo com o procedimento em (14.7.9), comparamos os valores de/nos pon¬ 
tos crfticos com os pontos na fronteira. Uma vez que/) = 2x e /i = 4v, o unico ponto crftico 
e (0, 0). Comparamos o valor de/no ponto com os valores extremos no limite do Exemplo 2: 


/( 0 , 0 ) = 0 /(± 1 , 0 ) = 1 /( 0 , ± 1 ) = 2 

Assim, o valor maximo de/no disco x 2 + y 2 1 e/ (0, ±1) = 2, e o valor mfnimo e 

/( 0 , 0 ) = 0 . 


EXEMPLO 4 




distantes do ponto (3, 1, — 1). 




4 que estao mais proximos e mais 


S0LUQA0 A distancia de um ponto (x, y, z) ao ponto (3, 1, — 1) e 
d = yj{x — 3) 2 + (y — l) 2 + (z + l) 2 

mas a algebra fica mais simples se maximizarmos e minimizarmos o quadrado dessa distan¬ 
cia: 


d 2 = f(x, y, z) = (x — 3) 2 + (y — l) 2 + (z + l) 2 
A restrigao e que o ponto (x, y, z) pertenga a esfera, ou seja, 

g(x, y, z) = x 2 + y 2 + z~ = 4 

De acordo com o metodo dos multiplicadores de Lagrange, resolvemos V/ = A Vt/, g = 4. 


Isso da 

12 

2(x — 3) = 2rA 

0 

to 

v 

1 

II 

0 

2(z + 1) = 2zA 

0 

x 2 + y 2 + z 2 = 4 


O modo mais simples de resolver essas equagoes e determinar x, y e z em termos de A de [12], 
|13| e [T4], e substituir esses valores em [15]. De [12] temos 
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x — 3 = xA ou x(l — A) = 3 


ou 


x = 


3 


1 - A 


[Observe 1 — A t 4 0 porque A = 1 e impossfvel a partir de [12]. | Da mesma forma, [13] e [f4[ dao 


y 



■ 


! 


1 - A 


A Figura 4 mostra a esfera e o ponto mais 
proximo P do Exemplo 4. Voce pode pensar 
em um modo de calcular as coordenadas de 
P sem usar o calculo? 


Portanto, de [13] temos 


3 2 l 2 

(1 - A) 2 + (1 - A) 2 


(-D 2 

- A) 2 


que nos da (1 — A) 2 = 1 — A = ±VTT/2, logo 



Esses valores de A entao fornecem os pontos correspondentes (x, y, z) 


_6 _ 2 _ 2 _\ 

VTT’ VTT’ vtt ) 


_ 6 __ 2 _ 2 \ 

VTT ’ VTT ’ VTT / 



(3,1,-1) 

FIGURA 4 


E facil ver que/tem valor menor no primeiro desses pontos; dessa forma, o ponto mais proxi¬ 
mo e (6/Vll, 2/VTT, —2/V11) e o mais distante e (—6/VTT, — 2/VTT, 2/VTT). 


Duas Restrigdes 

Suponha agora que queiramos determinar os valores maximo e mi'nimo de f (x, y, z.) sujeita 
a duas restricoes (vfnculos) da forma g(x, v, z. ) = k c h(x, y, z) = c. Geometricamente, isso 
significa que estamos procurando pelos valores extremos de/quando (x, y, z.) esta restrito a 
pertencer a curva C, obtida pela intersecgao das superficies de mvel g(x, y, z) = k e 
h(x, y, z ) = c. (Veja a Figura 5.) Suponha que / tenha um tal valor extremo no ponto 
P(x o, yo, z.o). Sabemos que do infcio dessa seyao que V/ e ortogonal a C em P. Mas tambem 
sabemos que Vg e ortogonal a g(x, y, z) = k e V/z e ortogonal a h(x, y, z) = c, portanto Vg e 
V/z sao ortogonais a C. Isso significa que o vetor gradiente V/ (xo, yo, z.o) esta no piano deter- 
minado por Vg(xo, yo, Zo ) e Vh(xo, yo, Zo)- (Presumimos que esses vetores gradientes nao sao 
nulos nem paralelos.) Portanto, existem numeros A e /jl (chamados multiplicadores de 
Lagrange) tais que 


16 


V/(xo, y 0 , Zo) = A Vg(x o, y 0 , z 0 ) + /x V/z(x 0 , y 0 , z 0 ) 


Nesse caso o metodo de Lagrange nos leva a procurar por valores extremos ao resolver cinco 
equacoes nas cinco incognitas x, y,z, A e /x. Essas equacoes sao obtidas ao escrever a Equa- 
gao 16 em termos de seus componentes e ao utilizar as equagoes de restrigao : 



fx =A g x + /xhx 


fy =A g y + [Xhy 


fz =A g z + jLfc/z- 


g{x, y,z) = k 
h(x, y,z) = c 


EXEMPLO 5 


Determine o valor maximo da fungao /Yx, y, z.) = 
tersecgao do piano x — y + z = 1 com o cilindro x 2 + y 2 = 1. 


x + 2y + 3z na curva da in- 
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0 cilindro x 2 + y 2 = 1 intercepta o piano 
x - y + &■*= 1 em uma elipse (Figura 6) 0 
Exemplo 5 questiona o valor maximo d ef 
quando (x, y, z ) pertence a essa elipse. 



y 

FIGURA 6 


UQAO Maximizamos a furnjao f(x, y, z) = x +2 y + 3z sujeita as restrigoes 
g(x, y, z) = x— y + z= 1 e h(x, y, z) = x 2 + y 2 = 1. A condiqao de Lagrange e 
V/ = Wcj + /jlVIu de modo que devemos resolver as equaedes 


F7 

20 

zf 


1 = A + 2 x/jl 

2 = —A + 2 y/ji 

3 = A 

x - y + z = 1 
x 2 + y~ = 1 


Substituindo A = 3 [de [19] em [L7| ], obtemos 2 x/jl = — 2, e entao x = —l/fi. Analogamente, 
[IB] da y = 5/(2 /jl). Substituindo em |2T], temos 



25 
4 li 2 


= 1 


e yu 2 = M = ±\[29/2. Entao x = +2/y/29, y = ±5/\[29, e, de |20| , 
z = 1 — x + y = l ± 1 /\[29. Os valores correspondentes de/sao 


2 J 5 
+ 2 ± 


V29 


V29 


+ 3 1 ± 


y/29 

Portanto, o valor maximo de/na curva dada e 3 + x/29. 


= 3 ± 729 


14.8 


Exercicios 


1. Na figura estao um mapa de contorno de/e a curva de equagao 
g(x, y ) = 8. Estime os valores maximo e mmimo de/sujeita a 
restrigao g(x, y) = 8. Explique suas razoes. 



2. (a) Use uma calculadora grafica ou um computador para tra§ar 

o cfrculo x 2 + y 2 = 1. Na mesma tela, trace diversas curvas da 
forma x 2 + y = c ate que voce encontre duas que apenas to- 
quem o cfrculo. Qual o significado dos valores de c dessas 
duas curvas? 

(b) Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os 
valores extremos de / (x, y) = xr + y sujeita a restrigao 
x 2 + y 2 = 1. Compare sua resposta com a da parte (a). 

3-14 Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os 
valores maximo e mmimo da fun^ao sujeita a(s) restri^aofoes) 
dada(s). 


3. f(x,y) =x 2 + y 2 ; xy = 1 

4. f(x, y) = 3x + y; x 2 + y 2 = 10 

5. f(x,y) = y 2 -x 2 -, \x 2 + ?=l 

6. f(x, y) = x 2 + y 2 = 16 


7. 

f(x,y,z) = 

2x + 2y + z; 

x 2 + y 2 + z 2 = 9 

8. 

/ (x, y, z) = 

x 2 + y 2 + z 2 ; 

x + y + z = 12 

9. 

f(x,y, z) = 

xyz; x 2 + 2y 2 

+ 3z 2 = 6 

10. 

/ (x, y, z) = 

x 2 y 2 z 2 ', x 2 + j 

II 

c-t 

+ 

(S 

11. 

f(x,y, z) = 

x 2 + y 2 + z 2 ; 

x 4 + / + z 4 = 1 

12. 

f(x,y, z) = 

x 4 + / + z 4 ; 

x 2 + y 2 + z 2 = 1 

13. 

f(x, y, z,t ) 

= x + y + z + t\ 

x 2 + y 2 + z 2 + f 2 = 1 

14. 

fix l, X 2 , . . 

., X„) = Xi + x 2 + 

• • • + x„; 


x 2 + x\ + ■ 

• • + X 2 = 1 



15-18 Determine os valores extremos de/sujeita a ambas as restri- 
§oes. 

15. f(x, y, z) = x + 2y\ x +y + z = L y 2 + z 2 =4 

16. f(x, y, z) = 3x — y - 3z; x + y — z = 0, x 2 + 2z 2 = 1 

17. f{x, y, z) = yz + xy; xy = 1, y 2 + z 2 =l 

18. fix, y, z) = x 2 + yr+ z 2 ; x — y = 1, y 2 ~zf= 1 

SCA| E necessario usar um sistema de computa^ao algebrica 


^ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 

1. As Homework Hints estao dispomveis em www.stewartcalculus.com 
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19-21 Determine os valores extremos de/na regiao descrita pela 
desigualdade. 

19 . f(x,y) = x 2 + f + Ax - Ay, x 2 + y 2 ^9 

20 . f(x, y ) = 2x 2 + 3y 2 -Ax-5, x 1 + y 2 =£ 16 

21. f(x, y) = exr + Ay 2 =s 1 


22 . Considere o problema de maximizar a fungao/(x, y) = 2x + 3y 

sujeita a restrigao v/r + Vy = 5. 

(a) Tente usar multiplicadores de Lagrange para resolver este 
problema. 

(b) /(25,0) da um valor maior que o obtido na parte (a)? 

(c) Resolva o problema tragando a equagao da restrigao e diver- 
sas curvas de nivel de/. 

(d) Explique por que o metodo dos multiplicadores de Lagrange 
falha em resolver o problema. 

(e) Qual e o significado de/(9, 4)? 

23 . Considere o problema de minimizar a fungao / {x, y) = x na 

curva y 2 + x 4 — x 3 = 0 (uma piriforme). 

(a) Tente usar multiplicadores de Lagrange para resolver este 
problema. 

(b) Mostre que o valor minimo e/(0, 0) = 0 mas que a condi- 
gao Vf(0, 0) = AVg(0, 0) nao e satisfeita para nenhum valor 
de A. 

(c) Explique por que os multiplicadores de Lagrange falham em 
encontrar o minimo neste caso. 

24 . (a) Se seu sistema de computagao algebrica traga o grafico de 

curvas definidas implicitamente, use-o para estimar os valo¬ 
res minimo e maximo d ef(x, y) = x 3 + y 3 + 3xy sujeita a res¬ 
trigao (x — 3) 2 + (y — 3) 2 = 9 por metodos graficos. 

(b) Resolva o problema da parte (a) com o auxilio dos multipli¬ 
cadores de Lagrange. Use um SCA para resolver as equates 
numericamente. Compare sua resposta com a da parte (a). 


25 . A produgao total P de certo produto depende da quantidade L de 
trabalho empregado e da quantidade K de capital investido. Nas 
Segoes 14.1 e 14.3 discutimos como o modelo Cobb-Douglas 
P = bL a K l ^ a segue a partir de determinadas suposigoes econo¬ 
micas, onde b e a sao constantes positivas e a < 1. Se o custo 
por unidade de trabalho for m e o custo por unidade de capital 
for n, e uma companhia puder gastar somente uma quantidade p 
de dinheiro como despesa total, entao a maximizagao da produ¬ 
gao P estara sujeita a restrigao mL + nK = p. Mostre que a pro¬ 
dugao maxima ocorre quando 


L = 


<xp 

m 


e K = 


(1 ~ <x)p 
n 


26 . Em relagao ao Problema 25, suponha agora que a produgao seja 
fixada em bL a K l ^ a = Q, onde Q e uma constante. Quais valores 
de L e K minimizam a fungao custo C(L, K) = mL + nK ? 

27 . Utilize os multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o re- 
tangulo com area maxima, e que tern um perimetro constante p, 
6 um quadrado. 

28 . Use multiplicadores de Lagrange para demonstrar que o trian- 
gulo com area maxima, e que tem um perimetro constante p, e 
equilatero. 

Dica\ Utilize a formula de Heron para a area: 

A = s/s(s — jc)(s — y)(s — z) 
onde i = p/2 e x, y, z sao os comprimentos dos lados. 


29-41 Utilize os multiplicadores de Lagrange para dar uma solugao 
alternativa aos exercicios da Segao 14.7 indicados. 


29 . Exercicio 39 
31 . Exercicio 4 1 
33 . Exercicio 43 
35 . Exercicio 45 
37 . Exercicio 47 
39 . Exercicio 49 
41 . Exercicio 53 


30 . Exercicio 40 
32 . Exercicio 42 
34 . Exercicio 44 
36 . Exercicio 46 
38 . Exercicio 48 
40 . Exercicio 50 


42 . Determine os volumes maximo e minimo da caixa retangular 
cuja superficie tem 1 500 cm 2 e cuja soma dos comprimentos das 
arestas e 200 cm. 

43 . O piano x + y + 2z = 2 intercepta o paraboloide z —x 2 + y 2 em 
uma elipse. Determine os pontos dessa elipse que estao mais 
proximo e mais longe da origem. 

44 . O piano 4x — 3y + 8z = 5 intercepta o cone z 2 — x 2 + y 2 em 
uma elipse. 

(a) Faga os graficos do cone, do piano e da elipse. 

(b) Use os multiplicadores de Lagrange para achar os pontos 
mais alto e mais baixo da elipse. 


Ache os valores de maximo e minimo da fungao/sujeita as 
restrigdes dadas. Utilize um sistema de computagao algebrica para 
resolver o sistema de equagoes proveniente do uso dos multiplica¬ 
dores de Lagrange. (Se seu SCA achar somente uma solugao, voce 
pode precisar do uso de comandos adicionais.) 

45 . fix, y, z) = ye?~ z \ 9x 2 + Ay 2 + 36 z 2 =36, xy + yz =1 

46 . fix, y, z) = x + y + z; x 2 -y 2 =z, x 2 +z 2 =A 


47 . (a) Determine o valor maximo de 


/( x u Xi, ..., x„) = ifxiXi ■ ■ • x„ 


sendo que x u Xi, , x n sao numeros positivos e 

Xi + X2 + ■ ■ ■ + x„ = c, onde c e uma constante. 

(b) Deduza do item (a) que se x\, Xi, ... ,x„ sao numeros positi¬ 
vos, entao 


V. 


X1X2 ■ ■ - X„ 


Xi + X2 + • • • + x„ 


Essa desigualdade diz que a media geometrica de n numeros 
nao pode ser maior que a media aritmetica deles. Sob que cir- 
cunstancias as duas medias sao iguais? 


48 . (a) Maximize 2"=i Xiy* sujeita as restrigoes 2"_i x 2 = 1 e 
l.Uyf=\. 

(b) Tome 


Xi = 


a. 


e yi = 


bt 

yfrb 2 


para mostrar que 


2 o-ibi' Vs a} x/2 bf 


para todos os numeros a\, . . ■ , a„, b i, . . ., b„. Essa desigual¬ 
dade e conhecida como a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. 
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CALCULO 


CIENCIA DOS FOGUETES 



Muitos foguetes, tais como o Pegasus XL, usado atualmente para o langamento de satelites, e 
o Saturno V, que colocou o primeiro homem na Lua, sao projetados para usar tres estagios em 
sua subida para o espago. O primeiro e maior estagio impulsiona o foguete ate que seu com¬ 
bustfvel seja consumido, quando esse estagio e ejetado para decrescer a massa do foguete. O 
segundo e terceiro estagios, que sao menores, funcionam da mesma forma, colocando a carga 
do foguete em orbita em tomo da Terra. (Com esse projeto sao necessarios pelo menos dois 
estagios para que o foguete atinja a velocidade necessaria, e o uso de tres estagios provou ofe- 
recer boa relagao entre custo e desempenho.) Nosso objetivo aqui e determinar as massas indi¬ 
vidual dos tres estagios, que foram projetados de forma a minimizar a massa total do foguete 
e ao mesmo tempo permitir que ele atinja a velocidade desejada. 

Para um foguete com um unico estagio consumindo combustfvel a uma taxa constante, a 
variagao na velocidade resultante da aceleragao do foguete foi modelada por 


AV = 



1 - 


(1 ~ S)M r \ 
P + M r ) 


onde M r e a massa do propulsor do foguete, incluindo o combustfvel inicial, Pea massa da 
carga, 5 e o fator estrutural determinado pelo projeto do foguete (especificamente, e a razao 
entre a massa do foguete sem combustfvel e sem carga e a massa do foguete com carga e com¬ 
bustfvel) e c e a velocidade (constante) de exaustao relativa do foguete. 

Considere agora um foguete de tres estagios e carga de massa A. Vamos supor que as for- 
gas externas sejam desprezfveis e que c e S permanegam constantes em cada estagio. Se Mi e 
a massa do i-esimo estagio, podemos inicialmente considerar que o propulsor do foguete tenha 
massa Mi e sua carga tenha massa M 2 + M 3 + A; o segundo e terceiro estagios podern ser 
tratados da mesma forma. 


1. Mostre que a velocidade atingida depois que os tres estagios sao ejetados e dada por 


/ Mi + M 2 + M 3 + A\ + / M 2 + M 3 + A\ + / M 3 + A\ 

\SMi + M 2 + M 3 + A ) \ SM 2 + M 3 + A/ \ SM 3 + a) 


2 . Desejamos minimizar a massa total M = Mi + M 2 + M 3 do propulsor do foguete sujeita a 
restrigao que a velocidade desejada ly do Problema 1 seja atingida. O metodo dos multi - 
plicadores de Lagrange e apropriado, mas e diffcil implementa-lo usando as expressoes de 
que dispomos ate aqui. Para simplificarmos, definimos variaveis N, de modo que a restri¬ 
gao possa ser expressa como ty = c(ln Ni + In N 2 + In N 3 ). Como e diffcil exprimir M em 
termos dos Ni, e desejavel usar uma fungao mais simples, que ao ser minimizada leve tam- 
bem a minimizagao de M. Mostre que 


Mi + M 2 + M } + A _ (1 - S)N 1 
M 2 + M 3 + A ~ 1 - SNi 

M 2 + M 3 + A _ (1 - S)N 2 
M 3 + A ~ 1 - SN 2 
Mj + A _ (1 - S)Nj 
A 1 - SNi 


e conclua que 


M + A _ (1 - SfNiN 2 Ni 

A ~ (1 - SNi)(l - SN 2 )(1 - SNi) 

3 . Verifique se ln((M + A)/A) tern os mesmos pontos de mfnimo que M\ utilize os multiplica- 
dores de Lagrange e o resultado do Problema 2 para determinar as expressoes para os va- 
lores de N, onde o mfnimo ocorre sujeito a restrigao Vj = c(ln Ni + In N 2 + In Ni). [ Dica: 
Utilize as propriedades dos logaritmos para ajudar na simplificagao das expressoes.] 
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4. Determine uma expressao para o valor mfnirno de M como fungao de Vf. 

5. Se desejarmos colocar um foguete de tres estagios em uma orbita 160 km acima da super- 
ffcie terrestre, a velocidade final necessaria e de aproximadamente 28 000 km/h. Suponha 
que cada estagio seja construfdo com um fator estrutural 5 = 0,2 e que a velocidade de 
exaustao seja c = 9 600 km/h. 

(a) Determine a massa total minima M do propulsor do foguete como fungao de A. 

(b) Determine a massa de cada estagio como fungao de A. (Eles nao precisam ter tama- 
nhos iguais!) 

6. O mesmo foguete precisaria de uma velocidade final de 39.700 km/h, aproximadamente, para 
escapar da gravidade terrestre. Determine a massa de cada estagio que minimizaria a massa 
total do propulsor do foguete e lhe permitiria carregar uma sonda de 200 kg para o espago. 


PR0JET0 APLICAD0 

0TIMIZAQA0 DE UMA TURBINA HIDRAULICA 


A Katahdin Paper Company, de Millinocket, no estado de Maine, opera uma usina hidroeletri- 
ca no rio Penobscot. A agua e bombeada de uma represa para a usina geradora de potencia. A 
taxa pela qual a agua flui nas tubulagoes varia, dependendo de condigoes externas. 

A usina geradora de potencia tern tres turbinas hidroeletricas diferentes; para cada uma 
delas, e conhecida a quantidade da potencia eletrica gerada em fungao do fluxo de agua que 
chega a turbina (fungao de potencia da turbina). A agua que chega pode ser distribufda em 
quantidades diferentes entre as turbinas, e nosso objetivo e determinar como programar essa 
distribuigao de agua para obter maxima produgao de energia total para qualquer vazao. 

Usando dados experimentais e a equagao de Bernoulli, chegou-se ao modelo quadratico mos- 
trado para a safda de potencia de cada turbina, com as seguintes vazoes de operagao peimitidas: 

KWi = (-18,89 + 0,1277Qi - 4,08 • l()- 5 0i)(17O - 1,6 • 10~ 6 Q 2 T ) 

KWi = (-24,51 + 0,135802 - 4,69 • 1O- 5 0 2 2 )(17O - 1,6 • l()- 6 0r) 

KW a = (-27,02 + 0,138003 - 3,84 • l(r 5 03)(17O - 1,6 • l(r 6 0r) 

250 si 0i 1.110, 250 « 02 « 1.110, 250 ^03^1.225 

onde 

0, = fluxo pela turbina i em pes cubicos por segundo 

KWi = potencia gerada pela turbina i em quilowatts 

Qt = fluxo total pela turbina em pes cubicos por segundo 

1. Se todas as tres turbinas estiverem sendo usadas, queremos determinar o fluxo Q\ em cada 
turbina que resultara na produgao total maxima de energia. Nossas limitagoes sao que o 
fluxo total precisa ser igual ao fluxo que chega a usina e que para cada turbina o fluxo es- 
teja na faixa permitida. Consequentemente, utilize os multiplicadores de Lagrange para 
achar os valores de cada fluxo individual (como fungao de Q T ) que maximizem a produgao 
total de energia KW\ + KWi + KWi sujeita as restrigoes 0i + Qi + 03 = Qt e restrigoes 
de domfnio de cada 0,. 

2 . Para que valores de Q T seu resultado e valido? 

3 . Para uma vazao de entrada de 2 500 pes 3 /s, determine a distribuigao para as turbinas e ve- 
rifique (tentando algumas distribuigoes semelhantes) se seu resultado corresponde real- 
mente a um maximo. 

4. Ate agora supusemos que as tres turbinas estavam em operagao. E possfvel que mais poten¬ 
cia possa ser obtida usando somente uma turbina em algumas situagoes? Faga um grafico das 
fungoes potencia e utilize-o para decidir se uma vazao de entrada de 1 000 pes 3 /s deveria ser 
distribufda para as tres turbinas ou concentrada em uma so. (Se voce concluir que so uma tur¬ 
bina devera ser utilizada, responda: qual e ela?) E se a vazao for de somente 600 pes 3 /s? 

5. Talvez para alguns nfveis de vazao seja vantajoso usar duas turbinas. Se a vazao de chegada 
for de 1 500 pes 3 /s, quais duas turbinas devem ser utilizadas? Use os multiplicadores de La¬ 
grange para determinar como a vazao deveria ser distribufda entre as duas turbinas para 
maximizar a energia produzida. Para essa vazao, o uso de duas turbinas e mais eficiente que 
o emprego das tres? 

6 . Se a vazao de entrada for de 3 400 pes 3 /s, o que voce recomendaria para a empresa? 
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Revisao 


Verificacao de Conceitos 


2 . 

3. 


4. 

5. 


6 . 

7. 


8 . 


9. 

10 . 
11 . 


12 . 


(a) O que e uma fungao de duas variaveis? 

(b) Descreva tres metodos para visualizar uma fungao de duas 
variaveis. 

O que e uma fungao de tres variaveis? Como voce pode visuali¬ 
zar tal fungao? 


O que 

lim fix, y) = L 

significa? Como mostrar que esse limite nao existe? 


(a) O que significa dizer que/e continua em (a, b)7 

(b) Se/e continua em R 2 , o que voce pode dizer de seu grafico? 


(a) Escreva as expressoes para as derivadas parciais/ v (a, b) e 
f y {a, b ) como limites. 

(b) Como voce interpreta f x (a, b) ef y (a, b) geometricamente? 
Como as interpreta como taxas de variagao? 

(c) Sefix, y) e dada por uma formula, como calcular/i e/ v ? 

O que o Teorema de Clairaut diz? 


Como achar o piano tangente a cada um dos seguintes tipos de 
superficie? 

(a) Um grafico de uma fungao de duas variaveis, z. —fix, y) 

(b) Uma superficie de nivel de uma fungao de tres variaveis. 
Fix, y, z) = k 


Defina a linearizagao de/em (a, b). Qual e a correspondente 
aproximagao linear? Qual e a interpretagao geometrica da apro- 
ximagao linear? 

(a) O que significa dizer que/e diferenciavel em (a, b)7 

(b) Como usualmente verificamos que/e diferenciavel? 


Se z — fix, y), o que sao as diferenciais dx, dy e dz7 


Enuncie a Regra da Cadeia para o caso em que z =f(x,y)exe 
y sao fungoes de uma variavel. E se .v e y forem fungoes de duas 
variaveis? 


Se z e definido implicitamente como uma fungao de x e y por 


uma equagao da forma Fix, y, z) = 0, como determinar 
dzJdx e dz/dyl 

13. (a) Escreva uma expressao limitando a derivada direcional de/ 

em (jco, yo) na diregao do vetor unitario u = (a, b). Como in- 
terpreta-la como taxa de variagao? Como interpreta-la geo¬ 
metricamente? 

(b) Se / e diferenciavel, escreva uma expressao para 
Dufixa, yo) em termos de f z ef y . 

14. (a) Defina o vetor gradiente V/ de uma fungao/e duas ou tres 

variaveis. 

(b) Expresse D u fe m termos de V/. 

(c) Explique o significado geometrico do gradiente. 

15. O que as seguintes sentengas significant? 

(a) /tem um maximo local em (a, b). 

(b) /tem um maximo absoluto em (a, b). 

(c) /tem um minimo local em (a, b). 

(d) /tem um minimo absoluto em (a, b). 

(e) /tem um ponto de sela em (a, b). 

16 . (a) Se/tem um maximo local em (a, b), o que voce pode dizer 

de suas derivadas parciais em (a, b)l 
(b) O que e um ponto critico de/? 

17 . Quale o Teste da Segunda Derivada? 

18 . (a) O que e um conjunto fechado em R 2 ? O que e um conjunto 

limitado? 

(b) De o enunciado do Teorema dos Valores Extremos para as 
fungoes de duas variaveis. 

(c) Como achar os valores que o Teorema dos Valores Extremos 
garante existirem? 

19. Explique como o metodo dos multiplicadores de Lagrange fun- 
ciona para determinar os valores extremos de/(x, y, z) sujeita a 
restrigao gix, y, z) — k. E se tivermos uma segunda restrigao liix, 
y, z) = c? 


Teste - Verdadeiro ou Falso 


Determine se a afirmagao e falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por 
que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que mostre que e falsa. 


1 . 


fy(a, b) = lim 

y^>b 


f(g, y) - fja, b) 

y-b 


2 . 


3. 


Existe uma fungao/com derivadas parciais de segunda ordem 
continuas, tais que/,(x, y) = x + y 2 ef y ix, y) = x — y 1 . 


fxy 


d 2 f 

dx dy 


6. Se/v(a, b) e/ v (a, b) existem, entao/e diferenciavel em (a, b). 

7 . Se/tem um minimo local em (a, b) e/e diferenciavel em (a, b), 
entao V/ (a, b) = 0. 

8 . Se/e uma fungao, entao 

lim, f(x,y) =/(2, 5) 

9. Sefix, y) = In y, entao V/(x, y) = l/y 

10 . Se (2, 1) e um ponto critico de/e 

M2, \)fyyi2, 1) < r/xv(2, l)] 2 


4. D k f ix, y, z) = fix, y, z.) 

5. Se/(x, y) —> L quando (x, v) —»(a, b) ao longo de toda reta que 
passa por (a, b), entao limix.yt^fa.^fix, y) = L. 


entao/tem um ponto de sela em (2, 1). 

11. Sefix, y) = sen x + sen y, entao — y/2 =£ D u f(x, y) =£ y/2. 

12. Sefix, y) tern dois maximos locais, entao/tem um minimo local. 
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Exercicios 


1-2 Determine e esboce o domfnio da fungao. 

1. f(x,y) = ]n(x + y + \) 

2. f(x, y) = sjA - x 2 - y 2 + sj\ - x 2 
3-4 Esboce o grafico da fungao. 

3. f(x,y) = l~y 2 

4. f(x,y) = x 2 +(y~2) 2 

5-6 Esboce varias curvas de nfvel da fungao. 

5. f(x, y) = si Ax 1 + y 2 6. f(x, y) = e l + y 

7. Faga um esbogo de um mapa de contorno da fungao cujo grafico 
esta mostrado. 



8 . Um mapa de contorno de uma fungao/e apresentado. Use-o 
para fazer um esbogo do grafico de/. 



9-10 Calcule 

9 . lim 

Urf-»(i,D 


o limite ou mostre que ele nao existe. 

2xy 2xy 

—-—-r 10 . lim — z —-— -r 

x 2 + 2y 2 0 ) x 2 + 2 y 


X 

0 

2 

4 

6 

8 

0 

30 

38 

45 

51 

55 

2 

52 

56 

60 

62 

61 

4 

78 

74 

72 

68 

66 

6 

98 

87 

80 

75 

71 

8 

96 

90 

86 

80 

75 

10 

92 

92 

91 

87 

78 


12. Determine uma aproximagao linear para a fungao temperatura 
T(x, y) do Exercfcio 11 perto do ponto (6, 4). Em seguida use-a 
para estimar a temperatura no ponto (5, 3,8). 

13-17 Determine as derivadas parciais de primeira ordem. 

13. f{x,y) = (5/* + Zx 2 yY 14. g(u, V) = + 2 J 

15. F (a, P) = a 2 ln(« 2 + p 2 ) 16. G (x, y, z ) = e x 'sen(v/z) 

17. S (u, v, w) = u arctg ( 1 >s/ui) 

18. A velocidade da propagagao da onda sonora no oceano e uma 
fungao da temperatura, da salinidade e da pressao. Foi mode- 
lada corno 

C = 1 449,2 + 4,6 T - 0,055 T 2 + 0,00029r 3 
+ (1,34 - 0,017/(5 - 35) + 0.016D 
onde C e a velocidade do som (em metros por segundo). Tea 
temperatura (em graus Celsius), 5 e a salinidade (concentragao 
de sal em partes por milhar, o que significa o numero de gra 
mas de solidos dissolvidos por 1 000 g de agua) eflea pro- 
fundidade abaixo da superffcie do oceano (em metros). Calcule 
dC/dT, dC/dS, dC/dD, quando T = 10 °C, 5 = 35 partes por mi¬ 
lhar e D = 100 m. Explique o significado ffsico dessas deriva¬ 
das parciais. 

19-22 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem de/. 

19. fix, y) = Ax' — xy 2 20. z — xe~ 2y 

21. f(x, y, z) — x k y'z m 22. v = r cos(s + 2t) 


11 . Uma placa de metal esta situada no piano xy e ocupa o retan- 
gulo 0 =£ x =£ 10, 0 ^ y 8, onde x e y sao medidos em me¬ 
tros. A temperatura no ponto ( x , y) do piano e T(x, y), onde T e 
medido em graus Celsius. Temperatures em pontos igualmente 
espagados foram medidas e registradas na tabela. 

(a) Estime o valor das derivadas parciais 7',(6,4) e T y { 6,4). Quais 
sao as unidades? 

(b) Estime o valor de D U T( 6, 4), onde u = (i + \)/s/2. 
Interprete o resultado. 

(c) Estime o valor de T„(6, 4). 


23 . Se z — xy + xe ylx , mostre que x-b v — = xy + z. 

dx dy 

24 . Se z — sen(x + sen t), mostre que 

dz d 2 z dz d 2 z 

dx dxdt dt dx 2 

25-29 Encontre uma equagao (a) do piano tangente e (b) da reta nor- 


mal 

a superffcie dada no 

ponto i 

^specificado. 

25. 

z — 3x 2 — y 2 + 2x, 

(1, ' 

-2, 1) 

26. 

z — e x cos y, (0, 

0, 1) 


27. 

x 2 + 2y 2 - 3z 2 = 3, 

(2, 

-1, 1) 

28. 

xy + yz + zx = 3, 

(1, 1 

,1) 

29. 

sen(xyz) = x + 2y + 3 z, 

(2,-1,0) 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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30. 


31. 

32. 

33. 


34. 


35. 

36. 

37. 


38. 

39. 


40. 


41. 


42. 

43. 

44. 


Use um computador para tragar o grafico da superffcie 
z — x 2 + y 4 e de seu piano tangente e reta normal em (1, 1, 2) na 
mesma tela. Escolha o domlnio e ponto de vista para obter uma 
boa visao dos tres objetos. 

Encontre os pontos no hiperboloide x 2 + 4y 2 — z 2 — 4 onde o 
piano tangente e paralelo ao piano 2x + 2y + z = 5. 

Encontre du se u = ln( 1 + se 2 '). 


Determine a aproximagao linear da fungao 

f(x, y, z) = x 2 yjy 2 + z 2 no ponto (2, 3, 4) e use-a para 

aproximar o numero (1,98)\/(3,01 ) 2 + (3,97) 2 . 


Os dois catetos de um triangulo retangulo medem 5 m e 12 m 
com um erro possfvel nas medidas de, no maximo, 0,2 cm em 
cada. Utilize diferenciais para estimar o erro maximo no calculo 
(a) da area do triangulo e (b) do comprimento da hipotenusa. 

Se u = x/y 3 + z 4 , onde x = p + 3 p 2 , y = pe p e,z—p sen p, use a 
Regra da Cadeia para encontrar du/dp. 


Se v = x 2 sen y + ye sy , onde x — s + 2t e y = st, use a Regra 
da Cadeia para encontrar dv/ds e dv/dt quando 
s = 0 e t = 1. 

Suponha que z = fix , y), onde x = gis, t ), y = his, t ), 
3(1, 2) = 3, g s ( 1, 2) = -1, 3,(1, 2) = 4, h{ 1, 2) = 6, 
/?.,(1, 2) = -5, hi 1, 2) = 10,/,(3, 6) = 7 ef y ( 3, 6) = 8. Deter¬ 
mine dz/ds e dz/dt quando s = 1 e t = 2. 

Utilize o diagrama em arvore para escrever a Regra da Cadeia 
para o caso onde w = f (f, u, v), t = tip, q , r, s ), 
u = u(p, q , r, s) e v = v(p, q, r, s), todas diferenciaveis. 

Se z = y + f(x 2 — y 2 ), onde/e diferenciavel, mostre que 


3z 




dx 


dz 

+ X - = X 

dy 


O comprimento x de um lado de um triangulo esta aumentando 
a uma taxa de 6 cm/s, o comprimento y de um outro lado esta di- 
minuindo a uma taxa de 4 cm/s e o angulo 6 entre eles esta au¬ 
mentando a uma taxa de 0,05 radiano/s. Quao rapidamente esta 
variando a area do triangulo quando x = 80 cm, y = 100 cm e 
9 = 77/6? 


Se z = / (u, v), onde u = xy, v = y/x e/tern derivadas parciais 
de segunda ordem contmuas, mostre que 


, d 2 z , d 2 z 
X- - 7 — V - 7 

dx 2 2 dy 2 


d 2 z dz 

= —4uv -K 2v — 

dll dv dv 


dz dz 


Se cos(xyz) = 1 + xry 2 + z 2 , determine — e — 

dx dy 

Determine o gradiente da fungao f(x, y, z) = x 2 e yz \ 


45-46 Determine a derivada direcional de/no ponto dado na dire- 

gao indicada. 

45. /( x, y) = x 2 e~ y , ( — 2, 0), na diregao do ponto (2, —3) 

46. f(x, y, z) = x 2 y + x^J 1 + z, (1, 2, 3), na diregao de 
v = 2i + j — 2k 

47. Determine a taxa maxima de variagao de/(jc, y) — x 2 y + Vv no 
ponto (2, 1). Em que diregao isso ocorre? 

48. Determine a diregao na qual/(x, y, z) = ze^ aumenta mais ra- 
pido no ponto (0, 1, 2). Qual e a taxa maxima de aumento? 

49. O mapa de contorno mostra a velocidade do vento em nos du¬ 
rante o furacao Andrew em 24 de agosto de 1992. Utilize-o para 
estimar o valor da derivada direcional da velocidade do vento 
em Homestead. Florida, na diregao do olho do furacao. 



50 . Determine as equagoes parametricas da reta tangente no ponto 
( — 2, 2, 4) a curva de intersecgao da superffcie z = 2 jc 2 — y 2 com 
o piano z = 4. 

51-54 Determine os valores maximos e mfnimos locais e os pontos 
de sela da fungao. Se voce tiver um programa de computador para 
desenhar em tres dimensdes, trace o grafico da fungao usando um 
ponto de vista e domfnio conveniente para mostrar os aspectos 
importantes da fungao. 

51 . f(x, y) = x 2 -xy + y 2 +9x - 6y + 10 

52 . f(x, y) = x 3 — 6xy + 8y 3 

53 . f(x, y) = 3xy — xry — xy 2 

54 . f(x, y) = (x 2 + y)e y/1 

55-56 Determine os valores maximo e mfnimo absolutos de / no 
conjunto D. 

55 . /( x, y) = 4xy 2 — x 2 y 2 — xy 3 ; D e a regiao triangular fechada do 
piano xy com vertices (0. 0), (0, 6) e (6, 0) 


(a) Quando a derivada direcional de/e maxima? 

(b) Quando e minima? 

(c) Quando e 0? 

(d) Quando e a metade de seu valor maximo? 


56. f(x,y) — e x y2 (x 2 + 2y 2 ); D e o disco x 2 + y 2 =S 4 
FH 57. Utilize o grafico e/ou curvas de nfvel para estimar os valores 
maximo e mfnimo e os pontos de sela de 
f{x, y) = x 3 — 3x + y 4 — 2y 2 . Em seguida, use o calculo para 


determinar esses valores de modo preciso. 
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58. Use uma calculadora grafica ou um computador (metodo de 
Newton ou sistema de computagao algebrica) para determinar 
os pontos crfticos de/fx, y) = 12 + lOy — 2x 1 — 8 xy — y 4 com 
precisao de tres casas decimals. Em seguida, classifique os pon¬ 
tos crfticos e determine o ponto mais alto do grafico. 

59-62 Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os 
valores maximo e mfnimo de/sujeita a(s) restrigao(oes) dada(s). 

59. f(x, y) = x 2 y\ x 2 + y 2 — 1 



61. f(x,y,z) = xyz\ x 2 + yr + z 2 = 3 

62. f(x , y, z) = x 2 + 2y 2 + 3 z 2 ; 

x + y + z = 1, x — y + 2z = 2 

63. Determine os pontos da superficie xy 2 z? = 2 que estao mais 
proximos da origem. 

64. Um pacote com o formato de uma caixa retangular pode ser en- 
viado pelo correio como encomenda postal se a soma de seu 
comprimento e cintura (perfmetro da secgao transversal ortogo- 
nal ao comprimento) for de, no maximo, 108 pol. Determine as 


dimensoes do pacote de maior volume que pode ser enviado 
como encomenda postal. 

65. Um pentagono e formado colocando-se um triangulo isosceles 
sobre um retangulo, como mostrado na figura. Se o pentagono 
tern perfmetro P fixo, determine os comprimentos dos lados do 
pentagono que maximiza sua area. 



66. Uma partfcula de massa m se move sobre uma superficie 
z = f(x, y). Sejamx = x(t), y = y(t) as coordenadas x e y da par¬ 
tfcula no instante t. 

(a) Determine o vetor velocidade v e a energia cinetica 
K = \m |v| 2 da partfcula. 

(b) Determine o vetor aceleragao a. 

(c) Sejam z = x 2 + y 2 e x(t) = t cos t, y(t) = t sen t. Determine 
o vetor velocidade, a energia cinetica e o vetor aceleragao. 




Problemas Quentes 


1. Um retangulo com comprimento L e largura W e cortado em quatro retangulos menores por duas 
retas paralelas aos lados. Determine os valores maximo e mfnimo da soma dos quadrados das areas 
dos retangulos menores. 

2. Biologos marinhos determinaram que, quando um tubarao detecta a presenqa de sangue na agua, ele 
nada na direqao em que a concentraqao de sangue aumenta mais rapidamente. Com base em certos 
testes na agua do mar, sabe-se que a concentraqao de sangue (em partes por milhao) em um ponto 
P(x, y) na superficie e de aproximadamente 

C( x ,y) = 

onde xey sao medidos em metros em coordenadas cartesianas com a fonte do sangue como origem. 

(a) Identifique as curvas de nfvel da fungao concentragao e esboce varios membros dessa famflia, 
junto com a trajetoria que o tubarao deve percorrer para chegar a fonte. 

(b) Suponha que um tubarao esteja no ponto (xo, yo) quando detecta a presenga de sangue na agua. 
Determine a equagao da trajetoria do tubarao escrevendo e resolvendo uma equagao diferen- 
cial. 

3. Uma longa folha de metal galvanizado de espessura w polegadas deve ser dobrada em uma forma 
simetrica com tres lados pianos para fazer uma calha. A secgao transversal e mostrada na figura. 

(a) Determine as dimensoes para permitir a maxima vazao, ou seja, determine as dimensoes que for- 
necern a maior area da secgao transversal. 

(b) Voce acharia melhor dobrar a folha de metal em uma calha com secgao transversal semicircu¬ 
lar do que em uma secgao transversal de tres lados? 


w — 2x 

4. Para que valores do numero r a fungao 











fix, y, z) 


e contmua em R 3 ? 


(x + y + z) r 
x 2 + y 2 + z 2 

0 


se (x, v, z) ¥= (0, 0, 0) 
se (x, y, z) = (0, 0, 0) 


5. Suponha que/ seja uma fungao diferenciavel de uma variavel. Mostre que todos os pianos tan- 
gentes a superficie z = xf ( y/x ) se interceptam em um ponto comum. 

6. (a) O metodo de Newton para aproximar a raiz de uma equagao /(x) = 0 (veja a Segao 4.8, no Vo¬ 

lume I) pode ser adaptado para aproximar a solugao de um sistema de equagoes/(x, y) = 0 e 
g{x, y) = 0. As superficies z = f (x, y) e z = g{x, y) se interceptam em uma curva que intercepta 
o piano xy no ponto ( r, s ), que e a solugao deste sistema. Se uma aproximagao inicial (xi, yi) es- 
tiver proxima deste ponto, entao os pianos tangentes as superficies em (xi, >’i) se interceptam em 
uma reta que intercepta o piano xy em um ponto ( x 2 , yi), que deveria estar mais proximo de (r, 
s). (Compare com a Figura 2 na Segao 4.8.) Mostre que 


X2 = Xi 


fdy ~ fyd 

f*9y ~ fy9* 


e 


F2 = yi 


fg ~ f9* 

fxQy ~ fyQx 


ond ef g e suas derivadas parciais sao calculadas em (xi, yi). Se continuarmos esse processo, ob- 
teremos uma sequencia de aproximagoes sucessivas ( x „, y„). 

(b) Foi Thomas Simpson (1710-1761) quern formulou o metodo de Newton como o conhecemos 
hoje e quem o estendeu para as fungoes de duas variaveis como no item (a). O exemplo que ele 
deu para ilustrar o metodo foi resolver o sistema de equagoes 

x' T yy = 1 000 x? + / = 100 


Em outras palavras, ele descobriu os pontos de intersecgao das curvas da figura. Utilize o me¬ 
todo da parte (a) para determinar as coordenadas dos pontos de intersecgao com precisao de seis 
casas decimals. 



0 


-+- 

2 


+ 


4 


x 


7. Se a elipse x 2 /a 2 + y 2 lb 2 = 1 circunda a circunferencia x 2 + y 2 = 2y, quais sao os valores de a e b 
que minimizam a area da elipse? 

8 . Entre todos os pianos que sao tangentes a superficie xy 2 z 2 = 1, determine os que estao mais longe 
da origem. 









Integrals Multiplas 



Pichugin Dmitry/Shutterstock 


Os geologos estudam como as cadeias de 
mortanhas foram formadas e estimam o trabalho 
necessario para eleva-las em relagao ao nfvel do 
mar. Na Segao 15.8 e solicitado que voce use a 
integral tripla para calcular o trabalho realizado 
na formagao do Monte Fuji, no Japao. 


Neste capitulo estendemos a ideia de integrals definidas para integrals duplas e triplas 
de funcoes de duas ou tres variaveis. Essas ideias serao usadas para calcular volumes, 
areas de superficies, massas e centroides de regioes mais gerais do que as consideradas 
nos Caprtulos 6 e 8, no Volume I. Usaremos tambem as integrals duplas para calcular 
probabilidades quando duas variaveis aleatorias estiverem envoividas. 

Veremos que as coordenadas polares sao uteis no calculo de integrals duplas em 
alguns tipos de regiao. De modo parecido, introduziremos dois novos sistemas de 
coordenadas no espaco tridimensional - coordenadas cilindricas e coordenadas esfericas 
-, que simplificam muito o calculo de integrals triplas em certas regioes solidas que 
ocorrem frequentemente. 
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15.1 


Integrals Duplas sobre Retangulos 


A tentativa de resolvermos o problema de determinar areas nos levou a defmigao de integral 
definida. Aplicaremos um procedimento semelhante para calcular o volume de um solido, e 
este processo nos levara a dcfinicao de integral dupla. 

Revisao da Integral Definida 

Antes de tudo, vamos relembrar os fatos basicos relativos a integral definida de fu nodes de uma 
variavel real. Se /(x) e definida em a x b, comecamos subdividindo o intervalo [a, /;] em 
n subintervalos [x,-i,x,] de comprimento igual A x = {b — a)/n e escolhemos pontos de 
amostragem xf em cada um desses subintervalos. Assim, formamos a soma de Riemann 


m 


2 f(x*) Ax 
1=1 


e tomamos o limite dessa soma quando n —> °° para obter a integral definida de a ate b da fun- 
§ao/: 

'b n 

/(x) dx = lim 2 f(x?) Ax 


No caso especial em que /(x) & 0, a soma de Riemann pode ser interpretada como a soma 
das areas dos retangulos aproximadores da Figura 1 e f’f(x) dx representa a area sob a curva 
y = /(x) de a ate b. 


2 


FIGURA 1 



Volumes e Integrals Duplas 

De modo semelhante, vamos considerar uma funcao/de duas variaveis definida em um re- 
z __ tangulo fechado 

R = [a, b\ X [c, d] = {(x, y) E U 2 1 a S x ^ 

e vamos inicialmente supor que /(x,y) 3* 0. O grafico de/e a superffcie com cquayao 
Z = f(x, y) . Seja S o solido que esta acima da regiao R e abaixo do grafico de/, isto e, 

S = {(x,y,z)ER 3 |0«z =s/(x,y), (x,y) G r} 

(Veja a Figura 2.) Nosso objetivo e determinar o volume de S. 

O primeiro passo consiste em dividir o retangulo R em sub-retangulos. Faremos isso divi- 
dindo o intervalo [a, b ] em m subintervalos [x,--i, x,] de mesmo comprimento Ax = (b — a)/m 
e dividindo o intervalo [c, d\ em n subintervalos [y,-i, y,] de mesmo comprimento 
A y = (d — c)/n. Tragando retas paralelas aos eixos coordenados, passando pelas extremida- 
des dos subintervalos, como na Figura 3, formamos os sub-retangulos 
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Ru = [xi-u Xi] X [^-i, yj\ = {(x, y) \ x,-i « x ^ x u yj-i y s£ y,} 

cada um dos quais com area A A = Ax Ay. 



FIGURA3 

Dividindo R em sub-retangulos 


Se escolhermos um ponto arbitrario, que chamaremos ponto de amostragem, (x *, y *), 
em cada R u , poderemos aproximar a parte de S que esta acima de cada R t] por uma caixa re- 
tangular fma (ou “coluna”) com base R tJ e altura f ix*, y*), como mostrado na Figura 4. (Com¬ 
pare com a Figura 1.) O volume dessa caixa e dado pela sua altura vezes a area do retangulo 
da base: 


f(xly$) AA 


Se seguirmos com esse procedimento para todos os retangulos e somarmos os volumes das cai- 
xas correspondentes, obteremos uma aproximacao do volume total de S: 


3 


m n 


2 2fb$,y$) A A 

■=1 7=1 


(Veja a Figura 5.) Essa soma dupla significa que, para cada sub-retangulo, calculamos o va¬ 
lor de/no ponto escolhido, multiplicamos esse valor pela area do sub-retangulo e entao adi- 
cionamos os resultados. 




FIGURA 5 


Nossa intuigao diz que a aproximacao dada em [3] melhora quando aumentamos os valo- 
res de m e n e, portanto, devemos esperar que 
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CALCULO 


0 significado do limite duplo na Equagao 4 
e que podemos tornar a somatoria dupla 
tao proxima quanto desejarmos do numero 
V [para qualquer escolha de (x,f, y ,*) em 
Rij] tomando m e n suficientemente 
grandes. 


Observe a semelhanga entre a Definigao 5 
e a definigao de integral unidimensional na 
Equagao 2. 


H V= lim S lfix*,y*) AA 

m, n — i=1 j=1 

Usamos a expressao da Equagao 4 para definir o volume do solido S que corresponde a re- 
giao que esta abaixo do grafico de/e acima do retangulo R. (Pode-se mostrar que essa defi¬ 
nigao e coerente com nossa formula de volume da Segao 6.2.) 

Limites do tipo que aparecem na Equagao 4 ocorrem muito frequentemente, nao somente 
quando estamos determinando volumes, mas tambem em diversas outras situacdes - como sera 
visto na Segao 15.5 - mesmo/nao sendo uma fungao positiva. Assim, faremos a seguinte de¬ 
finigao: 


5 Definigao A integral dupla de/sobre o retangulo R e 

m n 

f fix, y) dA = lim 2 2 fix*, >'*) A A 

se esse limite existir. 


Embora tenhamos definido a integral dupla 
dividindo R em sub-retangulos de mesmo 
tamanho, poderiamos ter usado sub-retan- 
gulos Rij de tamanhos diferentes. Mas 
entao terfamos de garantir que todas as 
dimensoes deles tendessem a zero no 
processo de limite. 


O significado preciso do limite da Definigao 5 e que para todo s > 0 existe um inteiro N 
tal que 


m n 

\\ fix, >') dA - £ V /(.v/f. .v/f) 

„ i=l j= 1 


AA 


< e 


para todos os inteiros m e n maiores que N e para qualquer escolha de (x *, y*) em R,,. 

Uma fungao /e dita integravel se o limite na Definigao 5 existir. E mostrado em cursos 
de calculo avangado que todas as fungoes continuas sao integraveis. Na realidade, a integral 
dupla de/existe contanto que /“nao seja descontmua demais”. Em particular, se/for limi- 
tada [isto e, existe uma constante M tal que | f(x, y) \ < M para todo (x, y) em /?], e se/for 
contfnua ali, exceto em um numero finito de curvas suaves, entao /e integravel em R. 

O ponto de amostragem (x *, yif) pode ser tornado como qualquer ponto no sub-retangulo 
Rij, porem, se o escolhermos como o canto superior direito de R,j [ou seja, (x„ v,), veja a Fi- 
gura 3], a expressao da soma dupla ficara mais simples: 


m n 

6~| /'(x, >’) dA = lim SS/feyz)AA 

JJ m, n—*°° j = j j—j 


Comparando as Definigoes 4 e 5, vemos que o volume pode ser escrito como uma integral du¬ 
pla: 


Se /(x, y) 3= 0, entao o volume V do solido que esta acima do retangulo R e abaixo da 
superffcie z = fix, y) 6 

V= jj fix, y)dA 

R 

A soma na Definigao 5, 

m n 

2 2 fix*, y *) A A 
;=i j=i 

e chamada soma dupla de Riemann e e usada como uma aproximagao do valor da integral du¬ 
pla. [Observe a semelhanga dessa soma com a de Riemann em [7] para fungoes de uma unica va- 
riavel.] Se/for uma fungao positiva, entao a soma dupla de Riemann representa a soma dos vo¬ 
lumes das colunas, como na Figura 5, e e uma aproximagao do volume abaixo do grafico de/. 












INTEGRAIS MULTIPLAS 


877 


EXEMPLO 1 


Estime o volume do solido que esta acima do quadrado R = [0, 2] X [0, 2] e 
abaixo do paraboloide eh'ptico z = 16 — x 2 — 2y 2 . Divida R em quatro quadrados iguais e es- 
colha o ponto de amostragem como o canto superior direito de cada quadrado R,j. Faga um es- 
bogo do solido e das caixas retangulares aproximadoras. 


S0LUQA0 Os quadrados estao ilustrados na Figura 6. O paraboloide ellptico e o grafico de 
f(x, v) = 16 — x 2 — 2v 2 e a area de cada quadrado e AA = 1. Aproximando o volume pela 
soma de Riemann com m = n = 2, temos 



2 2 

v ~ 'Z 2 /(*>, >’,) aa 

,=i j =i 

= /( 1, 1) A A + f{\, 2) AA +/(2, 1) AA +/(2, 2) AA 
= 13(1) + 7(1) + 10(1) + 4(1) = 34 
Esse e o volume das caixas aproximadoras mostradas na Figura 7. 

Obtemos melhores aproximacoes do volume no Exemplo 1 quando aumentamos o numero 
de quadrados. A Figura 8 mostra como as colunas comccam a parecer mais com o solido ver- 
dadeiro e as aproximacoes correspondentes vao se tornando mais precisas quando usamos 16, 
64 e 256 quadrados. Na proxima segao mostraremos que o volume exato e 48. 



(c) m = n = 16, V~ 46,46875 




FIGURA 6 



FIGURA 7 


FIGURA 8 

As aproximacoes para as somas 
de Riemann do volume abaixo de 
z = 16 — x 1 — 2y 2 ficam mais precisas 
quando m e n aumentam. 


EXEMPLO 2 


Se R = {(x, y) 


s; x s; 1, — 2 }’ =S 2}, calcule a integral 


jj 71 - x 2 dA 

R 

SOLUCAO Seria muito diffcil calcular a integral diretamente da Definicao 5, mas, como 
y/\ — x 2 Ss 0, podemos calcular a integral interpretando-a como um volume. Se 
z = \J\ — x 2 , entao x 2 + z 2 = 1 e z ^ 0, logo a integral dupla dada representa o volume 
do solido S que esta abaixo do cilindro circular x 2 + z 2 = 1 e acima do retangulo R. (Veja a 
Figura 9.) O volume de Se a area de um semicfrculo com raio uma vez o comprimento do 
cilindro. Portanto 



If A 


— x 2 dA = ^7r(l) 2 X 4 = 27 t 


FIGURA 9 
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CALCULO 


A Regra do Ponto Medio 

Os metodos usados para aproximar as integrals de funcdes de uma variavel real (a Regra do 
Ponto Medio, a Regra dos Trapezios, a Regra de Simpson) tern seus correspondentes para in¬ 
tegrals duplas. Consideraremos aqui somente a Regra do Ponto Medio para integrals duplas. 
Isso significa que usaremos a soma dupla de Riemann para aproximar a integral dupla, na qual 
o ponto de amostragem (x*, y*) em R,, e tornado como o ponto central (x,, v ( ) de R, t . Em ou- 
tras palavras, x, e o ponto medio de [x,-i, x,] e yj e o ponto medio de [yj-u yf\. 


Regra do Ponto Medio para Integrals Multiplas 




m n 


dA^'Z'Z f(x h yj) A A 
i= 1 3=1 


onde x, e o ponto medio de [x;-i, x,] e y'j e o ponto medio de \jj-i. 


'Rn 

* ^22 


• r 21 


( 2 , 2 ) 


FIGURA 10 


EXEMPLO 3 


Use a Regra do Ponto Medio com m = n = 2 para estimar o valor da integral 


(x — 3y 2 ) dA, onde R = {(x, y) | 0 x =S 2, 1 y sS 2}. 

S0LUQA0 Usando a Regra do Ponto Medio com m = n = 2, calcularemos /(x, v) = x — 3v 2 
no centra dos quatro sub-retangulos mostrados na Figura 10. Logo, x,\ = \, x 2 = \, yi = | e 
y 2 = A area de cada sub-retangulo e A A = Assim, 

ff (x ~ 3 y 2 )dA » 2 'lf(x i ,y J )AA 

r i=1 i= l 

= fix i, yi) AA + /(xi, y 2 ) AA + /(x 2 , yi) AA + /(x 2 , y 2 ) AA 
= f{\, !) AA + /(i I) AA + /(|, AA + /(i 1) AA 


= -f = -11,875 


Portanto, temos 


jj (x - 3 y 2 )dA « -11,875 


Numero de 
sub-retangulos 

Aproximagao 
pela Regra do 
Ponto Medio 

1 

-11,5000 

4 

-11,8750 

16 

-11,9687 

64 

-11,9922 

256 

-11,9980 

1 024 

-11,9995 


OBSERVACAO Na proxima segao desenvolveremos um processo eficiente para calcular in¬ 
tegrals duplas e veremos que o valor exato da integral dupla do Exemplo 3 e —12. (Lembre- 
-se de que a interpreta 5 ao da integral dupla como volume so e valida quando a funcao/c uma 
fungao positiva. O integrando no Exemplo 3 nao e uma funcao positiva, dessa forma, a inte¬ 
gral dupla nao e um volume. Nos Exemplos 2 e 3 na Se^ao 15.2, discutiremos como interpretar 
integrals de uma funcao que nao e sempre positiva em termos de volumes.) Se continuarmos 
dividindo cada sub-retangulo da Figura 10 em quatro menores, todos com a mesma forma, ob- 
teremos as aproximacoes pela Regra do Ponto Medio exibidas no grafico na margem. Ob¬ 
serve como esses valores estao se aproximando do valor exato da integral dupla, —12. 

Valor Medio 

Na Segao 6.5, no Volume I, mostramos que o valor medio de uma fungao/de uma variavel 
definida em um intervalo [a, b] e 


1 Cb , . 

/med = -- fix) 

b — a Ja 


dx 


De modo semelhante, defmimos o valor medio de uma fungao/de duas variaveis em um re- 
tangulo R contido em seu dommio como 


./nicd 


1 


A(R) 


jj/U,y) 


dA 


onde A(R) e a area de R. 
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Se fix, v) 3= 0, a equagao 


MR) X / med = |j f(x, y) dA 

R 

diz que a caixa com base R e altura/ me( i tem o mesmo volume que o solido sob o grafico de/. 
[Se z = f(x, y) descreve uma regiao montanhosa e voce corta os topos dos morros na altura 
/med, entao pode usa-los para encher os vales de forma a tornar a regiao completamente plana. 
Veja a Figura 11.] 


EXEMPLO 4 


O mapa de contorno na Figura 12 mostra a precipitagao de neve, em polegadas, 
no estado do Colorado em 20 e 21 de dezembro de 2006. (O Estado tem a forma de um re- 
tangulo que mede 388 milhas de Oeste a Leste e 276 milhas do Sul ao Norte.) Use o mapa de 
contorno para estimar a queda de neve media em todo o Estado do Colorado naqueles dias. 



S0LUQA0 Vamos colocar a origem no canto sudoeste do estado. Entao, 0 x =£ 388, 
0 =£ y =£ 276 e fix, y) e a queda de neve, em polegadas, no local x milhas para leste e y 
milhas para norte da origem. Se R e o retangulo que representa o estado do Colorado, entao 
a precipitagao media de neve no Colorado em 20 e 21 de dezembro foi 



onde AiR ) = 388 • 276. Para estimarmos o valor dessa integral dupla, vamos usar a Regra do 
Ponto Medio com m = n = 4. Em outras palavras, dividimos R em 16 sub-retangulos de ta- 
manhos iguais, como na Figura 13. A area de cada sub-retangulo e 



FIGURA 11 


FIGURA 12 


AA = ^(388)(276) = 6 693 mi 2 














880 


CALCULO 



Usando o mapa de contorno para estimar o valor de/no ponto central de cada sub-retan- 
gulo, obtemos 

4 4 


ff fix, y)dA~'Z'Z f(xi, yj) AA 
i=l j= i 


Logo, 


= AA[0 +15 + 8 + 7 + 2 + 25+ 18,5 + 11 

+ 4,5 + 28 + 17 + 13,5 + 12 + 15 + 17,5 + 13] 
= (6 693)(207) 

(6 693)(207) 


/m, 


12,9 


(388)(276) 

Em 20 e 21 de dezembro de 2006, o Colorado recebeu uma media de aproximadamente 13 po- 
legadas de neve. 


Propriedades das Integrals Duplas 

Listaremos aqui tres propriedades das integrals duplas que podem ser demonstradas como na 
Secao 5.2, no Volume I. Admitiremos que todas as integrals existam. As Propriedades 7 e 8 
sao conhecidas como linearidade da integral. 


Integrals duplas se comportam assim 
porque as somas duplas que as definem se 
comportam dessa forma. 


m 


)) [fix, y) + gix, >’)] dA = jj fix, y) dA + j j g(x, y) dA 

R R R 


E 


jj cfix, y) dA = c jj f(x, y) dA, 

R R 


onde c e uma constante 


Se fix, y) 3= ifix, y) para todo (x, y) em R, entao 


9 


) [ fix, y) dA 3* jj gix, y) dA 
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Exercicios 

1. (a) Estime o volume do solido que esta abaixo da superffcie 

z = xy e acima do retangulo 

R = {(.«, y) | 0 =S x s= 6, 0 y *£ 4} 

Utilize a soma de Riemann com m = 3, n = 2 e tome como 
ponto de amostragem o canto superior direito de cada sub-re- 
tangulo. 

(b) Use a Regra do Ponto Medio para estimar o volume do solido 
da parte (a). 

2. Se R = [0, 4] X [—1, 2], use a soma de Riemann com m = 2, 
n — 3 para estimar o valor de IT (1 — xy 1 ) dA. Tome os pontos 
de amostragem como (a) os cantos inferiores direitos e (b) como 
os cantos superiores esquerdos dos retangulos. 

3. (a) Use uma soma de Riemann com m = n = 2 para estimar o 

valor de JJ R xedA, onde R = [0, 2] X [0, 1], Tome os pon¬ 
tos de amostragem como os cantos superiores direitos. 

(b) Use a Regra do Ponto Medio para dar uma estimativa da in¬ 
tegral do item (a). 

4. (a) Estime o volume do solido que esta abaixo da superffcie 

z = 1 + x 2 + 3y e acima do retangulo R = [1, 2] X [0, 3], 
Use a soma de Riemann com m = n = 2 e escolha os pontos 
de amostragem como os cantos inferiores esquerdos. 

(b) Use a Regra do Ponto Medio para estimar o volume do item 
(a). 

5. E dada a tabela de valores de uma fun^ao / (x, y) definida em 
R = [0, 4] X [2, 4], 

(a) Estime jJ R f(x, y ) dA utilizando a Regra do Ponto Medio 
com m = n = 2. 

(b) Estime a integral dupla com m = n = 4, escolhendo como 
pontos de amostragem os pontos rnais proximos da origem. 


x 

2,0 

2,5 

3,0 

3,5 

4,0 

0 

-3 

-5 

-6 

-4 

-1 

l 

-1 

-2 

-3 

-1 

1 

2 

1 

0 

-1 

1 

4 

3 

2 

2 

1 

3 

-7 

4 

3 

4 

2 

5 

9 


6 . Uma piscina de 8 por 12 metros esta cheia de agua. A profundi- 
dade e medida em intervalos de 2 metros, come^ando em um 
canto da piscina, e os valores foram registrados na tabela. Estime 
o volume de agua na piscina. 



0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

0 

1 

1,5 

2 

2,4 

2,8 

3 

3 

2 

1 

1,5 

2 

2,8 

3 

3,6 

3 

4 

1 

1,8 

2,7 

3 

3,6 

4 

3,2 

6 

1 

1,5 

2 

2,3 

2,7 

3 

2.5 

8 

1 

1 

1 

1 

1,5 

2 

2 


7. Seja V o volume do solido que esta abaixo do grafico de 
f(x, y) = V52 — x 1 — y 1 e acima do retangulo dado por 
2 =Sji: ! S 4, 2^y^6. Usamos as retas x = 3 e y = 4 para di- 
vidir R em sub-retangulos. Sejam L e U as somas de Riemann cal- 
culadas utilizando como pontos de amostragem os cantos infe¬ 
riores esquerdos e os cantos superiores direitos, respectivamente. 
Sem calcular os numeros V, L e U, coloque-os em ordem cres- 
cente de valor e explique seu raciocfnio. 

8 . A figura rnostra curvas de nfvel da funqao / no quadrado 
R = [0,2] X [0,2], Use a Regra do Ponto Medio com 
m = n = 2 para estimar 11 f(x, y) dA. Como voce melhoraria 
sua estimativa? 



9. A figura rnostra o rnapa de contorno de / no quadrado 
R = [0, 4] X [0, 4], 

(a) Use a Regra do Ponto Medio com m = n = 2 para estimar o 
valor de | \ R f(x, y) dA. 

(b) Estime o valor medio de/. 




1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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10. O mapa de contorno mostra a temperature, em gratis Fahrenheit, as 
4 horas da tarde do dia 26 de fevereiro de 2007, no Estado do Co¬ 
lorado. (O Estado mede 388 milhas de Leste a Oeste e 276 milhas 
de norte a sul.) Utilize a Regra do Ponto Medio com m = n = 4 
para estimar a temperature media do Colorado nessa hora. 



11-13 Calcule a integral dupla, identificando-a antes com o volume 
de um solido. 


11. jJ R 3dA, R = {(x, y) j -2 « x « 2, 1 6} 

12. jj R (5 - x) dA, R = {{x, y ) | 0Sr«5,0«^3} 

13. lf« ( 4 ~ 2 y ) dA . R = [0, 1] X [0, 1] 

14. A integral JJ R f 9 — y 2 dA, onde R = [0. 4] X [0, 2], representa 
o volume de um solido. Esboce o solido. 

15. Utilize uma calculadora programavel ou computador (ou o co- 
mando de soma de um SCA) para estimar 

|| V1 + xe~ y dA 

R 

ondeR = [0, 1] X [0, 1]. Utilize a Regra do Ponto Medio com os 
seguintes numeros de quadrados de tamanhos iguais: 1,4, 16, 64, 
256 e 1 024. 

16. Repita o Exercfcio 15 para a integral | | R sen(jc + -fy) dA. 

17. Se/e uma fungao constante, f{x, y) = k e R = [a, b] X [c, d], 
mostre que 

|| R k dA = k(b — a)(d — c). 

18. Use o resultado do Exercfcio 17 para mostrar que 

O^jJ sen 7r x cos ny dA ' — 

R 

onde R = [o, \] X [j, |], 



Integrals Iteradas 


Lembremos que geralmente e diffcil calcular as integrals de fungoes de uma variavel real di- 
retamente da definiqao de integral, mas que o Teorema Fundamental do Calculo fornece um 
metodo mais facil para calcula-las. O calculo de integrals duplas pela definicao e ainda mais 
complicado, porem, nesta segao, veremos como expressar uma integral dupla como uma in¬ 
tegral iterada, cujo valor pode ser obtido calculando-se duas integrals unidimensionais. 

Suponha que / seja uma fungao de duas variaveis que e integravel no retangulo 
R = [a, b ] X [c, d\. Usaremos a notagao J ^ f(x,y) dy significando que x e mantido fixo e 
f(x, y) e integrada em relagao a v de v = c ate v = d. Esse procedimento e chamado inte- 
gragao parcial em relagao a y. (Observe a semelhanga com a derivada parcial.) Como 
| d f(x, y) dy 6 um numero que depende do valor de x, ele define uma fungao de x: 

A (x) = jj(x, y) dy 

Se agora integrarmos a fungao A com relagao a variavel v de i = aa x = b, obteremos 


m 



[VU >’) dy 


dx 


A integral do lado direito da Equagao 1 e chamada integral iterada. Em geral, os colchetes 
sao omitidos. Assim, 


0 


I b fix, y) dy dx = P f(x, y) dy 

Ja Jc Ja Jc 


dx 


significa que primeiro integramos com relagao a v de c a d e depois em relagao a v de a ate b. 
Da mesma forma, a integral iterada 
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3 


\ d f b fix, y) dx dy = T 

Jc Ja Jc 



dy 


significa que primeiro integramos com relagao a x (fixando y) de x = a a x = be em seguida 
integramos a fungao de y resultante com relacao aydey = c ay = i Observe que em am- 
bas as Equagoes, 2 e 3, trabalhamos de dentro para fora. 


EXEMPLO 1 


Calcule o valor das integrals iteradas 


(a) fi; x 2 y dy dx 


(b) j" j" x 2 y dx dy 


SOLUQAO 

(a) Olhando x como constante, obtemos 



Portanto, a fungao A da discussao precedente e dada por A(x) = \x 2 neste exemplo. Integra¬ 
mos agora essa fungao de x de 0 ate 3: 


)l)\ 2 ydydx = )l \\ 2 ydy 


P 

Jo 


= I \x 2 dx = — 


dx 

- 3 

_ 0 


27 

~1 


(b) Aqui integraremos primeiro em relagao a x: 


C2 

r 3 ? 

C 2 

r x 3 

1, 

1 x y dx 

ii 

i 

u> | 
Vi 

1_ 


dy 


-j 


-sA 


27 

2 


Observe que no Exemplo 1 obtemos a mesma resposta se integramos primeiro em relagao 
ayouar. Em geral acontece (veja o Teorema 4) de as duas integrals iteradas das Equagoes 
2 e 3 serem sempre iguais, ou seja, a ordem da integragao nao e importante. (Isso e semelhante 
ao Teorema de Clairaut sobre as igualdades das derivadas parciais mistas.) 

O seguinte teorema fornece um metodo pratico para calcular uma integral dupla, expres- 
sando-a como uma integral iterada (em qualquer ordem). 


|~4~| Teorema de Fubini Se/for contmua no retangulo 
R = {{x, y) \ a ^ x ^ b, c ^ y ^ d}, entao 

ff fix, y) dA = \ d fix, y) dy dx = ^ [’fix, y) dx dy 

JJ Ja Jc Jc Ja 

R 

De modo mais geral, esse resultado vale se supusermos que/seja limitada em ///te¬ 
ll ha descontinuidades apenas em um numero finito de curvas suaves e que a integral ite¬ 
rada exista. 


0 Teorema 4 tem o nome do matematico 
italiano Guido Fubini (1879 -1943), que 
demonstrou uma versao geral desse 
teorema em 1907. Mas a versao para as 
fungoes contlnuas era conhecida pelo 
menos um seculo antes pelo matematico 
trances Augustin-Louis Cauchy. 


A demonstragao do Teorema de Fubini foge ao escopo deste livro, mas podemos ao me¬ 
nos fornecer uma justificativa razoavel de sua validade quando fix, y) 5 * 0. Lembremos que 
s e/e positiva, podemos interpretar a integral dupla 11 fix, y) cl A como o volume V do solido 
S que esta acima de R e abaixo da superffcie z = fix, y). Contudo, temos outra formula usada 
para calcular volume, vista no Capftulo 6, no Volume I, que e 
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FIGURA 1 

e na Visual 75.2 ilustra o Teorama de 
Fubini mostrando uma animagao das 
Figuras 1 e 2. 



FIGURA 2 

Observe a resposta negativa no Exemplo 2; 
nao ha nada errado com isso. A fungao / 
nao e positiva e a integral nao representa 
um volume. Da Figura 3 vemos que, se / 
for sempre negativa em R, o valor da 
integral e menos o volume que esta acima 
do grafico de / e abaixo de R. 



y 


FIGURA 3 


V = 



dx 


onde A(x) e a area da secgao transversal de S em um piano x perpendicular ao eixo x. Voce pode 
ver a partir da Figura 1 que A(x) e a area abaixo da curva C cuja equagao 6 z = fix, y), onde 
x e mantido constante e c *£ y =£ d. Portanto, 

Mx) = £/(*, y) dy 

e temos 

('(' f{x, y) dA = V = f A(x) dx = f [ f(x, y) dy dx 

JJ Ja Ja Jc 

R 


Uma argu mcntacao semelhante, usando a secgao transversal perpendicular ao eixo y como na 
Figura 2, mostra que 

[[ fix, y) dA = || \ h J'ix, y) dx dy 

R 


EXEMPLO 2 


1 *£ y « 2} 

soLugAo i 


Calcule a integral dupla Jf (x — 3 y 2 )dA, onde R = {(v, y) | 0 
. (Compare com o Exemplo 3 da Segao 15.1.) 

O Teorema de Fubini nos da 




2 , 


|| (x - 3 y 2 )dA 

R 


£ £ (jt - 3 y 2 )dydx = £ [xy - y 3 ]J=i dx 
2 

[ ix — 7) dx = — - lx 

Jo 2 


= -12 


SOLUgAO 2 Novamente, aplicando o Teorema de Fubini, mas dessa vez integrando com rela- 
gao a x primeiro, temos 


|| ix — 3 y 2 )dA = |^ £ ix — 3 y 2 )dxdy 


= f 


T - 


dy 


= £ (2 - 6 y 2 )dy = 2y - 2y 3 ]i = 


= -12 


EXEMPLO 3 


Calcule [j^y sen(xy) dA, onde R = [1, 2] X [0, tt\. 
SOLUgAO Se integrarmos primeiro em relagao a x, obteremos 


|| y sen(xy) dA = | | y sen(vy) dx dy = | [—cos(xy)]'^ = i dy 

R 

= j" (—cos 2y + cosy) dy 
= — \ sen 2y + sen y] 0 = 0 

SOLligAO 2 Se invertermos a ordem de integragao, obteremos 

|| y sen(xy) dA = | | y sen(xy) dy dx 


Para calcularmos a integral interna, usamos a integragao por partes com 
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u = y 

dv = 

du = dy 

v = 


cos(xy) 


e, entao, 


| y sen(xy) dy = — 


y cos(xy) 


Jy=0 


x 


77 COS 7 TX 


£ cos(xy) dy 
+ -4 [sen(ry)fc 


7T COS 7T X sen 77 X 
- H-7 - 


Se agora integrarmos o primeiro termo por partes com u = —l/x e dv = 77 cos ttx dx, obte- 
remos du = dx/x 2 , v = sen ttx e 


Logo, 


e, assim, 


J ^ 77 cos 77 x ^ 


77 COS 77 X \ Sen77X 

dx = 


sen 77 x 


■ dx 


I - 


X ) X 

it cos ttx sen ttx 
-+-«— 


dx = — - 


x 

sen ttx 


T2 Ttt 

sen 77 x 

J J y sen(xy) dy dx = 

X 


sen 27 t 


+ sen 77 = 0 


EX EM FLO 4 


Determin 


+ 2 y 2 + z = 16, \ 


volume do solido S que e limitado pelo paraboloide elfptico 
pianos x = 2ey = 2e pelos tres pianos coordenados. 


SOLUQAO Observemos primeiro que S e o solido que esta abaixo da superffcie 
z = 16 — x 2 — 2v 2 e acima do quadrado R = [0, 2] X [0, 2], (Veja a Figura 5.) Esse solido 
foi considerado no Exemplo 1 da Segao 15.1, mas agora temos condicbes de calcular a inte¬ 
gral dupla usando o Teorema de Fubini. Portanto, 


V = jj (16 — x 2 — 2y 2 )dA = j* J (16 — x 2 — 2y 2 )dxdy 

R 

= | o " [l6x - jx 3 - 2y 2 x]" = o dy 
= J," (f - 4 y 2 ) dy = [fy - = 48 


No caso especial em que f(x, y) pode ser fatorado como o produto de uma funcao so de x 
por uma funcao so de v, a integral dupla de/pode ser escrita de forma particularmente sim¬ 
ples. Para sermos especfficos, suponha que/(jc, y) = g{x)h{y) e R = [a, b] X [c, d\ Entao, 
o Teorema de Fubini nos da 


|| fix, y) dA 


r r g(x) h(y) dx dy = T f* g(x) h(y) dx 

Jc Ja Jc Ja 


dy 


Na integral interna, y e uma constante, entao h(y) e uma constante e podemos escrever 


T [ b g{x)h(y)dx dy = \ d h(y) (P g(x) dx) dy = T g(x) dx h(y) dy 

Jc Ja Jc \Ja / Ja Jc 


Para uma fungao / com valores positivos e 
negativos, JJ K f(x, y) dAe a diferenga dos 
volumes: Vi - V 2 , onde Vi e o volume 
acima de R e abaixo do grafico de / e V 2 e 
o volume abaixo de R e acima do grafico. 

0 fato de a integral do Exemplo 3 ser 0 
significa que os dois volumes Vi e V 2 sao 
iguais. (Veja a Figura 4.) 



FIGURA 4 


No Exemplo 2, as Solugoes 1 e 2 sao 
igualmente simples, mas no Exemplo 3 a 
primeira solugao e muito mais simples que 
a segunda. Portanto, ao calcular uma 
integral dupla, e recomendavel escolher a 
ordem de integragao que fornega integrals 
mais simples. 



FIGURA 5 


ja que \ h g(x) dx e uma constante. Portanto, nesse caso, a integral dupla de/pode ser escrita 
como o produto de duas integrals unidimensionais: 
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5 .1 

/t 

j g(x) h(y ) dA = 

* gix) dx 

h(y) dy onde R = [o, b ] X [c, c/] 


EXEMPLO 5 


Se R = [0, 7t/2] X [0, 77 /2], entao, pela Equaqao 5, 


A fungao f(x, y) = sen x cos y do 
Exemplo 5 e positiva em R, assim, a 
integral representa 0 volume do solido que 
esta acima de R e entre 0 grafico de /, 
como mostrado na Figura 6. 


FIGURA 6 


j'j sen x cos y dA = j" 1 sen x dx j" 1 cos y dy 

R 

= [—cosx]o / "[seny]o / “= 1 • 1 = 1 




Exercicios 


1-2 Determine j 3 /(x, y) dx e Jg/(x, y) dy. 

1. f{x,y) = 12x 2 y 3 2 . f(x, v) = y + xe’ 


3-14 Calcule a integral iterada. 
3. J j" (6-v 2 — 2x) dy dx 

Olrir/2 

5. | | x sen y dy dx 

f3 fir/2 


4. £ |’ 2 (4x 3 - 9x 2 y 2 ) dy dx 

r-n /2 f5 

6. j J cos y dx dy 

n fir/2 - f 1 f 2 Xe% 

(y + y cos x ) dx dy 8. - dy dx 

J- 3 JO Jo J 1 V 


9 - n 2 {^ + ^) dydx 

11.1 | v(u — v 2 ) 4 du dv 
Jo Jo 

13. | I r sen 2 # d8 dr 
Jo Jo 


10 


12 . [ 0 ‘ £ xy-s/x 2 + y 2 dydx 

14. I I -Js + t ds dt 
Jo Jo 


15-22 Calcule a integral dupla. 

15. j j" sen(jr + y) dA, R = {(x, y) \ 0 =£ x =S tt/2, 0 =S y ^ tt/2} 


16. 


I. |j [y + xy- 2 ) dA, R = {(x, y) \ 0 =S x « 2, 1 « y « 2} 


»■ II 


xy 


x 2 + 1 


dA, R = {(x, y) | 0 *£ x 1, -3 « y « 3} 


1 + X 2 

-—^dA, R = {(x, y) | 0 =S x =£ 1, 0 =S y « 1} 


JJ T 

R 

I. jj x sen(x + y) dA, R = [0, ir/6] X [0, it/3] 


20 . 

II, 

R 

X 

- dA, R 

= [0, 

1] X [0, 


+ xy 

21 . 

ff ^ 

-v dA, R = 

[o. 2] 

X [0, 3] 


R 




22 . 

II , 

R 

—-- dA, 

R = 

[1,3] X 


+ x + y 



23-24 Esboce o solido cujo volume e dado pela integral iterada. 

23. | j" (4 — x — 2y) dx dy 
Jo Jo 

24. £ £ (2 - X 2 - y 2 )dydx 


25. Determine o volume do solido que se encontra abaixo do piano 
4x + 6y — 2 z + 15 = 0 e acima do retangulo 

R = {(x, y) | -1 =£ x =£ 2, - 1 « y =S 1}. 

26. Determine o volume do solido que se encontra abaixo do para- 
boloide hiperbolico z — 3y 2 — x 2 + 2 e acima do retangulo 

R = [-1, 1] X [-2, 2], 

27. Determine o volume do solido que esta abaixo do paraboloide 
elfpticox 2 /4 + y 1 /9 + z = 1 e acima do retangulo 

R = [-1, 1] X [-2, 2], 

28. Determine o volume do solido limitado pela superficie 

z = 1 + e* seny e pelos pianos x = ±1, y = 0, y = ire 
z = 0. 

29. Determine o volume do solido limitado pela superficie 

z = x sec 2 y e pelos pianos z = 0, x = 0, x = 2, y = 0e 
y = tt/4. 

30. Encontre o volume do solido no primeiro octante limitado pelo ci- 
lindro z = 16 — x 2 e pelo piano y = 5. 


FR E necessario usar uma calculadora grafica ou computador E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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31. Determine o volume do solido limitado pelo paraboloide 
z = 2 + x 2 + (y — 2) 2 e pelos pianos z = 1, x = l,x = — 1, 
y = 0 ey = 4. 

32. Desenhe o solido que esta entre a superffcie z = 2 xy/{x 2 + 1) e 
o piano z = x + 2y e e limitado pelos pianos x = 0, x = 2, 
y = 0 e y = 4. A seguir, determine seu volume. 

33. Utilize um sistema de computa§ao algebrica para determinar o va¬ 
lor exato da integral jj R x s y 2 e xy dA, onde R = [0, 1] X [0, 1]. 
Em seguida, use o SCA para desenhar o solido cujo volume e 
dado pela integral. 

34. Desenhe o solido contido entre as superficies 

z = e~ sl cos(x 2 + y 2 ) e z = 2 — x 2 — y 1 para | x | « 1, 

| y | =S 1. Utilize um sistema de computa^ao algebrica para 
aproximar o volume desse solido ate a quarta casa decimal. 

35-36 Determine o valor medio de/sobre o retangulo dado. 

35. f(x,y) = x 2 y, R possui vertices (—1, 0), (—1, 5), (1, 5), (1, 0) 

36. fix, y) = e-V* + ef R = [0, 4] X [0, 1] 


37-38 Utilize a simetria para calcular a integral dupla. 

37. JJ R = fey) 1-1 * X « 1, 0 * y * 1} 

R 

38. jj" (1 + jr sen y + y 2 sen x) dA, R = [ — X [—^t,tt] 

r 

39. Utilize seu SCA para calcular as integrals iteradas 

PPfe —^jdydx e T~—dx dy 

Jo Jo (x + yf Jo Jo (x + y ) 3 

Suas respostas contradizem o Teorema de Fubini? Explique o que 
acontece. 

40. (a) Em que aspectos os teoremas de Fubini e Clairaut sao seme- 

lh antes? 

(b) Se f{x , y) e contlnuo em [ a , fo] X [c, rf] e 
g(x, y) = £' £ f(s, t) dt ds 

para a<x<b,c<y<d , mostre que g xy = g yx = fix, y). 


15.3 


Integrals Duplas sobre Regioes Gerais 


Para as integrais de funcdes de uma variavel real, a regiao sobre a qual integramos e sempre 
um intervalo. Porem, para integrais duplas, queremos integrar a funcao/nao somente sobre 
retangulos, como tambem sobre uma regiao D de forma mais geral, como a ilustrada na Fi- 
gura 1. Vamos supor que D seja uma regiao limitada, o que significa que D pode estar contida 
em uma regiao retangular R como na Figura 2. Deftnimos, entao, uma nova luncao F, com do- 
minio R, por 


m 


Fix, y) = 



se ( x , y) esta em D 

se (x, y) esta em R mas nao em D 




FIGURA 1 


FIGURA 2 


Se F for integravel em R, entao definimos a integral dupla de/em D por 




A Defmiqao 2 faz sentido porque R e um retangulo e, portanto, \\ R Fix, y j dA ja foi defi- 
nida na Se 5 ao 15.1.0 procedimento usado e razoavel, pois os valores de Fix, v) sao 0 quando 


FIGURA 3 
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FIGURA4 


( x, y) esta fora de D e dessa forma nao contribuem para o valor da integral. Isso significa que 
nao importa qual o retangulo R tornado, desde que contenha I). 

No caso em que fix, v) 5* 0, podemos ainda interpretar jj fix, y) dA como o volume do 
solido que esta acima de D c abaixo da superffcie z = fix, y) (o grafico de/). Voce pode cons- 
tatar que isso e razoavel comparando os graficos de/e F nas Figuras 3 e 4 e lembrando que 
\\ R Fix, y) dA e o volume abaixo do grafico de F. 

A Figura 4 mostra tambem que F provavelmente tem descontinuidades nos pontos de li- 
mite de D. Apesar disso, se/for contfnua em Desea curva limite de D for “comportada” (em 
um sentido que esta fora do escopo deste livro), entao pode ser mostrado que j L Fix, y) dA 
existe e, portanto, jj fl fix, v) dA existe. Em particular, esse e o caso para os dois tipos de re¬ 
gioes listados a seguir. 

Uma regiao plana D e dita do tipo I se for a regiao entre o grafico de duas funcoes contf- 
nuas de x, ou seja, 


D = {{x, y)\a ^ x^b, gfx) < y « g 2 (x)} 


onde g\ e g 2 sao contmuas em [a, b], Alguns exemplos de regioes do tipo I estao mostrados na 
Figura 5. 



FIGURA 5 Algumas regioes do tipo I 




Para calcularmos \\ D f{x,y)dA quando D e do tipo I, escolhemos um retangulo 
R = [a, b\ X [c, z/] que contenha D, como na Figura 6, e consideramos a funi/io F definida 
na Equagao 1; ou seja, F coincide com/em I) ef’e 0 fora da regiao D. Entao, pelo Teorema 
de Fubini, 


J j f{x , y) dA = jj F{x, >’) dA = J j" Fix, y) dy dx 

D R 

Observe que Fix, yj = 0 se v < gfx) oil v > g 2 (x) porque (x, y) esta fora da regiao D. Por¬ 
tanto, 

Fix, y) dy = [ 9M Fix, y) dy = fix, y) dy 

Jc Jgi(x) Jgi(x) 


porque Fix, y) = fix, y) quando gfx) ^ y ^ g 2 ix). Portanto, temos a seguinte formula, que 
nos permite calcular a integral dupla como uma integral iterada. 


3 S e/e contfnua em uma regiao D do tipo I tal que 

D = {(*, y) | a ^ x « b, gfx) « y < g 2 ix)} 


entao, 


jj fix, y) dA = j^fix, y ) dy dx 


A integral do lado direito de [3] e uma integral iterada semelhante as consideradas na se- 
§ao anterior, exceto que na integral de dentro consideramos x constante nao so em/(i, v), mas 
tambem nos limites de integracao giix) e g 2 (x). 
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Consideraremos tambem regioes planas do tipo II, que podem ser expressas como 
|~4~| D = {(x, y) | c y d, hi{y) =£ x =£ /z 2 (y)} 


onde hi e I 12 sao contmuas. Essas duas regioes estao ilustradas na Figura 7. 

Utilizando o mesmo metodo que usamos para estabelecer [3], podemos mostrar que 


1] || /(*, y) dA = || fix, y) dx dy 

D 

onde D e uma regiao do tipo II dada pela Equagao 4. 



EXEMPLO 1 


y= l + x 2 . 


Calcule | f (x + 2y) dA, onde D e a regiao limitada pelas parabolas y = 2x 2 e 


FIGURA 7 

Algumas regioes do tipo II 


As parabolas se interceptam quando 2x 2 = 1 + x 2 , ou seja, x 2 = 1, logo, x = ±1. 
Observamos que a regiao D, ilustrada na Figura 8, e uma regiao do tipo I, mas nao do tipo II, 
e podemos escrever 

D = {(x, y) | -1 « x ^ 1, 2x 2 « y < 1 + x 2 } 

Como o limite inferior e y = 2x 2 e o superior e y = 1 + x 2 , a Equacao 3 leva a 

|j (x + 2y) dA = | j (x + 2 y) dy dx 

D 

= || [xy + y 2 ] y y Z\ + /dx 

= | [x(l + x 2 ) + (1 + x 2 ) 2 — x(2x 2 ) — (2x 2 ) 2 ]fifx 
= j (—3x 4 — x 3 + 2x 2 + x + 1) dx 




32 

15 


OBSERVACAO Quando escrevemos uma integral dupla como no Exemplo 1, e essencial dese- 
nhar um diagrama. Frequentemente e util desenhar uma seta vertical, como na Figura 8. Assim, 
os limites de integracao da integral de dentro podem ser lidos do diagrama desta forma: a seta 
comeca na fronteira inferior y = g i(x), que fornece o extremo inferior da integral, e termina na 
fronteira de cima y = gi(x), que da o extremo superior de integracao. Para uma regiao do tipo 
II, a seta e desenhada horizontalmente da fronteira esquerda para a fronteira direita. 


EXEMPLO 2 


Determine o volume do solido que esta abaixo do paraboloide z ~ x 2 + y 2 e 
acima da regiao D do piano xy limitada pela reta y = 2x e pela parabola v = x 2 . 


SOLUCAO Da Figura 9 vemos que D e uma regiao do tipo 1 e 

D = {(x, y) | 0 x ^ 2, x 2 ^ y ^ 2x} 



FIGURA 9 

D como uma regiao do tipo I 
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FIGURA 10 

D como uma regiao do tipo II 


A Figura 11 mostra o solido cujo volume e 
calculado no Exemplo 2. Ele esta acima do 
piano xy, abaixo do paraboloide 
z = x 2 + y 2 e entre o piano y = 2x e o 
cilindro parabolicoy = x 1 . 



FIGURA 11 


FIGURA 12 


Portanto, o volume abaixo de z = x 2 + y 2 e acima de D e 
V = || (x 2 + y 2 ) dA = £ j 2x 2 (x 2 + y 2 ) dy dx 

D 




( a - 2 ) 3 

3 

216 

~35 


dx 


S0LUQA0 2 Da Figura 10, vemos que D pode ser descrita como uma regiao do tipo II: 

D = {(jr, y) | 0 =£ y < 4, ly < x Vj"} 

Logo, outra expressao para V e 

V = JJ (x 2 + y 2 )dA = J J ^(x 2 + y 2 )dx dy 

D 


-r 


+ y 2 x 


x=Jy 


dy = 


-r 


3/2 


+ y 


5/2 


— - — ) dy 
24 2 ' J 


= A v 5/2 , 27/2 _ B 4l 4 = 2W 

15/ ' 7/ 96/ Jo 35 


EXEMPLO 3 


Calcule I’j^ xy dA, onde D 6 a regiao limitada pela reta y = x — 1 pelas para¬ 


bola y 2 = 2x + 6. 


S0LUCA0 A regiao D 6 mostrada na Figura 12. Novamente, D pode ser vista tanto como uma 
regiao do tipo I como uma regiao do tipo II, mas a descrigao de D como regiao do tipo I e 
mais complicada, porque o limite inferior e constituido de duas partes. Portanto, preferimos 
expressar D como uma regiao do tipo II: 

D = {(x, y) | —2 y =£ 4, \y 2 - 3 =S x y + l} 




Entao, [5] da 




x=y+l 


x=iy 2 -3 


dy 


= \ \ a _ 2 y[(:y + i) 2 - (b 2 - 3) 2 ] dy 
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J- + 4y 3 + 2y 2 


8y 


dy 


— + y 4 + 2 —— 4y 2 

24 7 3 7 


36 


Se tivessemos expressado D como uma regiao do tipo I usando a Figura 12(a), obteriamos 

rr r-i rj 2 i +6 rs rj 2 x +6 

JJ xy dA = J J __ xy dy dx + J J xy dy dx 


mas isso daria muito mais trabalho que o outro metodo. 


EXEMPLO 4 


Determine o volume do tetraedro limitado pelos pianos x + 2y + z = 2, x = 2y, 


x = 0 e z = 0. 


S0LUCA0 Em uma questao como essa, e prudente desenhar dois diagramas: um do solido tri¬ 
dimensional e outro da regiao plana D sobre a qual o solido se encontra. A Figura 13 mos- 
tra o tetraedro T limitado pelos pianos coordenados x = 0, z = 0, pelo piano vertical x = 2y 
e pelo piano x + 2y + z = 2. Como o piano x + 2y + z = 2 intercepta o piano xy (cuja 
equactio e z = 0) na reta x + 2y = 2, vemos que T esta acima da regiao triangular D no 
piano xy limitado pelas retas x = 2y, x + 2y = 2 e x = 0. (Veja a Figura 14.) 

O piano x + 2 y + z = 2 pode ser escrito como z = 2 — x — 2y, de modo que o volume 
pedido esta sob o grafico da funcao z = 2 — x — 2y e acima de 


Portanto, 


D = {(*, y) | 0 =£ x « 1, x/2 y ^ 1 - x/2} 
V = jj (2 — x — 2 y) dA = J J 1 (2 — x — 2 y) dy dx 

D ° 

= £ I 2 )’ - xy - y 2 £=y /2 die 

-r 


2 — x — x| 1 —— 


1-— x H-1- 


dx 


r i x J 

J (x 2 — 2x + 1) dx = —-x 2 + x 


EXEMPLO 5 


Calcule a integral iterada | 0 * j ' sen(y 2 ) dy dx. 


S0LUQA0 Se tentarmos calcular a integral na forma pela qual ela se apresenta, teremos ini- 
cialmente de resolver o problema de calcular | sen (A 2 ) dy. Mas isso e impossrvel de fazer em 
termos finitos, uma vez que j sen(y 2 ) dy nao e uma funcao elementar. (Veja o final da Secao 
7.5.) Precisamos entao mudar a ordem de integragao, o que pode ser conseguido escrevendo- 
-se inicialmente a integral iterada dada como uma integral dupla. Usando [3] na ordem 
inversa, temos 


j" j" sen(y 2 ) dy dx = jj sen(y 2 ) dA 


onde 


D = {(x, y) | 0 =£ x ^ 1, 


: y 


i} 


Esbocamos essa regiao D na Figura 15. Entao, da Figura 16, vemos que um modo alternativo 
de descrever D 6 


D = {(x, y) | 0 =£ y ^ 1, 0 *£ x y} 



FIGURA 13 




FIGURA 15 

D como uma regiao do tipo I 



FIGURA 16 

D como uma regiao do tipo II 
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Isso nos permite usar |_5j para exprimir a integral dupla como uma integral iterada na ordem 
reversal 

J j sen {y 2 )dydx= jj sen(j 2 )afA 

D 

= f Psen (y 2 )dxdy= f [xsen(y 2 )]‘Z ( , dy 

JO JO JO 

= jj ysen(y 2 )dy = - 5 Cos(y 2 )]i 
= ^(1 — cos 1) 

Propriedades das Integrals Duplas 

Suponha que todas as seguintes integrals existam. As primeiras tres propriedades das integrals 
duplas sobre uma regiao D seguem imediatamente da Defini§ao 2 desta se§ao e das Proprie¬ 
dades 7, 8 e 9 da Se§ao 15.1. 


H 


)) [/(*, y) + gix, y)] dA = jj fix, y ) dA + jj g{x, y ) dA 


m 


jj cf(x, y) dA = c jj fix., y) dA 

D D 


Se fix, y) 3= gix, y) para todo (x, y) em R, entao 



E 


jj fix, y) dA 3= jj gix, y) dA 

D D 


A proxima propriedade de integral dupla e semelhante a propriedade de integral de uma 
fun 5 ao de uma variavel real, dada pela equa 5 ao f* fix') dx = J c fix) dx + \ h c fix) dx. 

Se D = Di U D ,, onde D\ e D, nao se sobrepoem exceto talvez nas fronteiras (veja a Fi- 
gura 17), entao 


FIGURA 17 

s 


A Propriedade 9 pode ser usada para calcular integrals duplas sobre regides D que nao sejam nem 
do tipo I nem do tipo II. A Figura 18 ilustra esse procedimento. (Veja os Exerclcios 55 e 56.) 


J- 

I 

j fix, y) dA = j 

z; 

j fix, y)dA + j 
, r 

j fix, y) dA 

1 



FIGURA 18 


(a) D nao e do tipo I nem do tipo II. 


(b) D = £>, U D 2 , D i e do tipo 1, £>, e do tipo II. 
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A proxima propriedade de integrals diz que, se integrarmos a funfao constante fix, y) = 1 
sobre uma regiao D, obteremos a area de D: 


H 


jj 1 dA = A(D) 

D 


A Figura 19 ilustra por que a Equaqao 10 e verdadeira: um cilindro solido, cuja base e D e a 
altura e 1, tem volume A(D) • 1 = ,4(77), mas sabemos que tambem podemos escrever seu vo¬ 
lume como | f D 1 dA. 

Finalmente, podemos combinar as Propriedades 7, 8 e 10 para demonstrar a seguinte pro¬ 
priedade. (Veja o Exercrcio 61.) 



FIGURA 19 

Cilindro com base D e altura 1 


pTT| Se m =5 /(x, y) ^ M para todo (x, y) em D, entao 

mA(D) =£ jj f(x, y) dA MA(D ) 

D 


EXEIVIPLO 6 


Utilize a Propriedade 11 para estimar a integral | \ D e scnxcosy dA, onde Deo disco 
com centra na origem e raio 2. 


S0LUCA0 Como — 1 =£ sen 1 e -1 < cos y 1, temos — I sen x cosy ^ 1 e, por- 
tanto. 


Assim, usando m = e 1 = 1/e, M = e e A(D ) = 7r(2) 2 na Propriedade 11, obtemos 


477 

e 




'' dA • 477 6 


1-6 Calcule a integral iterada. 



Exercicios 


1. 

j" J^-xy 2 dx dy 

2 . 

f f (x — y) dy dx 
JO Jlx 

3. 

| j (1 + 2y) dy dx 

4. 

I) 2 1 27 xy dx dy 

5. 

f f cos(5 3 ) dt ds 

Jo Jo 

6. 

j" j" *J\ — v 2 du dv 


7-10 Calcule a integral dupla. 

7. \jy 2 dA, D = {{x,y) \ -1 « y « 1, -y - 2 « y} 

D 

8. jj-r^— dA, D = {(x,y) | 0 s= x « 1, 0 =S y « jr} 

D X 

9. Jj x dA, D = {(x, y)|0^x^77, O^y^ sen x} 

D 

10. jj x 3 dA, D = {(x, y) 1 1 « x =£ e, 0 « y =S In x} 

D 


11. Desenhe um exemplo de uma regiao que seja 


(a) do tipo I. mas nao do tipo II 

(b) do tipo II, mas nao do tipo I 

12. Desenhe um exemplo de uma regiao que seja 

(a) tanto do tipo I quanto do tipo II 

(b) nem do tipo I nem do tipo II 

13-14 Expresse D como a regiao do tipo I e tambem como uma regiao 
do tipo II. Em seguida, calcule a integral dupla de duas maneiras. 

13. | j" x dA, D e limitada pelas retas y=x,y = 0,x=l 

D 

14. jj xy dA, D e limitada pelas curvas y = x 2 , y = 3x 

D 

15—1 Defina as integrals iteradas para ambas as ordens de integrajao. 
Entao, calcule a integral dupla usando a ordem mais facil e explique 
por que ela e mais facil. 

15. y dA, D e limitada por y = x — 2, x = y 2 


FR E necessario usar uma calculadora grafica ou computador E necessario usar um sistema de compulacao algebrica 

1. As Homework Hints estao dispomveis em www.stewartcalculus.com 
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CALCULO 


16. 


i. || y 2 e xy dA, D e limitada por y = x, y — A, x = 0 


17-22 Calcule a integral dupla. 

17 . || x cos y dA, D e limitada por v = 0, y = x 1 , x = 1 

D 

'*• II (x 1 + 2y) dA, D e limitada por y = x,y = x i , x ^ 0 

D 

19 II y 2 dA, D e a regiao triangular com vertices (0, 1), (1, 2), (4, 1) 

D 

20. 1 xy 2 dA, D e limitada por x = 0 e x = 1 — y 2 

D 

21 | (2x — y) dA, D e limitada pelo cfrculo de centra na origem e 


raio 2 

a II 2xy dA, Den regiao triangular com vertices (0, 0), (1, 2) e 
(0, 3) 


23-32 Determine o volume do solido dado. 

23. Abaixo do piano x — 2y + z— le acima da regiao limitada por 
x + y = \ ex 2 + y = 1 

24. Abaixo da superfrcie z = 2x + y 2 e acima da regiao limitada por 
x = y 2 e x = y 2 

25. Abaixo da superfrcie z — xys acima do triangulo e vertices (1, 1), 
(4, l)e(l, 2) 

26. Limitado pelo paraboloide z — x 2 + 3 y 2 e pelos pianos x = 0, 

y — 1, y = x, z = 0 

27. Limitado pelos pianos coordenados e pelo piano 
3x + 2y + z = 6 

28. Limitado pelos pianos z — x, y = x, x + y = 2ez — 0 

29. Limitado pelos cilindros z = x 2 , y = xr e pelos pianos z = 0, 

y = 4 

30. Limitado pelo cilindro y 2 + z 2 = 4 e pelos pianos x = 2y, x = 0, 
z = 0 no primeiro octante 

31. Limitado pelo cilindro x 2 + y 1 = 1 e pelos pianos y = z, x = 0, 
z = 0 no primeiro octante 

32. Limitado pelos cilindros x 2 + y 2 — r 2 ey 2 + z 2 — r 2 


39. Abaixo da superfrcie z = jr 2 / 1 + xy 2 e acima da regiao limitada pe- 
las curvas y = x 2 — x ey = x 2 + x para x S 5 0 

40. Entre os paraboloides z = 2 jc 2 + y 2 ez — 8 — x 2 — 2y 2 e dentro 
do cilindro x 2 + y 2 = 1 

41. Limitado por z = 1 — x 2 — y 2 ez — 0 

42. Limitado por z = x 2 + y 2 e z = 2y 


43-48 Esboce a regiao de integragao e mude a ordem de integra^ao. 


43. 

££ ’f^ dydx 

44 >■) dy dx 

45. 

r r x f(x,y)dydx 

JO JO 

46 III ^ f{x,y)dxdy 

47. 

ri flnx , 

f(x, y) dy dx 

48. | ' | " /4 f(x, y) dy dx 


J 1 JO 

JO J arctg x 

49-1 Calcule a integral trocando a ordem de integragao. 

49. 

I’ 1 P e x ‘dx dy 

50. I v r cosCv 2 ) dx dy 


JO J3y 

Jo Jy 

51. 

1 I ' r i.i dy dx 

52. f P e x/y dvdx 


JO Jy/x y H“ 1 

Jo Jx 

53. 

f f / cos.vjl + cos 2 .v 

JO Jarcsen y 

dx dy 

54. 

f f 2 e x4 dxdy 

Jo Jyy 



Expresse D como a uniao de regioes do tipo I ou do tipo II e cal¬ 
cule a integral. 

SB. JJ ,‘M 52. J( ydA 

D D 



33. Utilize uma calculadora grafica ou um computador para estimar 
a coordenada x dos pontos de intersec^ao da curva y = xA e 

FR y= 3x — x 2 . Se D e a regiao limitada por essas curvas, estime 

SL xdA - 

34. Encontre o volume aproximado do solido no primeiro octante li¬ 
mitado pelos pianos y = x, z = 0ez = xe pelo cilindro 

ffl y — cos x. (Utilize uma ferramenta grafica para estimar os pon¬ 
tos de intersectjao.) 

35—36 Determine o volume do solido por subtra^ao de dois volumes. 

35. O solido limitado pelos cilindros parabolicos y = 1 — x 2 , 
y = x 2 — 1 e pelos pianos x + y + z — 2,2x + 2y — z + 10 = 0 

36. O solido limitado pelo paraboloide cillndrico y = x 2 e pelos pia¬ 
nos z = 3y, z = 2 + y 

37-3B Esboce o solido cujo volume e dado pela integral iterada. 

37. | J (1 — x — y) dy dx 38. j | (1 — x) dy dx 


39-42 Use um sistema de computa§ao algebrica para determinar o vo¬ 
lume exato do solido. 


57-58 Use a Propriedade 8 para estimar o valor da integral. 

S7 - II e (jr2+r)2 dA, Qeo quarto de cfrculo com centra na origem e 
Q 

raio 2 no primeiro quadrante 

“■ If sen 4 (x + y) dA, Tea triangulo limitado pelas retas v = 0, 

T 

y = 2x ex = 1 


59-60 Encontre o valor medio de/na regiao D 

59. f(x,y) = xy, D e o triangulo com vertices, (0, 0), (1, 0) e (1, 3) 

60. f(x, y) = x sen y,D e limitada pelas curvas y = 0, y=x 2 ex = 1 


61. Demonstre a Propriedade 11. 

62. No calculo de uma integral dupla sobre uma regiao D, obtivemos 
uma soma de integrais iteradas como a que segue: 

||/(*> y ) dA = £ j- y f(x, y) dx dy + £ £ y f(x, y) dx dy 

D 

Esboce a regiao D e expresse a integral dupla como uma integral 
iterada com ordem de integragao contraria. 
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63-67 Use a geometria ou simetria, ou ambas, para calcular a integral 
dupla. 

63. | [ (x + 2) dA, D = {(jt.y) | 0 y =£ V9 ~ x 2 } 

D 

64. sJR 2 — x 1 — v 2 dA,De o disco com centra na origem e raio R 


65. ) | (2x + 3 y) dA, Deo retangulo 0 =£ x =£ a,0 =S y b 

D 

66. |'j (2 + yff + /sen*) dA, D = {(x,y) || x | =£ | y | =£ l} 

D 

67. || ( ax 3 + by 3 + y/a 1 — x 1 ) dA, D = [ —a, a ] X \—b, fc] 

D 

68. Desenhe o solido limitado pelo piano x + y + z = le pelo pa- 
raboloide z — 4 — x 2 — y 1 e determine seu volume exato. (Uti¬ 
lize seu SCApara fazer esse desenho, para achar as equafoes dos 
limites da regiao de integragao e para calcular a integral dupla.) 



Integrals Duplas em Coordenadas Polares 


Suponha que queiramos calcular a integral dupla 11 fix, y) dA, onde R e uma das regides mos- 
tradas na Figura 1. Em qualquer dos casos, a descrigao de R e complicada em coordenadas re- 
tangulares, mas a descri^ao de R fica mais facil utilizando-se coordenadas polares. 


FIGURA 1 




Lembre-se, a partir da Figura 2, de que as coordenadas polares (r, 6) de um ponto estao 
relacionadas com as coordenadas retangulares (x, y ) pelas equa^oes 


r 2 — x 2 + y 2 x = r cos 0 y = r sen 0 


(Veja a Se?ao 10.3.) 

As regides da Figura 1 sao casos especiais de um retangulo polar 


y 




P(r, 6) 

J 

= P(x,y) 


r 

y 


\ 0 



/ r r 


o 

X 

X 


R = {(r, 0) | a =£ r « b, a « 6 =£ p} 


FIGURA 2 


que e apresentado na Figura 3. Para calcularmos a integral dupla 11 fix, y) dA, onde R e um 
retangulo polar, dividimos o intervalo [a, b] em m subintervalos [7,-1, r,] de larguras iguais 
A r = (b — a)/m e dividimos o intervalo [a, /3] em n subintervalos df\ de larguras 
iguais A0 = (/3 — a)/n. Entao, os cfrculos r = r t e os raios 0 = 0j dividem o retangulo po¬ 
lar R nos retangulos polares menores R :J mostrados na Figura 4. 


















FIG UR A 3 Retangulo polar FIG UR A 4 Divisao de R cm sub-retangulos polares 


O “centro” do sub-retangulo polar 

Rii = {(r, 0) | r,-, =S r =S r,, 0,-, *5 0 0 y } 

tem coordenadas polares 

r? = |(r,-i + r,) 0* = 4(0 y _, + 0,) 

Calculamos a area de A*,, usando o fato de que a area de um setor de circulo de raio r e angulo 
central 0 e \r 2 0. Subtraindo as areas de dois desses setores, cada um deles com angulo cen¬ 
tral A0 = 0, — 0, i, descobrimos que a area de A 1 ,, e 

AA,- = |r, 2 A0 — \rl-x A0 = \(rf— rf-x) A0 
= j(r, + - r ; -i) A0 = r* A/- A0 

Apesar de termos definido a integral dupla 1 \ K fix, y) dA em termos de retangulos conven- 
cionais, podemos mostrar que, para as fungoes continuas/, obtemos a mesma resposta usando re¬ 
tangulos polares. As coordenadas retangulares do centro de R t , sao {rf cos Of, r* sen Of), por- 
tanto, uma soma de Riemann tfpica e 


m n m n 

[USE f(rf cos Of, rf sen 0/) A A, = 2 S fVf cos Of, rf sen 0*) rf A r AO 

i= 1 7=1 1=1 7=1 

Se escrevermos g{r, 0) = rf(r cos 0, r sen 0), a soma de Riemann na Equagao 1 pode ser rees- 
crita como 

m n 

2 2 g(rf. Of) Ar AO 

que e a soma de Riemann para a integral dupla 


r I g(r, O) drdo 

J a Ja 

Portanto, temos 


\\f{x,y) 


m n 

dA = lim 2 2 fi r * cos Of ,rf 

m.n ~*» i= x j= 1 


sen Of) AAj 


m tl 

= lim 2 Of) Ar A0 = j j g(r , 0) dr dO 
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= ) f(r cos 0, r sen 6 ) r dr dO 

J a J a 


Mudanga para Coordenadas Polares em lima Integral Dupla Se/e contfnua no retan- 
gulo polar R dado por 0 ^a^r^b,a^ 6 =£ /3, onde 0 s£ (3 — a =£ 2v, entao 


JJ ,y) dA = J f(r cos 9 , r sen 0) r t/r <70 

K 


A formula em [2] diz que convertemos coordenadas retangulares para coordenadas pola¬ 
res em uma integral dupla escrevendo x = r cos 9 e v = r sen 9, usando os limites de inte- 
gragao adequados para re 0e substituindo dA por r dr d9. Cuidado para nao esquecer o fator ® 

adicional r no lado direito da Formula 2. Um metodo classico para se lembrar disso esta na 
Figura 5, onde podemos pensar nos retangulos polares “infinitesimals” como retangulos con- 
vencionais com dimensoes r dOe dr e, portanto, com “area” dA = r dr d9. 



FIGURA 5 


Calcule || (3 x + 4y 2 )dA, onde Re a regiao no semipiano superior limitada 

+ y 2 = 1 e x 2 + y 2 


EXEMPLO 1 


pelos circulos x 2 + y 2 = 1 e x 2 + y 2 = 4. 


SOLUCAO A regiao R pode ser descrita como 

R = {(x, y) | y 5= 0, 1 =£ x 2 + y 2 4} 

E a metade do anel mostrado na Figura 1(b), e em coordenadas polares e dado por 1 =S r 2, 
0 9 < 7T. Portanto, pela Formula 2, 


j j (3x + 4 y 2 ) dA = ^ j" 2 (3 r cos 9 + 4r 2 sen 2 0) r dr d9 

R 

= | j" (3r 2 cos 9 + 4r 3 sen 2 0) dr d9 

= ^ [r 3 cos 9 + r A sen 2 0]'._, d9 = (7 cos 0+15 sen 2 0) dO 

= j [7 cos 9 + y(l — cos 20)] dO 


150 15 

= 7 sen0 -)-sen 20 

2 4 


1577 


Aqui usamos a identidade trigonometrica 

sen 2 # S l (1 — cos 2d) 

Veja a Segao 7.2, no Volume I, para infor- 
magoes sobre a integragao de fungoes 
trigonometricas. 


EXEMPLO 2 


Z = 1 


Determine o volume do solido limitado pelo piano z 


■y 2 - 


0 e pelo paraboloide 


S0LUQA0 Se tomarmos z = 0 na equagao do paraboloide, obteremos x 2 + y 2 = 1. Isso signi- 
fica que o piano intercepta o paraboloide no cfrculo x 2 + y 2 = 1 e o solido esta abaixo do 
paraboloide e acima do disco circular D dado por x 2 + v 2 + I [veja as Figuras 6 e 1(a)]. Em 
coordenadas polares, D e dado por 1,0^ 0 =£ 2tt. Como 1 — x 2 — y 2 = 1 — r 2 , 

o volume e 
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CALCULO 



FIGURA6 


V = || (1 - x 2 - y 2 )dA = J£ £ (1 ~ r 2 )r dr dd 

D 

= f d 6 I (r — r 3 )dr = 2 ir 
Jo Jo 


2 4 

Se trabalhassemos com coordenadas retangulares em vez de coordenadas polares, obterfamos 
V = jj’ (1 - x 2 - y 2 )dA = j£ £'”£ (1 - x 2 - y 2 )dy dx 


que nao e facil de calcular, pois envolve determinar | (1 — x 2 ) 3 / 2 dx. 



O que fizemos ate aqui pode ser estendido para tipos de regiao mais complicados, como 
o mostrado na Figura 7. Isso e semelhante a regiao com coordenadas retangulares do tipo II 
vista na Segao 15.3. De fato, combinando a Formula 2 desta segao com a Formula 15.3.5, ob- 
temos o seguinte. 


3 Se/e continua em uma regiao polar da forma 


entao 


D = {(r, 0)\a^6^(3, h x (6) ^ r h 2 (0)} 

11 /(*, y) dA = £ ^ * f(r cos 0 , r sen 0 ) r dr d 6 


Em particular, tomando f{x, y) = 1, hi( 6 ) = 0 e 112 ( 6 ) = h(9) nessa formula, vemos que 
a area da regiao D limitada por 6 = a, 0 = (3 e r = h(9) e 


FIGURA 7 

D = {(r, 0)\a*i0*zp, hi(6) =S r « h 2 (0)} 


A(D) = JJ 1 dA = £ £ <6) r rfr dO 

D 



\ p \Vh(e)fde 

Ja 


que coincide com a Formula 10.4.3. 



EXEMPLO 3 


Use a integral dupla para determinar a area contida em um lago da rosacea de 
quatro petalas r = cos 20 . 


S0LUQA0 Do esbogo da curva na Figura 8, vemos que um I ago da rosacea de quatro petalas 
corresponde a regiao 

D = {(r, 0) | -tt/4 =£ 6 tt/4, 0 r =£ cos 26} 


Entao, a area e 


rr rV4 rcos 20 

A(D) = 11 dA = I I rdrdO 

d ir ^ 4 

f^/4 r, 2 -|cos2e 1 fir/4 2 _- 

= [ 2 ^ Jo d6 = 2 cos 2 0d6 

J — ir/A «/— 7r/4 

= i r /4 (1 + cos 40) d9 = \[e + i sen 40] 

J-tt/A 


7t/4 
— 7t/4 


7T 

8 


FIGURA 8 

















INTEGRAIS MULTIPLAS 


899 


EXEMPLO 4 


Determine o volume do solido que esta sob o paraboloide z 


x 2 + y 2 , acima 


do piano xy e dentro do cilindro x 2 + y 2 = 2x. 


SOLUCAO O solido esta acima do disco D cujo limite tem equagao x 2 + y 2 = 2x ou, apos 
completar os quadrados. 


(x -l) 2 + y 2 =l 


(Veja as Figuras 9 e 10.) 




Em coordenadas polares, temos x 2 + y 2 = r 2 e x = r cos 9, assim, o limite circular fica 
r 2 = 2r cos d ou r = 2 cos d. Portanto, o disco D e dado por 

D = {(r, 9) | - 17/2 =s= 9 =S tt/2, 0 ^ r *£ 2 cos e} 

e, da Formula 3, temos 

r , “12 cos 0 

/»tt/9 /* 7t/ 2 r 4 

d9 


rw 2 

" r 4 " 

J —tt/2 

_ 4 _ 


= 4 


r/2 


— 7r/2 


cos 4 # fid = 8 I /2 cos 4 # fid = 8 


* f 


r 

Jo 


r /2 / 1 + cos 2# 


fid 


= 2 )’ o " /2 [l + 2 cos 2d + |(1 + cos 4d)] <id 


= 2[§d + sen2d + l sen4d]o / ‘ = 2( — ) ( — ) = —— 


377 


15.4 


Exercicios 


1-4 Uma regiao R e mostrada. Decida se voce deve usar coordenadas 
polares ou retangulares, e escreva \ ( R f(x,y) dA como uma integral 
iterada, onde/e uma fungao qualquer contmua em R. 






5-6 Esboce a regiao cuja area e dada pela integral e calcule-a. 

ri tn 72 sens 

5. r dr d6 6. r dr dd 

JJ1 Jtt/2 Jo 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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CALCULO 


7-14 Calcule a integral dada, colocando-a em coordenadas polares. 

7. jJ D x 2 y dA, onde flea metade superior do disco com centro na 
origem e raio 5 

8. j| (2 jc — y) dA, onde Re aregiao doprimeiro quadrante limitada 
pelo circulo x 1 + y 1 = 4 e as retas x = 0 e y = x 


9. 

10 . 


| f sen(jc 2 + y 2 ) dA, onde Re a regiao do primeiro quadrante en- 
tre os circulos com centro na origem e raios 1 e 3 


xr + y 


■dA, onde Rea regiao que fica entre os circulos 


+ y 2 = a 2 e x 2 + y 2 = b 2 com 0 < a < b 


11. [J D e~ x *- yl dA, onde flea regiao limitada pelo semicfrculo 
x = a/4 — y 2 e o eixo y 

12. |[ cos yjx 2 + y 2 dA, onde Deo disco com centro na origem e 
raio 2 

13. arctg(y/x) dA, onde 

R = {(x, y) | 1 « x 2 + y 2 as 4, 0 =S y =£ x} 


14. 11 jc dA, onde D e a regiao no primeiro quadrante que se encon- 
tra entre os circulos x 2 + y 2 = 4 e x 2 + y 1 = 2x 


15-18 Utilize a integral dupla para determinar a area da regiao. 

15. Uni lajo da rosacea r = cos 36 

16. A regiao limitada por arnbos os cardioides r = 1 + cos 0 e 
r = \ — cos 6 

17. A regiao dentro do circulo (x — l) 2 + y 2 = 1 e fora do circulo 

x 2 + y 2 = 1 

18. A regiao dentro do circulo r = 1 + cos 6 e fora do circulo 
r = 3 cos 6 


liar a integral correta com quatro casas decimals. 

33. 11 e ,x ‘ +y 1 dA, D onde esta o disco com centro na origem e raio 1 

34. 11 xy^J\ + a" + y 2 dA, onde flea porfao do disco 
x 1 + y 2 =£ 1 que fica no primeiro quadrante 


35. Uma piscina circular tem diametro de 10 metros. A profundidade 
e constante ao longo das retas de leste para oeste e cresce linear- 
mente de 1 metro na extremidade sul para dois metros na extre- 
midade norte. Encontre o volume de agua da piscina. 

36. Um pulverizador agricola distribui agua em um padrao circular 
de 50 m de raio. Ele fomece agua ate uma profundidade de e~ r 
metros por hora a uma distancia de r metros do pulverizador. 

(a) Se 0 < R =£ 50, qual a quantidade total de agua fomecida por 
hora para a regiao dentro do circulo de raio R centrada no pul¬ 
verizador? 

(b) Determine uma expressao para a quantidade media de agua 
por hora por metro quadrado fornecida a regiao dentro do cir¬ 
culo de raio R. 

37. Encontre o valor medio da fmujao/iA, y) = 1 /y/xr + v 2 na regiao 
anular a 2 =£ jr + y 2 =S b 1 , onde 0 < a < b. 

38. Seja D o disco com centro na origem e raio a. Qual e a distancia 
media dos pontos em D em rela^ao a origem? 

39. Utilize coordenadas polares para combinar a soma 

l* ^ dy dx+ r jr^ dy dx+ £ ir* xy dy dx 

em uma unica integral dupla. Em seguida calcule essa integral du¬ 
pla. 

40. (a) Definimos a integral impropria (sobre todo o piano IR 2 ) 


19-27 Utilize coordenadas polares para determinar o volume do so- 
lido dado. 

19. Abaixo do cone z = \!x 2 + y 2 e acirna do disco x 2 + y 2 =S 4 

20. Abaixo do paraboloide z = 18 — 2x 2 — 2y 2 e acima do piano xy 

21. Limitado pelo hiperboloide — jc 2 — y 2 + z 2 = 1 e pelo piano 

z = 2 

22. Dentro daesferajc 2 + y 2 + z 2 = 16e fora docilindro x 1 + y 2 = 4 

23. Uma esfera de raio a 

24. Limitado pelo paraboloide z = 1 + zx 1 + zy 2 e pelo piano z = 7 
no primeiro octante 

25. Acima do cone z = a jx 2 + y 2 e abaixo da esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 

26. Limitado pelos paraboloides z = 3x 2 + 3y 2 ez — 4 — x 1 — y 1 

27. Dentro tanto do cilindro x 2 + y 2 = 4 quanto do elipsoide 

4jc 2 + 4y 2 + z 2 = 64 


28. (a) Uma broca cilmdrica de raio r e usada para fazer um furo que 

passa pelo centro de uma esfera de raio r 2 . Determine o vo¬ 
lume do solido em formato de anel resultante. 

(b) Expresse o volume da parte (a) em termos da altura h do anel. 
Observe que o volume depende somente de h e nao de r i ou r 2 . 
29-32 Calcule a integral iterada, convertendo-a antes para coordena¬ 
das polares. 

29. j ' j'j 9 '' :sen(U + y 2 ) dy dx 30. j"° |°^_ _x 2 ydxdy 

31. j | ^ (x + y) dx dy 32. j j ' _ sjx 2 + y 1 dy dx 


I = 0 e~^ +yl) dA = j” e.- (xi+y2> dy dx 

IR 2 

= lim 0 e~ ix2+y2) dA 

Da 

onde D a e o disco com raio a e centro na origem. Mostre que 

j" e H * 2+y2) dA = 77- 

(b) Uma definigao equivalente da integral impropria da parte (a) e 


0 e^ 2+y2) dA = lim |J e H * 2+y2) dA 

R 2 S a 

onde S a e o quadrado com vertices (±a, ±a). Use isto para 
mostrar que 


/> ' dx i 


dy = 77 


(c) Deduza que 


dx = 


(d) Fazendo a mudan§a de variavel t = -Jl x, mostre que 
J e~ x 12 dx = a/27 t 


(Esse e um resultado fundamental em probabilidade e esta- 
tistica.) 

41. Utilize o resultado do Exercicio 40, parte (c), para calcular as se- 
guintes integrais. 



33-34 Expresse a integral dupla em termos de uma integral unidi- 
mensional com relagao a r. Em seguida, use a calculadora para ava- 


(b) I" y[x e X dx 
Jo 















INTEGRAIS MULTIPLAS 


901 


15.5 


Aplicagdes de Integrals Duplas 


Ja vimos uma aplicagao da integral dupla: o calculo de volumes. Outra aplicagao geometrica 
importante e a determinagao de areas de superficies, o que sera feito na proxima segao. Nesta 
segao, vamos explorar as aplicagdes fisicas, tais como calculo de massa, carga eletrica, cen¬ 
tra de massa e momento de inercia. Veremos que essas ideias fisicas tambem sao importan- 
tes quando aplicadas a fungdes densidade de probabilidade de duas variaveis aleatorias. 

Densidade e Massa 

Na Segao 8.3. no volume I, calculamos momentos e centra de massa de placas finas ou lami- 
nas de densidade constante usando as integrais unidimensionais. Agora, com auxrlio das in¬ 
tegrals duplas, temos condigoes de considerar as laminas com densidade variavel. Suponha que 
uma lamina ocupe uma regiao D do piano xy e que sua densidade (em unidades de massa por 
unidade de area) no ponto (x, v) em D e dada por p(x, v), onde p e uma fungao continua em 
D. Isso significa que 


p(x, y) = lim 


Am 
A A 


onde Am e AA sao a massa e a area de um pequeno retangulo que content (x, y) e tomamos o 
limite quando as dimensdes do retangulo se aproximam de 0 (veja a Figura 1). 

Para determinarmos a massa total m da lamina, dividimos o retangulo R contendo D em 
sub-retangulos R tJ , todos do mesmo tamanho (como na Figura 2), e consideramos p(x, v) como 
0 fora de D. Se escolhermos um ponto (x* , y* ) em R tJ , entao a massa da parte da lamina que 
ocupa Ry e aproximadamente p{x*,y*) A A, onde AA e a area de R, r Se somarmos todas es¬ 
sas massas, obteremos uma aproximagao do valor da massa total: 

m ~ S S p(x*,yfj) AA 

f=i y-1 



Aumentando o numero de sub-retangulos, obtemos a massa total m da lamina como o valor- 
-limite das aproximagoes: 


m 


in = lim 


2 2 p(x*,y*)AA = U p{x,y) dA 
'= 1 J=' ^ 


Fisicos consideram ainda outros tipos de densidade que podem ser tratados da mesma ma¬ 
ne ira. Por exemplo: se uma carga eletrica esta distriburda sobre uma regiao De a densidade 
de carga (em unidades de carga por unidade de area) e dada por tr(x, v) em um ponto (x, y) 
em D, entao a carga total Q e dada por 



FIGURA 2 


2 


Q = || (r(x, y) dA 

D 


EXEMPLO 1 


Uma carga esta distriburda na regiao triangular D da Figura 3 de modo que ; 
densidade de carga em (x, y) e cr(x, v) = xy , medida em coulombs por metro quadrado (C/m 2 ) 
Determine a carga total. 


S0LUQA0 Da Equagao 2 e da Figura 3, temos 

Q = || tr(x, y) dA = | | xy dy dx 



FIGURA 3 
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CALCULO 



Logo, a carga total e ^ C. 


Momentos e Centros de Massa 

Na Segao 8.3, no Volume I, determinamos o centra de massa de uma lamina de densidade cons- 
tante; aqui, consideraremos uma lamina de densidade variavel. Suponha que a lamina ocupe 
uma regiao D e que tenha p{x, y) como fungao densidade. Lembre-se de que no Capftulo 8 de- 
finimos o momento de uma partfcula em relagao a um eixo como o produto de sua massa pela 
distancia (perpendicular) ao eixo. Dividimos D em retangulos pequenos, como na Figura 2. 
Entao a massa de R,, e aproximadamente p{x*,y*) A,4, e podemos aproximar o momento de 
R,, com relagao ao eixo x por 


\p(x*,y?j) A A\yfj 

Se somarmos essas quantidades e tomarmos o limite quando o numero de sub-retangulos cresce 
indefinidamente, obteremos o momento da lamina inteira em relagao ao eixo x: 


3 


M x = lim 2 2 ytj /'(■'*. v* I AA = yp(x,y) dA 

m, n —>°° i 1 JJ 

J n 


Da mesma forma, o momento em relacao ao eixo y e 


4 


M y = lim 2 2 x* p{x*,y*) AA = xp(x,y) dA 

m, i=lj=1 JJ 



FIGURA 4 



Como anteriormente, definimos o centra de massa (x, y) de modo que mx = M y e my = M x . 
O significado fisico disso e que a lamina se comporta como se toda sua massa estivesse con- 
centrada em seu centra de massa. Assim, a lamina permanece horizontal quando equilibrada 
em seu centra de massa (veja a Figura 4). 


|~5~| As coordenadas (x, y) do centra de massa de uma lamina ocupando a regiao D e 
tendo fungao densidade p(x, v) sao 

_ My Iff _ My 1 ff 

X = = — xp(x,y ) dA y = -= — \\yp{x,y) dA 

m m JJ m m JJ 

D D 

onde a massa m e dada por 

m = JJ p(x,y) dA 

D 


EXEMPLO 2 


Determine a massa e o centra de massa de uma lamina triangular com vertices 
(0,0), (1,0) e (0, 2), se a fungao densidade for p{x, y) = 1+3 x A y. 


S0LUQA0 O triangulo esta mostrado na Figura 5. (Observe que a equagao do limite superior 
e y = 2 — 2x.) A massa da lamina e 


m = j j p{x, y) dA = j" j" (1 + 3x + y) dy dx 

D 


FIGURA 5 















INTEGRAIS MULTIPLAS 


903 


y + 3 xy + 


= f 

= 4 f (1 — x 2 ) dx = 4 
Jo 


dx 


Entao, as formulas em 5 fornecem 


— IT xp(x, y) dA = | f f (x + 3x 2 + xy) dy dx 
m JJ Jo Jo 

D 

■f 


3 fi 

¥ 


xy + 3x 2 y + x — 


dx = — 


= flo (x “ x3) 

y = -— ff ypU.y) dA = I f‘ P (y + 3xy + y 2 )dydx 
m JJ jo Jo 

| j" (7 — 9x — 3x 2 + 5 x 3 )dx 


3 P 

¥ Jo 


2 2 3 

r , , y , y 

-h 3x-1- 

2 2 3 


x 2 , x 4 

lx — 9-x 3 + 5 — 

2 4 


t/x = 

U_ 
~ 16 


O centro de massa e o ponto (|, H). 


EXEMPLO 3 


A densidade em qualquer ponto de uma lamina semicircular e proporcional a 
distancia ao centro do circulo. Determine o centro de massa da lamina. 


S0LUCA0 Vamos posicionar a lamina na metade superior do circulo x 2 + y 2 = a 2 . (Veja a 
Figura 6.) Entao a distancia do ponto (x, y) ao centro do circulo (origem) e J x 2 + y 2 . Por- 
tanto, a fun 5 ao densidade e 


p(x, y) = fifVx 2 + y 2 

onde /if e alguma constante. Tanto a fun 5 ao densidade como o formato da lamina sugerem a con- 
versao para coordenadas polares. Entao Jx 2 + y 2 =rea regiao D 6 dada por 0 *£ r ^ a, 
0 « 6 < 7T. Logo, a massa da lamina e 


m = jj 1 p(x,y) iiA = jj Kjx 2 + y 2 dA 

D D 

= f" [“ (Kr) rdrdd = K i" dO f" r 2 dr 
Jo Jo Jo Jo 

Kira 3 
3 

Tanto a lamina como a liincao densidade sao simetricas com relafao ao eixo y e, assim, o cen¬ 
tro de massa precisa estar sobre o eixo y, ou seja, x = 0. A coordenada y e dada por 

y = — (T y p(x, y) dA = -t f f r sen 0 (Kr) r dr dO 

7 m JJ 7 Kttq 3 Jo Jo 

D 

= -t f send dO f r 3 dr =-y [—cos (Jl 

77 a Jo Jo TTd 

3 2a 4 3 a 
ira 3 4 277 

Portanto, o centro de massa esta localizado no ponto (0, 3a/(27r)). 




y 



—a 0 a x 


FIGURA 6 


Compare a localizagao do centro de massa 
no Exemplo 3 com o Exemplo 4 na Segao 
8.3, no Volume I, onde encontramos que o 
centro de massa da lamina com o mesmo 
formato, mas com densidade uniforme, 
esta localizado no ponto (0,4<a/(3 tt)). 





























Momento de Inercia 


O momento de inercia (tambem chamado segundo momento) de uma partfcula de massa m 
em relagao a um eixo e definido como mr 2 , onde re a distancia da partfcula ao eixo. Esten- 
demos o conceito a uma lamina com fungao densidade p(x, v) e que ocupa uma regiao D pelo 
mesmo processo que fizemos para os momentos normais. Dividimos D em pequenos retan- 
gulos, aproximamos o momento de inercia de cada sub-retangulo em rela§ao ao eixo x e to- 
mamos o limite da soma quando o numero de sub-retangulos aumenta indefinidamente. O re- 
sultado e o momento de inercia da lamina em relacao ao eixo x: 


6 


Da mesma 


m 


m n 

I x = lim 2 S (y*) 2 p(x*,y!j) AA = )) y 2 p(x,y ) dA 

j= , , =1 JJ 


forma, o momento de inercia em relacao ao eixo y e 



E de interesse, ainda, considerar o momento de inercia em relacao a origem, tambem cha¬ 
mado momento polar de inercia: 


|~8~| 7 0 = lim 

m, n— 


m n 

2 2 [ix*? + (y*) 2 ] p(x*, 

i=i j =i 


yjj) A A = || (x 2 

D 


+ y 2 )p(x,y) dA 


Observe que It, = I x + I y . 


EXEMPLO 4 


Determine os momentos de inercia I x , I y e Io do disco homogeneo D com den¬ 
sidade p(x, y) = p, centro na origem e raio a. 


SOLUCAO O limite defleo cfrculo x 2 + y 2 = a 2 , que em coordenadas polares D e descrito 
por 0 0^2 77, 0 ^ r ^ a. Vamos calcular I 0 primeiro: 


Io 


(x 2 + y 2 )p dA = p \ 

•2t t fa 

o Jo 

riir fa t 

'r 4 ' 

| dd | r 3 dr = 2rrp 

_ 4 _ 


r dr dO 

irpa 4 
~ 2 


Em vez de calcularmos I x e I y diretamente, vamos usar o fato de que I x + I y = 7 0 e I x = I y (da 
simetria do problema). Assim 


h = Iy = 



irpa 4 

4 


No Exemplo 4, observe que a massa do disco e 

m = densidade X area = p(tto 2 ) 

de modo que o momento de inercia do disco em torno da origem (como uma roda em torno 
de seu eixo) pode ser escrito como 

irpa i 2\ 2 i 2 
I 0 = —-— = 2\P^ci~)a = 2 ma 

Portanto, se aumentarmos a massa ou o raio do disco, aumentaremos o momento de inercia. 
Em geral, o momento de inercia tem um papel em um movimento de rota^ao semelhante ao 
que a massa tem em um movimento linear. O momento de inercia de uma roda e o que torna 
diffcil come^ar ou parar a rotagAo da roda, assim como a massa do carro dificulta seu movi¬ 
mento inicial e a frenagem. 
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O raio de giragao de uma lamina em relagao a um eixo e o numero R tal que 

[9] mR 2 = I 

onde m e a massa da lamina e/eo momento de inercia em relagao ao eixo dado. A Equagao 
9 nos diz que, se a massa da lamina estiver concentrada a uma distancia R do eixo, entao o mo¬ 
mento de inercia dessa “massa pontual” sera o mesmo que o momento de inercia da lamina. 

Em particular, o raio de giragao y em relagao ao eixo x e o raio de giragao x em relagao ao 
eixo y tem as equagoes 

[W| my 2 = I x nix 2 = I y 

Entao (x,y) 6 o ponto no qual podemos concentrar a massa da lamina sem modificar os mo- 
mentos de inercia em relagao aos eixos coordenados resultantes. (Observe a analogia com o 
centra de massa.) 


EXEIVIPLO 5 


Determine o raio de giragao em torno do eixo x do disco do Exemplo 4. 
S0LUQA0 Como observado, a massa do disco e m = pira 2 , e da Equagao 10 temos 


y 


I, 


2 _ - r _ 


4 77-pa 

prra 2 


a 

T 


Portanto, o raio de giragao em relagao ao eixo x e y = \a , que e metade do raio do disco. 


Probabilidade 

Na Segao 8.5, no Volume I, consideramos a fungao densidade de probabilidade f de uma va- 
riavel aleatoria contmua X. Isso significa que f{x) & 0 para todo x, dx = lea pro¬ 

babilidade de que X esteja entre at b e determinada integrando-se/de a ate Ir. 


P(a ^ X =S b) = f f(x) dx 

Ja 


Consideremos agora um par de variaveis aleatorias X e Y como o tempo de vida de dois 
componentes de uma maquina ou a altura e o peso de uma mulher adulta escolhida ao acaso. 
A fungao densidade conjunta de A e Y 6 uma fungao/de duas variaveis tais que a probabi¬ 
lidade de que ( X , Y) esteja em uma regiao D seja 

P((X, Y) G. D) = jj f(x, y) dA 

D 

Em particular, se a regiao for um retangulo, a probabilidade de que X esteja entre a e b e de 
que Y esteja entre cede 


(Veja a Figura 7.) 


P(a ^X^b, c^Y^d) = J J fix, y) dy dx 
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z* 


FIGURA7 

A probabilidade de que X esteja entre a e b 
e de que Y esteja entre cede o volume do 
solido acima do retangulo D = [a, b ] X [c, c/] e 
abaixo do grafico da funqao densidade conjunta. 



Como probabilidades nao podem ser negativas e sao medidas na escala de 0 a 1, a funqao 
densidade conjunta tem as seguintes propriedades: 


f(x,y) >0 



1 


Como no Exercfcio 40 da Segao 15.4, a integral dupla sobre R 2 e uma integral impropria, de- 
finida como o limite da integral dupla sobre os circulos ou retangulos que se expandem, e po- 
demos escrever 


jj fix, y) dA = J_^ J ^ f{x, y) dx dy = 1 

U 2 


EXEMPLO 6 


Se a fungao densidade conjunta de X e Y for dada por 
fix,y) = 


C(x + 2y) se 0 =£ x =£ 10, 0 y s£ 10 
0 caso contrario 

determine o valor da constante C. Entao, calcule PiX 1 ,Y S* 2). 

S0LUQA0 Determinamos o valor de C garantindo que a integral dupla de / seja igual a 1. 
Como fix, y) = 0 esta fora do retangulo [0,10] X [0, 10], temos 

[ [ /(x, y) dy dx = £ £ C(x + 2y) dy dx = C £ [xy + y 2 ]j_o° dx 

= C f° (lOx + 100) dx = 1 500C 
Jo 

Portanto, 1 500C e, assim, C = y^oo. 

Agora, podemos calcular a probabilidade de X ser no maximo 7 e de Y ser no minimo 2: 
PiX sS 7, Y 3= 2) = j£ £ fix, y) dy dx = £ 7 jj° , ] ()0 (x + 2y) dy dx 

= lAoo JJ [xy + y^ylfdx = y^oo JJ (8x + 96) dx 
= S ~ 0,5787 

Suponha que X seja uma variavel aleatoria com fungao densidade de probabilidade fix) 
e Y seja uma variavel aleatoria com fungao densidade fiy). Entao, X e Y sao ditas variaveis 
aleatorias independentes se a fungao densidade conjunta for o produto das fungoes densidade 
individuals: 
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fix, y) = fix) fiiy) 


Na Segao 8.5, modelamos o tempo de espera utilizando a fungao densidade exponencial 


/(o = 


(° 


se t < 0 
se t 3= 0 


onde /jl e o tempo medio de espera. No proximo exemplo consideraremos a situagao com dois 
tempos de espera independentes. 


EXEMPLO 7 


O gerente de um cinema determina que o tempo medio de espera na fila para as 
pessoas comprarem entrada para o filme da semana seja de dez minutos e que o tempo medio 
que levam para comprar pipoca seja de cinco minutos. Supondo que os tempos de espera 
sejam independentes, determine a probabilidade de um espectador esperar menos de 20 mi¬ 
nutos ate se dirigir a seu assento. 


S0LUQA0 Supondo que os tempos de espera X para comprar a entrada e Y para comprar 
pipoca possam ser modelados por fungoes densidade de probabilidade exponencial, pode- 
mos escrever as fungoes densidade individuals como 


fix) = 


fo 

I Xp-x/lO 

l_io e 


se x < 0 
se x 5* 0 


My) = 



se y < 0 
se y 5* 0 


Como X e Y sao independentes, a fungao densidade conjunta e o produto: 


f(x,y) =fi(x)f 2 {y) 




se x 2 s 0,y 5* 0 

caso contrario 


Foi pedida tambem a probabilidade de X + Y < 20: 

P(X + Y < 20) = P((X, Y) E D) 


onde D e a regiao triangular mostrada na Figura 8. Entao, 

P(X + Y < 20) = j| fix, y) dA = ^e“" /10 e _j/5 dy dx 

D 

= ^>f °[e- x/W (-5)e- y/5 lT X dx 

= Mo ° e " x/10(1 - e(x ~ m/ ^ dx 

= To[\ e ~ x/10 - e~ 4 e xlw )dx 
= 1 + e“ 4 - 2e~ 2 « 0,7476 



Isso significa que cerca de 75% dos espectadores esperam menos de 20 minutos antes de to- 
marem seus assentos. 


Valores Esperados 


Lembre-se da Segao 8.5, no Volume I, de que, se A” e uma variavel aleatoria com fungao den¬ 
sidade de probabilidade/, entao sua media e 


M = 



dx 


Se X e Y sao variaveis aleatorias com fungao densidade conjunta/, definimos a media lea 
media Y, tambem chamadas valores esperados de X e Y, como 
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HU Mi = jj x f( x ’ dA p 2 = jj yf( x ’ dA 

IR 2 [R 2 

Observe como sao parecidas as expressoes de i±\ e /jl 2 em [TT] com os momentos M x e M y 
de uma lamina com fungao densidade p nas Equagoes 3 e 4. De fato, podemos pensar na pro- 
babilidade como uma massa continuamente distribufda. Calculamos probabilidade da mesma 
maneira que calculamos massa: integrando a fungao densidade. E, como a “massa de proba¬ 
bilidade” total e 1, as expressoes de lev em [5] mostram que podemos pensar que os valo- 
res esperados de X e Y, pn e /jl 2 , sao as coordenadas do “centra de massa” da distribuigao de 
probabilidade. 

No proximo exemplo trabalharemos com distribuigoes normais. Como na Segao 8.5, uma 
unica variavel aleatoria tem distribuigao normal se sua fungao densidade de probabilidade e 
da forma 


fix) 


1 


ayflfr 

onde /u, e sua media ecre seu desvio-padrao. 


— l-i) 2 l(2<T 2 I 



6,05 4,05 


EXEMPLO 8 


Uma fabrica produz rolamentos (de forma cilmdrica) que sao vendidos como 
tendo 4,0 cm de diametro e 6,0 cm de comprimento. Na verdade, o diametro X tem distribui¬ 
gao normal com media 4,0 cm e desvio-padrao 0,01 cm, enquanto o comprimento Y tem dis¬ 
tribuigao normal com media 6,0 cm e desvio-padrao 0,01 cm. Supondo que X e Y sejam 
independentes, escreva a fungao densidade conjunta e faga seu grafico. Determine a probabi¬ 
lidade de que um rolamento escolhido aleatoriamente da linha de produgao tenha compri¬ 
mento ou diametro que difiram dos valores medios em mais que 0,02 cm. 

S0LUQA0 Temos que X e Y tem distribuigoes normais com /jl\ = 4,0, p, 2 = 6,0 e 
(T\ = a 2 = 0,01. As fungoes densidade individuals para A e Y sao 


fix) = 


1 


-(x-4) 2 /0,0002 


fiy) = 


l 


■ e 


0,01V2tt ~ 0,01 ^2tt 

Como Xe,Y sao independentes, a fungao densidade conjunta e o produto: 

1 


-( 3 ’- 6 ) 2 / 0,0002 


fix, y) = fix) fiiy) = 


0,0002tt 


-(a:-4)-/0,0002 -(31-6)70,0002 


5 000 


e 


-5 000[(.r—4) 2 +(y—6) 2 ] 


3,95 


FIGURA 9 

Grafico da fungao densidade normal 
conjunta em duas variaveis 
do Exemplo 8 


O grafico dessa fungao e mostrado na Figura 9. 

Vamos inicialmente calcular a probabilidade de ambos, X e Y, diferirem de seus valores me¬ 
dios por menos de 0,02 cm. Usando uma calculadora ou computador para estimar a integral, 
temos 

Pi 3,98 < X < 4,02, 5,98 < Y < 6,02) = p 02 f'“/(x, y) dy dx 

J3.98 J5,98 

5 000 


77 

0,91 


74,02 76.C 
J3.98 J5,9! 


e 


-5 000[(x-4) 2 +(3-6) 2 ] 


dy dx 


Entao, a probabilidade de X oil Y diferir de seu valor medio em 0,02 cm ou mais e de aproxi- 
madamente 


1 - 0,91 = 0,09 
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Exercicios 


1. Uma carga eletrica e distribufda sobre o retangulo 0 =S x =£ 5, 
2 *£ y =S 5, de modo que a densidade de carga em (x, y) e 
<t(x, y) = 2x + 4y (medida em coulombs por metro quadrado). 
Determine a carga total no retangulo. 

2 . Uma carga eletrica e distribufda sobre o disco x 2 + y 2 =£ 1, de 
modo que a densidade de carga em (x, y) e a (x, y) = %Jx 2 + y * 1 
(medida em coulombs por metro quadrado). Determine a carga to¬ 
tal no disco. 

3—It Determine a massa e o centra de massa da lamina que ocupa a 

regiao D e tem fungao densidade p. 

3. D = {(x, y) 11 =£ x =S 3, 1 =£ y =S 4}; p(x,y) = ky 2 

4 . D = {(x, y) j 0 x =s a, 0 =S y =£ b}\ p(x, y) = 1 + .t 2 + y 2 

5. D e a regiao triangular com vertices (0, 0), (2, 1), (0, 3); 
Pix, y) = x + y 

6 . D e a regiao triangular limitada pelas retas x = 0, y = x e 
2x + y = 6; p(.r, y) = x 2 

7 . De limitada por y = 1 — x 2 ey = 0; p(x, y) = ky 

8 . D e limitada por y = x 2 e y = x + 2; p(.r, y) = ky 

9. D = {(x, y) | 0 =£ y =s sen(7rx/L), 0 =£ x =s L}; p(x, y) = y 

10 . D e limitada pelas parabolas y = x 2 e, x = y 2 \ p(x, y) = ~Jx 

11 . Uma lamina ocupa a parte do disco x 2 + y 2 =£ 1 no primeiro qua- 
drante. Determine o centra de massa se a densidade em qualquer 
ponto for proporcional a distancia do ponto ao eixo x. 

12. Determine o centra de massa da lamina do Exercfcio 11 se a den¬ 
sidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da dis¬ 
tancia do ponto a origern. 

13. O limite de uma lamina consiste nos semicfrculos y = *J\ — x 2 
e y = yjA — x 2 juntamente com as partes do eixo x que os une. 
Encontre o centra de massa da lamina se a densidade em qualquer 
ponto e proporcional a sua distancia da origern. 

14 . Encontre o centra de massa da lamina do Exercfcio 13 se a den¬ 
sidade em qualquer ponto for inversamente proporcional a sua dis¬ 
tancia da origern. 

15. Encontre o centra de massa de uma lamina em forma de triangulo 
retangulo isosceles, com os lados iguais tendo comprimento a, se 
a densidade em qualquer ponto for proporcional ao quadrado da 
distancia do vertice oposto a hipotenusa. 

16. A lamina ocupa a regiao dentro do cfrculo x 2 + y 2 = 2y, mas 
fora do cfrculo x 2 + y 2 = 1. Encontre o centra de massa se a den¬ 
sidade em qualquer ponto for inversamente proporcional a sua dis¬ 
tancia da origern. 

17 . Encontre os momentos de inercia I x , /,, I 0 para a lamina do Exer¬ 
cfcio 7. 

18. Encontre os momentos de inercia /,, I y , I 0 para a lamina do Exer¬ 
cfcio 12. 

19. Encontre os momentos de inercia /,, I y , I 0 para a lamina do Exer¬ 
cfcio 15. 

20 . Considere uma pa quadrada de um ventilador com lados de com¬ 
primento 2 e com o canto inferior esquerdo colocado na origern. 
Se a densidade da pa for p(x,y) = 1 + 0,lx, e rnais diffcil girar 
a pa em torno do eixo x ou do eixo y? 

21-24 Uma lamina com densidade constante p(x, y) = p ocupa a re¬ 
giao dada. Encontre os momentos de inercia I x e I y e os raios de gi- 

ra^ao x ey. 

1 . As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 


21 . O retangulo 0^x^b,0^y^h 

22 . O triangulo com vertices (0, 0), (b, 0) e (0, h) 

23. A parte do disco x 2 + y 2 =£ a 2 no primeiro quadrante 

24. A regiao sob a curva y = sen xdex = 0ax = Tr 


SCA 25-26 Utilize um sistema de computagao algebrica para determinar a 
massa, o centra de massa e os momentos de inercia da lamina que 
ocupa a regiao D e tem a densidade dada. 

25. D esta limitada pelo lago direito da rosacea de quatro folhas 
r = cos 2 6; p(x, y) = x 2 + y 2 

26. D = {(*, y) | 0 « y « 0«r«2}; p(x, y) = x 1 y 2 


f(x,y) = 


fix,y) = 


f(*,y) = 


27. A fungao densidade conjunta para um par de variaveis aleatorias 
Xe Ye 

Cx{ 1 + y) se0=Sx^l, 0^yS2 
0 caso contrario 

(a) Determine o valor da constante C. 

(b) Encontre P(X =S 1, Y 1). 

(c) Encontre P(X + Y ^ 1). 

28. (a) Verifique que 

4xy se 0 ^ r « 1, O^y^l 
0 caso contrario 
e uma fungao densidade conjunta. 

(b) Se X e Y sao variaveis aleatorias cuja fungao densidade con¬ 
junta e a fungao/da parte (a), determine 

(i) P{X^\) (ii) 

(c) Determine os valores esperados de X e Y. 

29. Suponha que Xe Y sejam variaveis aleatorias com fungao densi¬ 
dade conjunta 

0,le~ (0,5jI+0 ' 2:v) se x s* 0, y > 0 

0 caso contrario 

(a) Verifique que/e de fato uma fungao densidade conjunta. 

(b) Determine as seguintes probabilidades. 

(i) P(Y > 1) (ii) P(X « 2, Y =£ 4) 

(c) Determine os valores esperados de X e Y. 

30. (a) Uma luminaria tem duas lampadas de um tipo com tempo de 

vida medio de 1 000 horas. Supondo que possamos modelar 
a probabilidade de falha dessas lampadas por uma fungao den¬ 
sidade exponencial com media p. = 1 000, determine a pro¬ 
babilidade de que ambas as lampadas venham a falhar dentro 
de um perfodo de 1 000 horas. 

(b) Outra luminaria tem somente uma lampada do mesmo tipo das 
da parte (a). Se a lampada queima e e trocada por outra do 
mesmo tipo, determine a probabilidade de que as duas venham 
a falhar dentro de 1 000 horas. 

31. Suponha que XeY sejam variaveis aleatorias, onde X tem distri- 
buigao normal com media 45 e desvio-padrao 0,5 e Y tem distri- 
buigao normal com media 20 e desvio-padrao 0,1. 

(a) Encontre />(40 =£ A « 50, 20 =S Y =£ 25). 

(b) Encontre P(4(X - 45) 2 + 100(K - 20) 2 =£ 2). 

32. Xavier e Yolanda tem aulas que terminam ao meio-dia e concor- 
daram em se encontrar todo dia depois das aulas. Eles chegam em 
um cafe separadamente. O tempo de chegada de Xavier eXeo 
da Yolanda e Y , onde Xef sao medidos em minutos apos o meio- 
-dia. As fungoes densidade individuais sao 


E necessario usar um sistema de computagao algebrica 
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f ( x) = \ eX sex 2*0 ,, seO«y*£lO 

' [O se x < 0 2 ^ j_0 caso contrario 

(Xavier chega algumas vezes depois do meio-dia, e e mais pro- 
vavel que ele chegue na hora do que se atrase. Yolanda sempre 
chega as 12hl0 e e mais provavel que se atrase do que chegue 
pontualmente.) Depois de Yolanda chegar, ela espera ate meia 
hora por Xavier, mas ele nao espera por ela. Determine a proba- 
bilidade de eles se encontrarem. 

33. Quando estudamos uma contaminagao epidemica, supomos que 
a probabilidade de um indivfduo infectado disseminar a doenga 
para um indivfduo nao infectado seja uma fungao da distancia en- 
tre eles. Considere uma cidade circular com raio de 10 km na qual 
a populagao esta uniformemente distribufda. Para um indivfduo 


nao infectado no ponto A(x o, yo), suponha que a fungao proba¬ 
bilidade seja dada por 

f{P) = U20 ~ d(P, A)] 

onde d (P, A) denota a distancia entre os pontos P e A. 

(a) Suponha que a exposigao de uma pessoa a doenga seja a 
soma das probabilidades de adquirir a doenga de todos os 
membros da populagao. Suponha ainda que as pessoas infec- 
tadas estejam uniformemente distribufdas pela cidade, exis- 
tindo k indivfduos contaminados por quilometro quadrado. De¬ 
termine a integral dupla que representa a exposigao de uma 
pessoa que reside em A. 

(b) Calcule a integral para o caso em que A esta no centro da ci¬ 
dade e para o caso em que A esta na periferia da cidade. 
Onde seria preferfvel viver? 



de Superficie 


Na Segao 16.6 trabalharemos com areas 
de superficies mais gerais, denominadas 
superficies parametrizadas, portanto, esta 
segao nao precisa ser estudada se a segao 
posterior for estudada. 



FIGURA 1 



FIGURA 2 


Nesta segao, aplicamos as integrals duplas ao problema de calcular a area de uma superficie. 
Na Segao 8.2, no Volume I, descobrimos a area de um tipo muito especial de superficie - uma 
superficie de revolugao - pelos metodos de calculo de uma variavel unica. Aqui, calculamos 
a area de uma superficie com equagao z = fix, y), o graftco de uma fungao de duas variaveis. 

Seja S a superficie com a equagao z = fix, y), onde/tem derivadas parciais continuas. Para 
simplificar a dedugao da formula da area de superficie, supomos que f (x, y) 2 * 0 e o domi- 
nio D de/e um retangulo. Dividimos D em pequenos retangulos R u com area A,4 = AvAy. Se 
(Xi, yf e o canto de R,, mais proximo da origem, seja P u (x„ y,./'(x„ y,)) o ponto em S diretamente 
acima dele (veja a Figura 1). O piano tangente a S em Py e uma aproximagao a S proximo de 
Pij. Entao, a area A7',, da parte deste piano tangente (um paralelogramo) que fica diretamente 
acima de R,, e uma aproximagao a area A A, da parte de S que fica diretamente acima de R,,. 
Portanto, a soma S2A Ty e uma aproximagao a area total de S e essa aproximagao parece me- 
lhorar conforme o numero de retangulos aumenta. Portanto, definimos a area da superficie 
de S como 


m 


Para encontrar uma formula que seja mais conveniente do que a Equagao 1 para fins de cal¬ 
culo, sejam a e b os vetores que comegam em P,j e ftcam ao longo dos lados do paralelogramo 
com area AT/. (Veja a Figura 2.) Entao, AT/ = [a X b]. Lembre-se, da Segao 14.3, de que/, 
( Xi , y,j e/ v (Xi, v,) sao as inclinagoes das retas tangentes atraves de P,, nas diregoes de a e b. Por¬ 
tanto, 

a = Ad + f x {Xi, yj) Avk 


m n 

A(S) = lint 2 2 A Tn 

m, n >oo i=1 j=] 


e 


b = Ayj + f y (x,, Vj) Ayk 


a X b 


i j k 

Ax 0 f x (xi, yy) Ay 

0 Ay f y (xi, y,) Ay 

-fx(x„ yyjAx Ayi - / y (x,-, y,)AxAyj 4- AxAyk 


= [-fx(Xi,yi) i - fy(Xi, y,)j +k]AA 


ATy = |a X b| = V| ffxi, yftf + K-te yj) + 1 AA 


Logo, 
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Da Dcfinigao 1 temos, entao, 

m n 

A{S) = lim 2 2 A Tij 


m, n ->°° : _1 


i= 1 7=1 


= lim 2 2= Vl fx(Xi,yj)f + |/ y fey 7 )] 2 + 1 AA 

m, « >0 ° i=i j= 1 


e pela defmigao de uma integral dupla, obtemos a seguinte formula. 


liuas, e 


2 A area da superffcie com equacao z = fix, y), (x, y ) E D, onde/ v e/ v sao contf- 
A(5) = jj \ 1/ (.v. v)] + \f y (.x,y) + 1 dA 


Na Seqao 16.6, verificaremos que essa formula e consistente com nossa formula anterior 
para a area de uma superffcie de revoluqao. Se usarmos a notagao alternativa para derivadas 
parciais, podemos reescrever a Formula 2 da seguinte maneira: 



Observe a semelhanqa entre a formula da area da superffcie da Equacao 3 e a formula do 
comprimento do arco da Segao 8.1, no Volume I: 



EXEMPLO 1 


Determine a area de superffcie da parte da superffcie z= x 2 + 2y que fica acima 
da regiao triangular T no piano xy com vertices (0, 0), (1, 0) e (1, 1). 



S0LUQA0 A regiao T e mostrada na Figura 3 e e descrita por 

T = {(x, 1, 0 =£ y =£ x} 

Usando a Formula 2 com f{x, y) = x 2 + 2y, obtemos 

A = j]V( 2xY + W + 1 dA = £ J ‘ y/4x 2 + 5 dy dx 

T 

P X-J4X 1 + 5 dx = | • 1(4^ + 5) 3/2 ]o = 1^(27 - 5^5) 
Jo 



FIGURA 4 


A Figura 4 mostra a porgao da superffcie cuja area acabamos de calcular. 


EXEMPLO 2 


z = 9. 


Determine a area da parte do paraboloide z 


x 2 + y 2 que esta abaixo do piano 


S0LUQA0 O piano intercepta o paraboloide no cfrculo x : + y 2 = 9, z = 9. Portanto, a super¬ 
ffcie dada fica acima do disco D com centra na origem e raio 3. (Veja a Figura 5.) Usando a 
Formula 3, temos 



= jj 1 + 4(x 2 + y 1 ) dA 

D 


Jj V'l + (2x) 2 + (2 y) 2 dA 

D 


Z 



FIGURA 5 
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Convertendo para coordenadas polares, obtemos 

A = P" P Jl + 4 r 2 rdrdO= P" dd P rJl + 4r 2 dr 

Jo Jo Jo Jo 

= 2w(i)l(l + 4r 2 ) 3 / 2 ]o = -^(37^37 - l) 

o 



Exercicios 


1-12 Determine a area da superffcie. 

1. A parte do piano z = 2 + 3x + 4y que esta acima do retangulo 
[0,5] X [1,4] 

2. A parte do piano 2x + 5y + z = 10 que esta dentro do cilindro 

x 2 +y 2 = 9 

3 . A parte do piano lx + 2y + z = 6 que esta no primeiro octante 

4 . A parte da superffcie z — 1 + 3.r + 2 y 2 que esta acima do trian- 
gulo com vertices (0,0), (0,1) e (2, 1) 

5 . A parte do cilindro yr + z 2 = 9 que esta acima do retangulo com 
vertices (0,0), (4,0), (0,2) e (4, 2) 

6 . A parte do paraboloide z — 4 — x 2 — y 2 que esta acima do piano 

xy 

7 . A parte do paraboloide hiperbolico z — y 2 ~ x 2 que esta entre os 
cilindros x 2 + y 2 = 1 e x 2 + y 2 = 4 

8 . A superffcie z = \{x 2 ' 2 + y m ), 0=£jt=Sl,0=S;y=Sl 

9 . A parte da superffcie z — xy que esta dentro do cilindro 
x 2 + y 2 = 1 

10. A parte da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 que esta acima do piano z — 1 

11. A parte da esfera x 2 + y 2 + z 2 — a 2 que esta dentro do cilindro 
x 2 + y 1 = ax e acima do piano xy 

12. A parte da esfera x 2 + yr + z 1 — 4z que esta dentro do paraboloide 

z = x 2 + y 1 


13—14 Encontre a area da superffcie com precisao de quatro casas de¬ 
cimals, expressando-a em termos de uma integral unidimensional e 
usando sua calculadora para estimar a integral. 

13. A parte da superffcie z = e~^’ que esta acima do cfrculo 

x 2 + y 1 *£ 4 

14. A parte da superffcie z = cos (x 2 + y 2 ) que esta dentro do cilin¬ 
dro x 2 + yr = 1 


15. (a) Use a Regra do Ponto Medio para integrals duplas (veja a Se- 

jao 15.1) com quatro quadrados para estimar a area da su¬ 
perffcie da porgao do paraboloide z = x 2 + y 2 que esta acima 
do quadrado [0, 1] X [0, 1], 

(b) Use um sistema de computajao algebrica para aproximar a 
area de superffcie da parte (a) ate a quarta casa decimal. 
Compare com sua resposta para a parte (a). 

16. (a) Use a Regra do Ponto Medio para integrais duplas com 

m = n = 2 para estimar a area da superffcie z = xy + xr + 

y 2 ,0 « 2,0 « 2 . 


(b) Use um sistema de computaijao algebrica para aproximar a 
area de superffcie da parte (a) ate a quarta casa decimal. 
Compare com sua resposta para a parte (a). 

17 . Determine a area exata da superffcie z — 1 + lx + 1y + 4y 2 , 
ls£jC=S4,0=S;y=Sl. 

18. Determine a area exata da superffcie 

z = 1 + x + y + xr — 2 =S jc =£ 1 — 1 s£ y =S 1 

Ilustre, trajando o grafico da superffcie. 

SCA 19. Determine, com precisao de quatro casas decimals, a area da parte 
da superffcie z = 1 + x^ 2 que esta acima do disco x 2 + y 2 =£ 1. 

20 . Determine, com precisao de quatro casas decimals, a area da parte 
da superffcie z = (1 + x 2 )l (1 + y 2 ) que esta acima do quadrado 
| x | + | y | ^ 1. Ilustre, trafando o grafico dessa parte de super¬ 
ffcie. 

21 . Mostre que a area da parte do piano z — ax + by + c que projeta 
sobre uma regiao D no piano xy com area A{D ) e 

■s/a 2 + F + 1A(D). 

22 . Se voce tentar usar a Formula 2 para encontrar a area da metade 
superior da esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , voce tera um pequeno pro- 
blema, pois a integral dupla e impropria. De fato, o integrando tem 
uma descontinuidade infinita em cada ponto do limite circular 
x 2 + y 2 = a 2 . No entanto, a integral pode ser calculada como o li¬ 
mite da integral sobre o disco x 2 + y 2 =£ t 2 quando t —> a~. Uti¬ 
lize este metodo para mostrar que a area de uma esfera de raio a 
6 4ira 2 . 

23 . Determine a area da parte finita do paraboloide y = x 2 + z 2 limi- 
tada pelo piano y = 25. [Sugestao: Projete a superffcie sobre o 
piano xyJ\ 

24 . A figura mostra a superffcie criada quando o cilindro y 2 + z 2 = 1 
intercepta o cilindro x 2 + z 2 = 1. Encontre a area desta superffcie. 



1. As Homework Hints estao dispom'veis em www.stewartcalculus.com 


E necessario usar um sistema de computacao algebrica 
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15.7 


Integrals Triplas 


Assim como definimos integrals unidimensionais para fungoes de uma unica variavel e duplas 
para fu nodes de duas variaveis, vamos definir integrals triplas para fu nodes de tres variaveis. 
Inicialmente, trataremos o caso mais simples, quando/e definida em uma caixa retangular: 


m 


B = {(x, y, z) | a x =£ b, c y 



O primeiro passo e dividir B em subcaixas. Fazemos isso dividindo o intervalo [a, b] em / su- 
bintervalos [x;-i, x,] de comprimentos iguais Ax, dividindo [c, d] em m subintervalos de com- 
primentos A y, e dividindo [/-, ,v] em n subintervalos de comprimento A z. Os pianos que pas- 
sam pelas extremidades desses subintervalos, paralelos aos pianos coordenados, subdividem 
a caixa B em Imn subcaixas 

Bijk = [xi-i,Xi] X [yj-uyi\ X \zk-i, Zk\ 

como mostrado na Figura 1. Cada subcaixa tern volume AF = Ax Ay A z. 

Assim formamos a soma tripla de Riemann 

Imn 


1=1 7=1 *=1 


A Z 2 f(x*k,y* t ,z$ k ) AV 


onde o ponto de amostragem (x*a, y*k, z,%) esta em Bijk. Por analogia com a dct'inicao da in¬ 
tegral dupla (15.1.5), definimos a integral tripla como o limite das somas triplas de Riemann 
em \2\. 


3 Definicao A integral tripla de/na caixa B e 

/ m n 

[If fix, y, z ) dV = lim 2 E S f(x* k , y,%, z* it) AF 

JJJ /. m, oo i=l . j 


se esse limite existir. 


Novamente, a integral tripla sempre existe se/for contmua. Escolhemos o ponto de amos¬ 
tragem como qualquer ponto de cada subcaixa, mas, se escolhermos o ponto (x„ y p z k ), obte- 
remos uma expressao com aparencia menos complicada para a integral tripla: 




Imn 

(x, y, z) dV = lim 2 2 2 /(*» Zk) AF 

I, m, n >co . , ■ , k=l 


Assim como para as integrals duplas, o metodo pratico para calcular uma integral tripla con- 
siste em expressa-la como uma integral iterada, como segue. 


|~4~| Teorema de Fubini para as Integrals Triplas Se/e contmua em uma caixa retangular 
B = [a, b\ X [c, d] X \r, s], entao 

{{f/(x > y, Z )dF=|;|;|; /(x, y, z) dx dy dz 

B 



A integral iterada do lado direito do Teorema de Fubini indica que primeiro integramos em 
relacao a x (mantendo ye: fixados), em seguida integramos em relagao a y (mantendo z fi- 
xado) e, finalmente, em relacao a z. Existem cinco outras ordens possfveis de integracao, 
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z = u 2 (x, y) 

stt 



FIGURA2 

Uma regiao solida do tipo 1 



FIGURA3 

Uma regiao solida do tipo 1 na qual a 
proje^ao D e uma regiao plana de tipo I 


todas fornecendo o mesmo resultado. Por exemplo, se primeiro integrarmos em relagao a y, 
entao em relaqao a z e depois a x, teremos 

f(x, y, z) dy dz dx 

B 

Calcule a integral tripla JJJ xyv dV, onde Be a caixa retangular dada por 
B = {(x, y, z) | 0 x =£ 1, - 1 =£ y =£ 2, 0 *£ z ^ 3} 


EXEMPLO 1 


SOLUCAO Podemos usar qualquer uma das seis possrveis ordens de integracao. Se escolher- 
mos integrar primeiro em relacao a x, depois em relacao aye entao em relacao a z, obtere- 
mos 



Agora deftniremos a integral tripla sobre uma regiao limitada geral E no espatjo tridi¬ 
mensional (um solido) pelo mesmo metodo usado para as integrais duplas (15.3.2). Envolve- 
remos E por uma caixa B do tipo dado pela Equ actio 1. Em seguida, definiremos uma funcao 
F de modo que ela coincida com/em E e seja 0 nos pontos de B fora de E. Por defmigao, 

JJJ fix, y, z) dV = JjJ F(x, y, z) dV 

E B 

Essa integral existe se/for contmua e se o limite de E for “razoavelmente liso”. A integral tri¬ 
pla tem essencialmente as mesmas propriedades da integral dupla (Propriedades 6-9 da Secao 
15.3). 

Vamos nos restringir as funcoes contlnuas/e a certos tipos de regioes. Uma regiao solida 
E e dita do tipo I se estiver contida entre os graftcos de duas funcoes contfnuas de x e y, ou 
seja, 


5] E = {(x, y, z) | (x, y) G D, U](x, y) =£ z =£ u 2 (x, y)} 


onde D 6 a projccao de E sobre o piano xy, como mostrado na Figura 2. Observe que o limite 
superior do solido E e a superffcie de cquacao z = u 2 (x, y), enquanto o limite inferior e a su- 
perffcie z = Ui (x, y). 

Pelos mesmos argumentos que nos levaram a (15.3.3), podemos mostrar que, se E e uma 
regiao do tipo 1 dada pela Equacao 5, entao 


H 


O significado da integral de dentro do lado direito da Equacao 6 e que x e y sao mantidos ft- 
xos e, assim, u i(x, y) e u 2 (x, y) sao vistas como constantes, enquanto/(x, y, z) e integrada em 
relaqao a z. 

Em particular, se a projecao D de E sobre o piano xy e uma regiao plana do tipo I (como 
na Figura 3), entao 

E = {(x, y, z) | a x b, gi(x) ^ y « g 2 (x), Ui(x, y) =£ z ^ u 2 (x, y)} 
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e a Equagao 6 


m 


Se, por outro lado, D e uma regiao plana do tipo II (como na Figura 4), entao 
E = {(x,y,z) | c ^ y ^ d, hi(y) ^ x ^ h 2 (y), ui(x,y) ^ z ^ u 2 (x,y)\ 


se toma 



e a Equagao 6 se toma 


a 


JjJ fix, y, z) dv = 


Cd r*2(y) Mx,y) 
Jc Jhiiy) Jufa, y) 


f(x,y, z) dz dx dy 



Calcule fJLz dV, onde E e o tetraedro solido limitado pelos quatro pianos 


EXEMPLO 2 


x = Oj = 0,z = 0ei + y + z = 1. 


FIGURA 4 

Uma regiao solida de tipo 1 com uma 
projegao de tipo II 


SOLUCAO Para escrevermos a integral tripla, e recomendavel desenhar dois diagramas: um da 
regiao solida E (veja a Figura 5) e outro de sua projegao D no piano xy (veja a Figura 6). 
A fronteira inferior do tetraedro e o piano ’ = 0 e a superior e o piano x + y + z = 1 (ou 
Z = 1 — x — y) e entao usamos mi (x, y) = 0 e «2 (x, y) = 1 — x — y na Formula 7. Observe 
que os pianos x + y + z = lez = 0se interceptam na reta x + y = 1 (ou y = 1 — x) no 
piano xy. Logo, a proje^ao de E e a regiao triangular da Figura 6, e temos 


|~9~| E = {(v, y,z)|0^A^l,0^y^l-A-, O^z^l-A-y} 



Essa descri 5 ao de E como regiao do tipo 1 nos permite calcular a integral como segue: 

j ~\ z=\~x—y 


f z dv =£ r £ _ " z dz dy dx = r f' 

= 5 f 1 I' 1 X (1 - X - yf dy dx = \ [ 

JO JO Jq 


l 2 Jz . 0 


dy dx 


(l~x~ yf 


dx 


I f 1 (1 — xfdx = — 

JO o 


(1 - A-) 4 


24 


Uma regiao solida E e do tipo 2 se for da forma 

E = {(x, y, z) | (y, z) e D, u,(y, z) x ^ u 2 (y, z)} 



onde, desta vez, D e a projegao de E sobre o piano vz (veja a Figura 7). A superffcie de tras e 
x = Mi ( y , z) e a superffcie da frente e x = u 2 (y, z). Assim, temos 




JJJ /(x,}’,z) dV 


ff f{x,y,z)dx 

JJ JuAy.z) 


dA 


Finalmente, uma regiao do tipo 3 e da forma 

E = {(x,y, z) | (a, z) G D, Mi (a, z) *£ y ^ m 2 (a, z)} 

onde I) e a projegao de E sobre o piano xz, y = «i(x, z) e a superffcie da esquerda e y = m 2 (x, z) 
e a superffcie da direita (veja a Figura 8). Para esse tipo de regiao, temos 



FIGURA 7 

Uma regiao do tipo 2 
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FIGURA 8 


0 


jjjf(x,y,z)dV = || j£*f(x,y,z)dy 


dA 


Em cada uma das Equagoes, 10 e 11, podem existir duas posslveis expressoes para a integral, 
dependendo de D ser uma regiao plana do tipo I ou II (e correspondendo as Equafdes 7 e 8). 


EXEMPLO 3 


Calcule fjj' xjx 2 + z 2 dV, onde E e a regiao limitada pelo paraboloide 


y y = x + z e pelo piano y = 4. 


S0LUQA0 O solido E esta mostrado na Figura 9. Se o olharmos como uma regiao do tipo 1, 
entao precisaremos considerar sua projegao D\ sobre o piano xy, que e a regiao parabolica 
da Figura 10. (O corte de y = x 2 + z 2 no piano z = 0ea parabola y = x 2 .) 


B3 Visual 75.7llustra como regioes 
solidas (incluindo aquela na Figura 9) proje- 
tam-se sobre pianos coordenados 



y = x 2 + z 2 



FIGURA 9 

Regiao de integragao 


FIGURA 10 

Projeqao sobre o plano-xy 



FIGURA 11 

Projegao sobre o plano-xz 


De y = x 2 + z 2 obtemos z = —sly ~ x 2 , e entao a superffcie limite de baixo de E e 
Z = — sjy — x 2 e a superffcie de cima e z = ■Jy — x 2 . Portanto, a descri 5 ao de E como regiao 
do tipo 1 e 

E = {(*, y,z)\~2 ^ x ^2, x 2 ^y ^ 4, -Jy - x 2 ^ z < sly ~ x 2 } 

e obtemos 

HI Jx 2 + z 2 dV = | ^ | V* 2 + dz dy dx 

E y 

Apesar de essa expressao estar correta, e extremamente diffcil calcula-la. Entao, em vez 
disso, vamos considerar E como a regiao do tipo 3. Como tal, sua proje 5 ao />, sobre o piano 
xze o disco x 2 + z 2 < 4 mostrado na Figura 11. 

Entao, a superffcie lateral esquerda de E e o paraboloide y = x 2 + z 2 e a superffcie late¬ 
ral direita e o piano y = 4. Assim, tomando u t (x, z) = x 2 + z 2 e m 2 (x, z) = 4 na Equa 5 ao 11, 
temos 


El A maior dificuldade no calculo de 
uma integral tripla e escrever uma 
expressao para a regiao de integragao 
(como na Equagao 9 do Exemplo 2). Lem- 
bre-se de que os limites de integragao da 
integral de dentro content no maximo 
duas variaveis, os limites de integragao 
da integral do meio content no maximo 
uma variavel e os limites de integragao de 
fora precisam ser constantes. 




x 2 + z 2 dV = 


r si. 

Jx 2 +Z 2 


x 2 + z 2 dy 


dA = 


|| (4 - x 2 - z 2 )^ 


+ z 2 dA 


E D, L - 1 D, 

Apesar de essa integral poder ser escrita como 

f ' (4 - x 2 - z 2 )s/x 2 + z 2 dz dx 

J-2 

fica mais simples converte-la para coordenadas polares no piano xz: x = r cos 6,z = r sen 0. 
Isso fornece 


HI six 2 + z 2 dV = || (4 - x 2 - z 2 ) six 2 + z 2 dA 

E D, 

= f 2 " f 2 (4 - r 2 )r r dr dO = P" dO P (4r 2 - r 4 ) dr 
Jo Jo Jo Jo 


4 r 3 r 5 
~3 5~ 


12877 


= 277 


0 


15 
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EXEMPLO 4 


Expresse a integral iterada {q ioftfix, y , z) dz dy dx como a integral tripla e, entao, 
reescreva-a como uma integral iterada em uma ordem diferente, integrando primeiro em re- 
la 9 ao a x, entao z, e entao y. 


SOLUQAO Podemos escrever 

Jo f Jo' /(X ’ Z) dz d} ’ dX = JJJ ^ dV 

E 

onde E = |(x, y, z) | 0 =£ x 1,0 y x 2 ,0 =£ z y}. Essa descr^ao de E nos permite es¬ 
crever proje 5 oes sobre os tres pianos coordenados, como a seguir: 

^4 


sobre o piano xy: 

D\ = {ix, y) 0 


= {ix, y) | 0 =s 

sobre o piano yz: 

d 2 = {(*, y) 0 

sobre o piano xz: 

Z?3 = {(x, y) 0 


1, 0 

1,4 =£ 

=£ 1, 0 

s£ 1, 0 =S y 


1 } 




2 } 


jjj ^ >’ z) dv= r r jj4 x ’ z) dx dz dy 


12 



y = x 


D , 


1 * 


z, 


1 




II 

N 



d 2 


0 


y 


A partir dos esbo 90 s resultantes das proje 9 oes na Figura 12, esbo 9 amos o solido E na Figura 
13. Vemos que se trata do solido limitado pelos pianos z = 0,x = 1, y = z pelo cilindro pa- 
rabolico y = x 2 (ou x = 4) ■ 

Se integrarmos primeiro em rela 9 ao a x, em seguida a z e, entao, a v, usamos uma descri- 
9 §o alternativa de E: 

E = {(x, y, z) | 0 ^ x « \,0 ^ z ^y,y/y ^ x < l} 

Logo, 


0 


D, 


1 * 


FIGURA 12 

Proje^oes de E 


E 

Aplicacoes de Integrals Triplas 

Lembre-se de que, se/(x) 2= 0, entao a integral j * fix) dx representa a area abaixo da curva 
y = /(x) de a ate b, e se/(x, y) 3= 0, entao a integral dupla J’J 0 /(x, y) dA representa o volume 
sob a superftcie z = fix, y) acima de I). A interpreta 9 ao correspondente para a integral tripla 
| |J £ fix, y, z) dV, onde/(x, v, z) > 0, nao e muito util, porque seria um “hipervolume” de um 
objeto de quatro dimensdes e, e claro, de muito diffcil visualiza 9 ao. (Lembre-se de que E e so- 
mente o dommio da fun 9 ao/; o grafico de/pertence ao espa 90 quadridimensional.) Apesar 
disso, a integral tripla | if, fix, y, z) dV pode ser interpretada de forma diversa em diferentes 
situa 9 oes ffsicas, dependendo das interpreta 9 oes ffsicas de x, y, z e/(x, v, z). 

Vamos come 9 ar com o caso especial ande fix, y, z) = 1 para todos os pontos em E. Nesse 
caso, a integral tripla representa o volume de E: 



FIGURA 13 

O solido E 


Por exemplo, voce pode ver isso no caso de uma regiao do tipo 1 colocando/(x, y, z) = 1 na 
Formula 6: 

HI 1 dV = || II' I dz dA = || [u 2 ix,y) - wi(x,y)] dA 

E D L ‘ ’ -I D 

e, da Se 9 ao 15.3, sabemos que isso representa o volume que esta entre as superficies 
z = u\ix, y) e z = u 2 (x, y). 


EXEMPLO 5 


Use a integral tripla para determinar o volume do tetraedro 7’ limitado pelos pia¬ 
nos x + 2y + z = 2,x = 2y, x = 0 e z = 0. 
















SOLUQAO O tetraedro T e sua projegao D sobre o piano xy sao mostrados nas Figuras 14 e 15. 
O limite inferior de T e o piano z = 0 e o limite superior e o piano x + 2y + z = 2, isto e, 
z = 2 — x - 2y. 



FIGURA 14 



Portanto, temos 

T 

r i r i-jc /2 , x , , i 

= I (2 — x — 2 y) dy dx = i 

JO Jx/2 

pelo mesmo calculo usado no Exemplo 4 da Segao 15.3. 

(Observe que nao e necessario usar as integrais triplas para calcular volumes. As integrals 
triplas simplesmente fornecem um metodo alternative para descrever os calculos.) 

Todas as aplica 5 oes de integrais duplas da Se 5 ao 15.5 podem ser imediatamente estendi- 
das para as integrais triplas. Por exemplo, se a fun 5 ao densidade de um objeto solido que ocupa 
a regiao E e p(x,y,z), em unidades de massa por unidade de volume, em qualquer ponto 
(x,y,z ), entao sua massa e 


13 


m = 


iff pb-y-z) 


dV 


e seus momentos em rela^iio aos tres pianos coordenados sao 


0 


My Z 


I 


xp(x,y,z) dV 


M xz 


j'j] yp(x,y,z) dV 


M X y = HI zp(x, v, z) dV 

E 

O centro de massa esta localizado no ponto (x, y, z), onde 


15 


M y: 

- M xz 

1 


y — 

z =- 

m 

m 

m 


Se a densidade e constante, o centro de massa do solido e chamado centroide de E. Os mo¬ 
mentos de inercia em rela^ao aos tres eixos coordenados sao 


16 


ly = III (x 2 + Z 2 )p(x,y,z) dV 


Ix = Iff + z 2 )p( x ’> , ’ z ) dv 
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h = HI {x 2 + y 2 )p(x,y,z ) dV 

E 

Como na Se£ao 15.5, a carga eletrica total sobre um objeto solido ocupando a regiao E e 
tendo uma densidade de carga cr (x, y, z) e 

Q = HI a(x,y,z) dV 

E 

Se tivermos tres variaveis aleatorias X, Y e Z, sua funcao densidade conjunta e uma fun- 
£ao das tres variaveis, de forma que a probabilidade de ( X , Y, Z) estar em E e 

P((X, Y, Z)GE)= Iff f(x, y, z ) dV 

E 

Em particular, 

P(a ^X^b, c^Y^d, r^Z^s)={ f I fix, y, z ) dz dy dx 

Ja Jc Jr 

A fun 5 ao densidade conjunta satisfaz 

fix,y,z)^ 0 f f f fix,y,z) dzdydx = 1 

J —00 J —00 J —CO 


EXEMPLO 6 


Determine o centra de massa de um solido com densidade constante que e limi- 
tado pelo cilindro parabolico x = y 2 e pelos pianos x = z, Z ~ Oex = 1. 


SOLUCAO O solido E e sua proje^ao sobre o piano xy sao mostrados nas Figuras 16. As super¬ 
ficies inferior e superior de E sao os pianos z — 0 e z — x, entao, descrevemos E como uma 
regiao do tipo I: 


E = {(x, z) |-l^y«l,y 2 ^x«l,0^z^x} 
Entao, se a densidade e p(x,z) = p, a massa e 


m = lll pdV= l- l S?Jo pdzdxdy 


'Lt xdxdy=p \\ 


X 

2 


dy 


p f 1 


|^(l ->' 4 Kv = p|'(l -y 4 )dy 


4p 

5 


Por causa da simetria de E e p em relafao ao piano xz ,, podemos dizer imediatamente que 
M xz = 0 e, portanto, y = 0. Os outros momentos sao 


M yz = HI x-p dV = £ £ J> dz dx dy 

E 

-pjjj'-pf, 

J,'(• ~y‘)“y 


dy 


2p 

3 


2p 

3 


4p 

7 


Z, 


Z = X 



FIGURA 16 
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M X y 


III *p dv= Li\l zpdzdxdy 

E 


= P 



^^J[x 2 dxdy 





2p 
7 


Logo, o centro de massa e 


U, y,0 






Exercicios 


1. Calcule a integral do Exemplo 1, integrando primeiro em relagao 
a v, depois z e entao x. 

2. Calcule a integral (xz — y 3 ) rfR onde 


£ = {(x, y, z) | -1 =£ x =s 1, 0 « y *£ 2, 0 z =£ l} 

utilizando tres ordens diferentes de integra^ao. 

3-8 Calcule a integral iterada. 

(2x — y ) dx dy dz « j:n: 2 xyz dz dy dx 


f [y-z 


r r r 

Jo Jo Jo 

rl C2z flnjr 

J J J xe v dy dx dz 6. 
Jo / f jo C0S ^ Ji: + y + z) dz dx dy 

)" j" x 2 sen y dy dz dx 
Jo Jo Jo 


i ri N i-r 


PfT 

Jo Jo Jo 


v + 1 


dx dz dy 


9-18 Calcule a integral tripla. 

9. JJJ £ 2x dV, onde 

E = { (x, y, z) | 0 =£ y =£ 2, 0 =S x =S -v/4 — y 2 , 0 =£ z y } 

10. jjf £ e zh dV, onde 

E = {(x, y, z) |0 =£ y =S 1, y =S x =£ 1, 0 =£ z =£ xy} 

11 ■ JJL ^ + z i dv ’ onde 

£ = {(*, y, z) 11 =£ y =£ 4, y =£ z 4. 0 =£ x =s z} 

12 - JJL sen y z/R onde E esta abaixo do piano z = x e acima da regiao 
triangular com vertices (0, 0, 0), (tt, 0, 0) e (0, tt, 0) 

13. 11 [ 6xy dV, onde E esta abaixo do piano z=l+x+ye acima 
da regiao do piano xy limitada pelas curvas y = *Jx, y = 0 e 
x = 1 

jyj E xy dV, onde E e limitado pelos cilindros parabolicos y = x 2 e 
x = y 1 e pelos pianos z = 0ez = x + y 

15. ||f x 2 dV, onde T 6 o tetraedro solido com vertices (0, 0, 0), 
(1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1) 

16. I'jTj xyzdV, onde Leo tetraedro solido com vertices (0, 0, 0), 
(1, 0, 0), (1, 1, 0) e (1, 0. 1) 

«■ JIL x dV, onde E e limitado pelo paraboloide x = 4y 2 + 4z 2 e 
pelo piano x = 4 

18. | |J £ z dV, onde E e limitado pelo cilindro y 2 + z 2 = 9 e pelos pia¬ 
nos x = 0, y = 3x e z = 0 no primeiro octante 


19-22 Use a integral tripla para determinar o volume do solido dado. 

19. O tetraedro limitado pelos pianos coordenados e o piano 
2x + y + z = 4 

20. O solido limitado pelos paraboloides y = x 2 + z 2 e 
y = 8 - x 2 - z 2 

21. O solido limitado pelo cilindro y = x 2 e pelos pianos z = 0 e 

y + z = 1 

22. O solido limitado pelo cilindro x 2 + z 2 = 4 e pelos pianos 
y=-ley + z = 4 


23. (a) Expresse o volume da cunha no primeiro octante que e cortada 

do cilindro y 2 + z 2 = 1 pelos pianos y = x e x = 1 como uma 
integral tripla. 

(b) Utilize a Tabela de Integrals (nas Paginas de Referenda 6-11) 
ou um sistema de computa§ao algebrica para determinar o va¬ 
lor exato da integral tripla da parte (a). 

24. (a) Na Regra do Ponto Medio para as Integrals Triplas, usa- 

mos a soma tripla de Riemann para aproximar a integral tri¬ 
pla em uma caixa B, onde /(x, y, z) e calculada no centro 
(x,-, y), z k ) da caixa B ijk . Utilize a Regra do Ponto Medio para 
estimar j (f . Jx 2 + y 2 + z 2 dV, onde Be o cubo definido por 
0 x ^ 4, 0 =£ y ^ 4, 0 ^ z =£ 4. Divida B em oito cubos 
de igual tamanho. 

(b) Use um sistema de computagao algebrica para aproximar a in¬ 
tegral da parte (a) com precisao para o ntimero inteiro mais 
proximo. Compare com sua resposta para a parte (a). 

25-26 Use a Regra do Ponto Medio para as integrals triplas (Exerci- 
cio 24) para estimar o valor da integral. Divida B em oito subcaixas 
de igual tamanho. 

25. jJJ B cos (xyz) dV, onde 

B = {(x, y, z) | 0 =s x =£ 1, 0=£y=£l,0=£z=£l} 

26. fff (( -Jx dV, onde 

B = {(x, y, z) | 0 =£ x =£ 4, 0 =£ y =£ 1, 0 z =£ 2} 


27-28 Esboce o solido cujo volume e dado pela integral iterada. 

27. I ' 1 \ ^ lz dydzdx 28. PI ' 2 ~ y (*~ y2 dx dz dy 

Jo Jo Jo Jo Jo Jo 


1 


. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 


| SCA | E necessariou usar um sistema de computa^ao algebrica 
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■32 Expresse a integral 11 \ E fix, y, z) dV como uma integral iterada 
de seis modos diferentes, onde E€ o solido limitado pelas superficies 
dadas. 

29. y = 4 - x 1 - 4z\ y = 0 

30. y 2 + z 2 = 9, x = -2, x = 2 

31. _y = jc 2 , z = 0, y + 2z = 4 

32. x = 2, y = 2, z = 0, x + y — 2z = 2 


33. A figura mostra a regiao de integragao da integral 


nur f( - x ’ y ’ z)dzdydx 


Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente nas 
cinco outras ordens. 



34. A figura mostra a regiao de integragao da integral 

Jo' Jo ' Jo *f( x ' y’^dy dz dx 

Reescreva essa integral como uma integral iterada equivalente nas 
cinco outras ordens. 



35-36 Escreva cinco outras integrais iteradas que sejam iguais a inte¬ 
gral iterada dada. 

35. £ f{x, y,z)dzdxdy 

36. | | j~f(x,y,z)dzdydx 

37-3 Calcule a integral tripla usando apenas interpretagao geometrica 
e simetria. 

37- JJJc (4 + 5x 2 yz 2 ) dV, onde C e a regiao cilindrica 
.r + y 2 4, -2 z =£ 2 

38. JjJ s (z 2 + sen y + 3) dV , onde fie a bola unitaria 

x 2 + y 2 + z 2 =£ 1 


39-42 Determine a massa e o centro de massa do solido dado E com 
fungao densidade dada p. 

39. Ee o solido do Exercicio 13; p(x, y, z) = 2 

40. E e limitado pelo cilindro parabolico z = 1 — y 2 e os pianos 


Jt + z=l,jt = 0ez = 0; p(x,y, z) = 4 

41. E e o cubo dado por 0 =S x =S a, 0 =S y =£ a, O^z^a; 
p(x,y,z) = x 2 + y 2 + z 2 

42. E e o tetraedro limitado pelos pianos x = 0, y = 0, 
z = 0,.c + y + z = 1; p(x,y,z)=y 


43-46 Suponha que o solido tenha densidade constante k. 

43. Encontre os momentos de inercia para um cubo com comprimento 
de lado L se um vertice esta localizado na origem e tres arestas 
estao nos eixos coordenados. 

44. Encontre os momentos de inercia de um tijolo retangular com di- 
mensoes a, b e c e massa M se o centro do tijolo esta localizado 
na origem e as arestas sao paralelas aos eixos coordenados. 

45. Encontre o momenta de inercia em relagao ao eixo z do cilindro 
solido x 2 + y 2 =S a 2 , 0 =£ z h. 

46. Encontre o momento de inercia em relagao ao eixo z do cone so¬ 
lido •Jx 2 + y 2 z =£ h. 


47-48 Escreva, mas nao calcule, as expressoes integrais para (a) a 
massa, (b) o centro de massa e (c) o momento de inercia em relagao 
ao eixo z. 

47. O solido do Exercicio 21; p(x, y, z) = jx 1 + y 1 

48. O henrisferio x 2 + y 2 + z 2 1, z 3= 0; 

P(x,y,z) = six ' 1 + y 2 + z 2 


49. Seja E o solido no primeiro octante limitado pelo cilindro 
x 2 + y 1 = 1 e pelos pianos y = z, x = 0ez = 0 com fungao 
densidade p(x,y,z) = 1 + x + y + z. Use um sistema de com- 
putagao algebrica para determinar os valores exatos das seguin- 
tes quantidades para E. 

(a) A massa 

(b) O centro de massa 

(c) O momento de inercia em relagao ao eixo z 

50. Se E e o solido do Exercicio 18 com fungao densidade 
p{x,y,z) = x 1 + y 2 , determine as seguintes quantidades, com 
precisao de tres casas decimais. 

(a) A massa 

(b) O centro de massa 

(c) O momento de inercia em relagao ao eixo z 

51. A fungao densidade conjunta das variaveis aleatorias X,YeZe 
/( x, y, z) = Cxyz se 0^x^2, 0^y^2, 0^z^2 e 
f{x, y, z) = 0, caso contrario. 

(a) Determine o valor da constante C. 

(b) Determine P(X =S 1, Y 1, Z =S 1). 

(c) Determine P(X + Y + Z =£ 1). 

52. Suponha que X,YeZ sejam variaveis aleatorias com fungao den¬ 
sidade conjunta f(x,y,z ) = Ce~ (0 - 5l+0 ^ +0 - lz) se x 3* 0, y 3= 0, 
z 0 e f{x, y,z) =0, caso contrario. 

(a) Determine o valor da constante C. 

(b) Determine PQt =S 1, Y =£ 1). 

(c) Determine fi(Z =S 1, Y =£ 1, Z =S 1). 

53-54 O valor medio de uma fungao fix, y, z) em uma regiao solida 
E e definido como 


/med = ~^E)\\\ f{x ’ y ’ z)dV 

E 

onde ViE ) e o volume de E. Por exemplo, se p e a fungao densidade, 
entao p med e a densidade media de E. 
















922 


CALCULO 


53, Determine o valor medio da fungao/(x, y, z) = xyz no cubo com 
lados de comprimento L que esta no primeiro octante, com um 
vertice na origem e arestas paralelas aos eixos coordenados. 

54. Encontre o valor medio da fungao f(x, y,z ) = x 2 z + y 2 z na re- 
giao limitada pelo paraboloide z = 1 — x 2 — y 2 e pelo piano z = 0. 


55. (a) Determine a regiao E para a qual a integral tripla 
j]J(l - x 2 - 2y 2 - 3 z 2 )dV 

H E 

e maxima. 

(b) Use um sistema de computagao algebrica para calcular o va¬ 
lor maximo exato da integral tripla na parte (a) 


VOLUMES DE HIPERESFERAS 


Neste projeto, determinaremos as formulas para o volume limitado por uma hiperesfera em um es- 

pago n-dimensional. 

1. Utilize uma integral dupla e substituigoes trigonometricas, juntamente com a Formula 64 da Ta- 
bela de Integrais, para determinar a area do circulo de raio r. 

2. Use uma integral tripla e substituigoes trigonometricas para determinar o volume da esfera de 
raio r. 

3. Utilize uma integral quadrupla para determinar o hipervolume limitado pela hiperesfera 
x 2 + y 2 + z 2 + w 2 = r 1 em IR 4 . (Use somente substituigao trigonometrica e formulas de re- 
dugao para | sen"x dx ou | cos”x dx.) 

4. Use uma integral n-upla para determinar o volume limitado por uma hiperesfera de raio r no es- 
pago n-dimensional IR". [Sugestao: As formulas sao diferentes para n par e n fmpar.] 



Integrals Triplas em Coordenadas Cillndricas 


P(r, 0) = P(x,y) 


FIGURA 1 


Em geometria plana, o sistema de coordenadas polares e usado para dar uma descrigao con- 
veniente de certas curvas e regioes. (Veja a Segao 10.3.) A Figura 1 nos permite relembrar a 
ligagao entre coordenadas polares e cartesianas. Se o ponto P tiver coordenadas cartesianas 
( x , y) e coordenadas polares (r, 9), entao, a partir da figura, 

x = r cos 6 y = r sen 0 

r 2 = x 2 + y 2 tg 9 = — 
x 

Em tres dimensoes, ha um sistema de coordenadas, chamado coordenadas cilmdricas , que 
e analogo as coordenadas polares e da descricdes convenientes de algumas superficies e soli- 
dos que ocorrem usualmente. Como veremos, algumas integrais triplas sao muito mais faceis 
de calcular em coordenadas cilmdricas. 


Coordenadas Cilmdricas 

No sistema de coordenadas cilmdricas, um ponto P no espaco tridimensional e representado 
pela tripla ordenada (V, 9, z), onde r e 0 sao as coordenadas polares da projegao de P no piano 
xy e z e a distancia orientada do piano xy a P. (Veja a Figura 2.) 

Para convertermos de coordenadas cilmdricas para retangulares, usamos as equagoes 


m 


x = r cos 9 y = r sen 9 z — z 


enquanto que para converter de coordenadas retangulares para cilmdricas, usamos 


r 2 = x 2 + y 2 tg 9 = — z = 2 
x 


2 
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EXEMPLO 1 


(a) Marque o ponto com coordenadas cilfndricas (2, 2tt/3, 1) e encontre suas coordenadas re- 
tangulares. 

(b) Encontre as coordenadas cilfndricas do ponto com coordenadas retangulares (3, —3, —7). 



SOLUgAO 

(a) O ponto com coordenadas cilfndricas (2, 27 t/ 3, 1) esta marcado na Figura 3. Das Equates 
1, suas coordenadas retangulares sao 


FIGURA 2 

As coordenadas cilfndricas de 
um ponto P 



Z = 1 


Logo, o ponto e (— 1, */3, l) em coordenadas retangulares. 
(b) Das Equafdes 2 temos 



r = V3 2 + (—3) 2 = 3^2 


FIGURA 3 


tg o = 



logo 


z = -7 


6 


-b 2mr 

4 


z 


Portanto, um conjunto de coordenadas cilfndricas e (3 y/2,1 tt/ 4, — l). Outro e 
(3V2, — 7 t/ 4, —7). Como no caso das coordenadas polares, existem infinitas escolhas. 

Coordenadas cilfndricas sao uteis em problemas que envolvem simetria em torno de um 
eixo e o eixo z e escolhido de modo a coincidir com o eixo de simetria. Por exemplo, o eixo 
do cilindro circular com equafao cartesiana x 2 + y 2 = c 2 e o eixo z. Em coordenadas cilfn¬ 
dricas, este cilindro tem a equafao muito simples r = c. (Veja a Figura 4.) Esta e a razao para 
o nome coordenadas “cilfndricas”. 


(c, 0,0) 
x*' 



( 0 , c, 0 ) 


y 


FIGURA 4 

r = c, um cilindro 


EXEMPLO 2 


Descreva a superffcie cuja equa 5 ao em coordenadas cilfndricas e z = r. 


S0LUQA0 A equafao diz que o valor z, ou altura, de cada ponto da superffcie e o mesmo que 
r, a distancia do ponto ao eixo z. Como 6 nao aparece, ele pode variar. Assim, qualquer corte 
horizontal no piano z = k {k > 0) e um cfrculo de raio k. Esses cortes sugerem que a super¬ 
ffcie e um cone. Essa previsao pode ser confirmada convertendo a equag:ao para coordena¬ 
das retangulares. Da primeira equa^ao em \2\, temos 


r 2 = x 2 + y 2 


Z 



Reconhecemos a equa^ao z 2 = x 2 + y 2 (pela comparafao com a Tabela 1 na Se^ao 12.6) 
como o cone circular cujo eixo e o eixo z. (Veja a Figura 5.) 


FIGURA 5 

z = r, um cone 


Calculo de Integrals Triplas com Coordenadas Cillndricas 

Suponha que E seja uma regiao do tipo 1, cuja projefao D no piano xy tenha uma representa- 
5 ao conveniente em coordenadas polares (veja a Figura 6). Em particular, suponha que/seja 
contfnua e 


E = \(x,y,z) | (x,y) G D, u { {x,y) ^ z ^ u 2 (x,y)\ 
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CALCULO 


onde D e dado em coordenadas polares por 


FIGURA 6 



Sabemos da Equaqao 15.7.6 que 


3 


JjJ fix, y, z) dV = 


If |“ 2 U " ) /(x,>',z)* 

JJ JuAx.y) 


dA 


Mas tambem sabemos como calcular integrals duplas em coordenadas polares. De fato, 
combinando a Equa^ao 3 com a Equaqao 15.4.3, obtemos 


z 



rdf) 

FIGURA 7 

Elemento de volume em 
coordenadas cilmdricas: 
dV = r dz dr dd 


H |Tf fix, y, z) dV = P P f" 2<r cosfl - r senfl) y(r cos 6, r sen 0, z) r dz dr dO 

JJJ Ja JhiiO) Jujr cos 6,r sen 6) 


A Formula 4 e a formula para a integragao tripla em coordenadas cilmdricas. Ela nos diz 

que convertemos uma integral tripla em coordenadas retangulares para coordenadas cilmdri- 
cas escrevendo x = r cos 0,y = r sent! e deixando z como esta, utilizando os limites apro- 
priados de integra 5 ao para z, r e 0, e trocando dV por r dz dr dO. (A Figura 7 mostra como lem- 
brar disto.) E recomendavel a utiliza^ao dessa formula quando E for uma regiao solida cuja 
descr^ao e mais simples em coordenadas cilmdricas e, especialmente, quando a fun 5 ao 
fix, y, z) envolver a expressao x 2 + y 2 . 


EXEMPLO 3 


Um solido E esta contido no cilindro x + y — 1, abaixo do piano z = 4 e 
acima do paraboloide z = 1 — x 2 — y 2 . (Veja a Figura 8.) A densidade em qualquer ponto e 
proporcional a distancia do ponto ao eixo do cilindro. Determine a massa de E. 



SOLUCAO Em coordenadas cilmdricas, o cilindro ec=leo paraboloide e z = 1 — r 2 e 
podemos escrever 

E = {(r,0,z)|O 6 =S 2tj-, 0 =£ r =£ 1, 1 - r 2 =S z « 4} 

Como a densidade em {x, y, z) e proporcional a distancia do eixo z, a fun 5 ao densidade e 



/( x,y, z) = Kx]x 2 + y 2 = Kr 

onde K e a constante de proporcionalidade. Portanto, da Formula 15.7.13, a massa de E e 

m = jjy Kxjx 2 + y 2 dV 

E 


=n 


dr d 6 


FIGURA 8 


= f 2 T& 2 [4-(l-»- 2 )] 

Jo Jo 

= K p" de f (3r 2 + r 4 )dr 
Jo Jo 
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= 27 tK r 3 



127 tK 
5 


EXEMPLO 4 


Calcule 


! f" f;_(x 2 + y 2 ) rfedy dx. 

J-2 Js/xi + y 1 

SOLUQAO Essa integral iterada e uma integral tripla sobre a regiao solida 

E = {(x, y, z) | -2 s£ x ^ 2, ~V 4 - x 2 =S y ^ V 4 ~ * 2 . V* 2 + y 2 55 z « 2} 


e a proje£ao de £ sobre o piano xy e o disco x 2 + y 2 ^ 4. A superflcie inferior de E e o cone 
z = i/x 2 + J 2 e a superflcie superior e o piano z = 2. (Veja a Figura 9.) Essa regiao tem uma 
descri£ao muito mais simples em coordenadas cillndricas: 



E = {(r, 6, z) | 0 e ^ 2tt, 0 =S r =£ 2, r s£ z l) 


FIGURA 9 


Portanto, temos 


L LCZl J ^ +y2 + ^ 2 )* * = JJJ (* 2 + r ) dv 

E 

= [ l7T P [ 2 r 2 rdz dr dO 
J0 JO Jr 

= ( 2n d0 P r 3 (2 — r) dr 
Jo Jo 

n, \ 1 4 1 5l 2 16 

= 2t T[- 2 r - - 5 r Jo = y77 



Exercicios 


1-2 Marque o ponto cujas coordenadas cillndricas sao dadas. A seguir, 
encontre as coordenadas retangulares do ponto. 

1. (a) (4, tt/ 3,-2) (b) (2 ,-tt/2, 1) 

2. (a) (VI 377/4, 2) (b) (1,1,1) 


3-4 Mude de coordenadas retangulares para cillndricas. 

3. (a) (-1,1,1) (b) (-2,273,3) 

4. (a) (273,2,-1) (b) (4,-3,2) 

5-6 Descreva com palavras a superflcie cuja equagao e dada. 

5. 0 = 77/4 6. r = 5 


7-8 Identifique a superflcie cuja equagao e dada. 

7. z = 4 - r 2 8. 2 r 2 + z 2 = 1 


9-10Escreva as equagoes em coordenadas cillndricas. 

9. (a) x 2 - x + y 2 + z 2 = 1 (b) z = x 2 - y 2 

10. (a) 3x + 2y + z = 6 (b) —x 2 — y 2 + z 2 = 1 


11-12Esboce o solido descrito pelas desigualdades dadas. 

11. 0 =£ r =£ 2, - 77/2 0 =S 77 / 2 , 0«z«l 

12. 0 =£ 8 77 / 2 , r$z«2 


13. Uma casca cillndrica tem 20 cm de comprimento, com raio in- 
temo 6 cm e raio externo 7 cm. Escreva desigualdades que des- 
crevam a casca em um sistema de coordenadas adequado. Expli- 
que como voce posicionou o sistema de coordenadas em relajao 
a casca. 

FF1 14. Use uma ferramenta grafica para desenhar o solido limitado pe- 
los paraboloides z = x 2 + y 2 e z = 5 — x 2 — y 2 . 

15—16 Esboce o solido cujo volume e dado pela integral e calcule-a. 

15. f" 72 P f r r dz dr dd 16. f 2 P" P r dz dd dr 

J—ir/2 JO Jo Jo Jo Jo 


17-28 Utilize coordenadas cillndricas. 

17. Calcule J’JJ £ V* 2 + y 2 dV, onde E e a regiao que esta dentro do 
cilindro x 2 + y 2 = 16 e entre os pianos z = —5 e z = 4. 

18. Calcule j (| z dV, onde E e limitado pelo paraboloide z = x 2 + y 2 
e o piano z = 4. 

19. Calcule j 11 (x + y + z) dV, onde E e o solido do primeiro oc- 
tante que esta abaixo do paraboloide z = 4 — x 2 — y 2 . 

20. Calcule jjj E xdV, onde E e limitado pelos pianos z = 0 e 
z = x + y + 5e pelos cilindros x 2 + y 2 = 4 e x 2 + y 2 = 9. 

21. Calcule |JJ E x 1 dV, onde E 6 o solido que esta dentro do cilindro 
x 2 + y 2 = 1, acima do piano z = 0 e abaixo do cone 
z 2 = 4x 2 + 4y 2 . 


1. As Homework Hints estao disponiveis em www.stewartcalculus.com 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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CALCULO 


22. Determine o volume do solido que esta dentro tanto do cilindro 
x 2 + y 2 = 1 como da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

23. Determine o volume do solido que e limitado pelo cone 
z = V- v ' + y 2 e abaixo da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2. 

24. Determine o volume do solido que esta entre o paraboloide 
z = x 2 + / ea esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2. 

25. (a) Encontre o volume da regiao E limitada pelos paraboloides 

z = x 2 + y 2 e z = 36 — 3x 2 — 3y 2 . 

(b) Encontre o centroide do E (centro de massa no caso em que 
a densidade e constante). 

26. (a) Determine o volume do solido que o cilindro r = a cos 6 

corta da esfera de raio a centrada na origem. 

(b) Ilustre o solido da parte (a) desenhando a esfera e o cilindro 
na mesma tela. 

27. Determine a massa e o centro de massa do solido S limitado pelo 
paraboloide z = 4x 2 + 4y 2 e pelo piano z = a (a > 0), se 5 tern 
densidade constante K. 

28. Determine a massa da bola B dada por x 2 + y 2 + z 2 =£ a 2 se a 
densidade em qualquer ponto for proporcional a sua distancia do 
eixo z. 


29-30 Calcule a integral, transformando para coordenadas cilmdricas. 

29. 1 2 | P xz dz dx dy 

1-2 J-V4-V 2 JySI+yi 

30. | 3 | (j ' /5=:r | 9 ' ' y/x 2 + y 2 dz dy dx 


31 . Quando estudam a forma§ao de cordilheiras, os geologos estimam 
a quantidade de trabalho necessaria para erguer uma montanha a 
partir do nfvel do mar. Considere uma montanha que tenha es- 
sencialmente o formato de um cone circular reto. Suponha que a 
densidade do material na vizinhan§a de um ponto P seja g(P) e 
a altura seja h(P). 

(a) Determine a integral definida que representa o trabalho total 
exercido para formar a montanha. 

(b) Assuma que o monte Fuji no Japao tenha o formato de um 
cone circular reto com raio de 19 000 m, altura de 3 800 m e 
densidade constante de 3 200 kg/m 3 . Quanto trabalho foi 
feito para formar o monte Fuji se a terra estivesse inicialmente 
ao nfvel do mar? 
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Integrals Triplas em Coordenadas Esfericas 


Outro sistema de coordenadas tridimensionais util e o sistema de coordenadas esfericas. Ele 
simplifica o calculo de integrals triplas em regides limitadas por esferas ou cones. 

Coordenadas Esfericas 

As coordenadas esfericas (p , 6, <b) de um ponto P no espa £0 sao mostradas na Figura 1, onde 
p = | OP | e a distancia da origem a P, 0 e o mesmo angulo que nas coordenadas cilfndricas 
e cf> e o angulo entre o eixo z positivo e o segmento de reta OP. Observe que 


0 


0 =£ f 



O sistema de coordenadas esfericas e especialmente util em problemas nos quais exista sime- 
tria em torno de um ponto e a origem esteja colocada neste ponto. Por exemplo, a esfera com FIGURA 1 
centro na origem e raio c tem a equa§ao simples p = c (veja a Figura 2) - essa e a razao do nome As coordenadas esfericas 

“coordenadas esfericas”. O grafico da equa§ao 9 = c e um semipiano vertical (veja a Figura 3) de um ponto 

e a equa^ao <f> = c representa um semicone com o eixo z como seu eixo (veja a Figura 4). 





FIGURA 2 p = c, uma esfera 


FIGURA 3 9 = c, um semipiano 


0 < c < 77/2 

FIGURA 4 f = c, um cone 



A rela^ao entre coordenadas esfericas e retangulares pode ser vista na Figura 5. Dos trian- 
gulos OPQ e OPP', temos 

Z — p cos (/> r = p sen f 

Mas x = r cos 9sy = r sen 9, de modo que para converter de coordenadas esfericas para re¬ 
tangulares, usamos as equa 5 oes 


m 


x = p sen <f> cos 9 y = p sen cf> sen 9 z = p cos <p 


Alem disso, a formula da distancia mostra que 


p 2 = x 2 + y 2 + z 2 



Usamos essa equa§ao para converter de coordenadas retangulares para coordenadas esfericas. 

O ponto (2, 7 t/4 , 7 t/3 ) e dado em coordenadas esfericas. Marque o ponto e en- 
contre suas coordenadas retangulares. 


SOLUQAO Marcamos o ponto na Figura 6. Das Equafdes 1, temos 

, a ry 77 77 V3 V 1 \ 

x = p sen <h cos 0 = 2 sen — cos — = 21- —j= = / — 

3 4 \ 2 /VV2/ V 2 



FIGURA 6 
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CALCULO 


@ ATENCAO Nao existe uma con- 
vengao universal na notagao de coorde- 
nadas esfericas. A maioria dos livros de 
ffsica troca os significados de de 4>e usa 
r no lugar de p. 


na Em Module 75.9voce pode inves- 
tigar famflias de superficies em coorde- 
nadas cilfndricas e esfericas. 



r, A9 = p, sen <f> k Ad 


FIGURA 7 


77 77 / y/3 \( 1 

y = p sen cp sen 9 = 2 sen — sen — = 2 - — j = 

y H ^ 3 4 \ 2 /\V2 


Z = p cos cj) = 2 cos — = 2 ( 5 ) = 1 

Logo, o ponto (2, tt/4, tt/3 ) e (V3/2, V3/2, l) em coordenadas retangulares. 

O ponto (0, 2 y'V, —2) esta dado em coordenadas retangulares. Encontre coor¬ 
denadas esfericas para este ponto. 


SOLUQAO Da Equacao 2, temos 

p = y/x 2 + y 2 + z 2 = VO +12 + 4 = 4 
e, assim, as Equacoes 1 fornecem 


, z -2 1 

cos <j> = — = — = - — 
p 4 2 


(f> = — 
3 


cos 9 = 


p sen (p 


= 0 


7r 

0 = T 


(Observe que 6 3 77 /2 porque y = 2 V3~ > 0.) Portanto, as coordenadas esfericas do 

ponto dado sao (4, 77 / 2, 27r/3). 

Calculo de Integrals Triplas com Coordenadas Esfericas 

Neste sistema de coordenadas, o correspondente a caixa retangular e uma cunha esferica 
E = {(p, 9, cf)) | a =£ p sS b, a =£ 9 =£ (3, c =S cj> c/} 


onde a 3= 0, /3 — a =£ 277 c cl — c tt. Apesar de termos definido as integrals triplas divi- 
dindo solidos em pequenas caixas, podemos mostrar que, dividindo o solido em pequenas cu- 
nhas esfericas, obtemos sempre o mesmo resultado. Assim, dividiremos E em pequenas cu- 
nhas esfericas E ijk por meio de esferas igualmente espaqadas p = p,, semipianos 0 = 0, e 
semicones cf> = cj> k . A Figura 7 mostra que E ijk e aproximadamente uma caixa retangular com 
dimensoes Ap, p, A cj) (arco de circunferencia de raio p,, e angulo A <f>) e p, sen cf) k AO (arco 
de circunferencia de raio p, sen (/>/., e angulo AO). Logo, uma aproximaqao do volume de E ijk 
e dada por 


A Vijk ~ (Ap)(p, A(/>)(p,- sen^j AO) = pjsencj> k Ap A0 Acj> 

De fato, pode ser mostrado, com a ajuda do Teorema do Valor Medio (Exercicio 47), que o va¬ 
lor exato do volume de E ijk e dado por 


A Vi jk = p 2 i sen (j) k Ap AO A cf> 


onde {pi, 9 j, cj) k ) e algum ponto em E ijk . Sejam ( x* k ,y* k , z**) as coordenadas retangulares 
desse ponto. Entao 


/ m n 

f /(*, z) dV = lim S S S /(***, y*k, z*k) A V iJk 

JJJ I,m,n (=1 j=1 k=l 


l m n 

= lim S S S fipi sen fit cos Sj, pi sen < f> k sen 9j, pi cos <p k ) pi sen <f> k Ap AO A cj> 

l -m,n —“ ,= l j= 1 k =\ 


Mas essa e uma soma de Riemann para a funcao 


F{p , 0, <fr) = f{p sen cf> cos 0, p sen <j> sen 0, p cos cj)) p 2 sen cf) 
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Consequentemente, chegamos a seguinte formula para a integragao tripla em coordena- 
das esfericas. 


S JJJ y ' ^ dv 

E 


■ f P 3 f /(p sen 4> cos 9, p sen <f> sen 6, p cos (f>) p 2 sen <f> dp dO dcf> 

Jc Ja Ja 


onde E e uma cunha esferica dada por 

E = {(p, 6, 4>) | a p =£ b, a 6 /3, c ^ cf ^ d} 


A Formula 3 nos diz que, para converter uma integral tripla de coordenadas retangulares 
para coordenadas esfericas, escrevemos 

x = p sen cf> cos 9 y = p sene p sen 9 z = p cos cp 

utilizando os limites de integragao apropriados e substituindo dV por p 2 sen cf> dp d9 d<p. Isso 
e ilustrado na Figura 8. 



FIGURA 8 

Elemento de volume em coordenadas 
esfericas: dV = p 2 sen <f>dpdd dtp 


Essa formula pode ser estendida para incluir regioes esfericas mais gerais, como 
E = {(p, 9, 4>) | a =£ 0 s£ /3, c ^ d, gi{9, <f>) =£ p g 2 (0, </>)} 

Nesse caso, a formula e a mesma que [T], exceto que os limites de integragao para p sao gi(9, <p) 
e g 2 {0, (/>)■ 

Em geral, as coordenadas esfericas sao utilizadas nas integrais triplas quando superficies 
como cones e esferas formam o limite da regiao de integragao. 


EXEMPLO 3 


Calcule \\\ B e (j: +y +r) dV, onde Be a bola unitaria: 

B = {(x, y, z) | x 2 + y 2 + z 2 l} 

SOLUQAO Como o limite de B e uma esfera, utilizaremos coordenadas esfericas: 

B = {(p, 9, cp) | 0 =£ p =£ 1, 0 =£ 9 27r, 0 =£ (p =£ 7r} 

Alem disso, as coordenadas esfericas sao convenientes, pois 

x z + y 2 + z 2 = p 2 

Portanto, [X] fornece 

jjj e ix +y +z ' ,/ dV = j" j" j e (p " )V "p 2 sen^> dp d0 dep 





930 


CALCULO 


= f sen ^fHV^ 

= [-cos 0] o (2ir) [|e p3 ]o = Wie - 1) 


QBSERVACAO Seria extremamente complicado calcular a integral do Exemplo 3 sem coor- 
denadas esfericas. Com coordenadas retangulares, a integral iterada seria 


T e^^dzdydx 

.1-1 .! J-Vl-.V— V 2 


EXEMPLO 4 


Utilize coordenadas esfericas para determinar o volume do solido que fica acima 
do cone z = y/x 2 + y 2 e abaixo da esfera jc 2 + y 2 + z 2 — z. (Veja a Figura 9.) 




0 , 1 ) 


. x 2 + y 2 + z 2 = z 


A Figura 10 mostra uma visao (desta vez, 
utilizando o MAPLE) do solido do 
Exemplo 4. 



FIGURA 10 

H3i Visual 15.9 mostra uma animapao 
da Figura 11. 



FIGURA 9 

S0LUQA0 Observe que a esfera passa pela origem e tem centra em (0, 0, £). Escrevemos a 
equaqao da esfera em coordenadas esfericas como 

p 1 = pcos <f> ou p = cos </> 

A equaciio do cone pode ser escrita como 

p cos 4> = Vp 2 sen 2 (f> cos 2 0 + p 2 sen 2 (f> sen 2 # = p sen <f> 

Isto resulta em sen cf) = cos d>, on <f> = ir/4. Portanto, a descriqao do solido E em coordena¬ 
das esfericas e 

E = {(p, 0, (ft) | 0 0 27 t, 0 =£ (/> ^ 7t/ 4, 0 « p ^ cos </>} 

A Figura 11 mostra como E e apagado se integramos primeiro em relagao a p, depois em 
rclaqao a tp, e entao em relaqao a 0. O volume de E e 


II 

0 — ^ 

= r— ? 

Tcos <f) 

Jo 

f*-/ 4 A 

sen© 

Jo 

1- 

m 

a 

3 


p=COS (f) 


fl =o 


2l T ri r/4 , ATT 

= —— J sentp cos cp dcp = — 


d(j) 


2tt 


COS 4 </> 


7t/4 


77 

~8~ 
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p varia de 0 a cos 4 >, enquanto 
FIGURA 11 <f> e 0 sao constantes. 



4> varia de 0 a tt/ 4, 
enquanto 0 e constante. 




Exercicios 

I- 2 Marque o ponto cujas coordenadas esfericas sao dadas. A seguir, 
encontre as coordenadas retangulares do ponto. 

1. (a) (6, 7 t/3, 7t/ 6) (b) (3, ir/2, 3 tt/A) 

2. (a) (2, -jt/2, 7t/ 2) (b) (4, — 7 t/4, tt/3) 

3-4Mude de coordenadas retangulares para esfericas. 

3. (a) (0, —2,0) (b) (-1. 1,-V2) 

4. (a) (1,0, V3) (b) (V3,-1,2V3) 

Descreva com palavras a superficie cuja equagao e dada. 

5. <f> = ir/ 3 6. p = 3 

7-8 Identifique a superficie cuja equagao e dada. 

7. p = send sen <f> 

8 . p 2 ( sen 2 (f> sen 2 d + cos 2 (j>) = 9 

9—It Escreva a equagao em coordenadas esfericas. 

9. (a) z 2 = x 1 + y 2 (b) x 2 + z 2 = 9 

10. (a) x 2 — 2x + y 2 + z 2 = 0 (b) x + 2y + 3z = i 

II- 14 Esboce o solido descrito pelas desigualdades dadas. 

11. 2 =S p =£ 4, 0 « </> =S n/3, 0sSd«T7 

12. I =S p =S 2, 0 « </> =S tt/2, tt/2 ^ 3tt/2 

13. p I, 3tt/A =£ (f> ^ TT 

14. p =£ 2, p ^ cossec (f> 

15. Um solido esta cima do cone z = \Jx 2 + y 2 e abaixo da esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = z- Escreva uma descri^ao do solido em termos de 
desigualdades envolvendo coordenadas esfericas. 

16. (a) Determine desigualdades que descrevem uma bola oca com 

diametro de 30 cm e espessura de 0,5 cm. Explique como voce 
posicionou o sistema de coordenadas. 

(b) Suponha que a bola seja cortada pela metade. Escreva desi¬ 
gualdades que descrevam uma das metades. 


1 Esboce o solido cujo volume e dado pela integral e calcule-a. 

r-i r/6 Cn/l r 3 - 

17. p“ sen <fi dp cffl dd> 

Jo Jo Jo 

is - n;j> 2sen ^ dpd * de 


19-20 Escreva a integral tripla de uma fungao continua arbitraria/(jc, 
y, z) em coordenadas cilmdricas ou esfericas sobre o solido mostrado. 

19. 20. 



21-34 Utilize coordenadas esfericas. 

21. Calcule (x 1 + y 1 + z 2 ) 2 dV, onde Be a bola com centro na 
origem e raio 5. 

22. Calcule 11 \ H (9 — x 2 — y 2 )dV, onde He o hemisferio solido 

-r 2 + / + z 2 « 9, z > 0. 

23. Calcule | |J £ (x 2 + y 2 ) dV, onde E esta entre as esferas 
x 2 + y 2 + z 2 = A e x 2 + y 2 + z 2 = 9. 

24. Calcule [|J y 2 dV, onde E 6 o hemisferio solido 
x 2 + y 2 + z 2 ^9, z^O. 

25. Calcule | j'J ;; xe*‘ +y2+z ‘ dV, onde E e a porgao da bola unitaria 
x 2 + y 2 + z 2 ^ 1 que fica no primeiro octante. 

26. Calcule 11 j E xyz dV, onde E fica entre as esferas p = 2ep = 4e 
acima do cone </> = tt/3. 

27. Encontre o volume da parte da bola p =S a a que esta entre os co¬ 
nes <p = 77-/6 e (f> = 7 t/ 3 . 

28. Encontre a distancia media de um ponto em uma bola de raio a 
a seu centro. 



FR E necessario usar uma calculadora grafica ou computador E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponiveis em www.stewartcalculus.com 
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29. (a) Determine o volume do solido que esta acima do cone 

4> = tt/ 3 e abaixo da esfera p = 4 cos </>. 

(b) Encontre o centroide do solido na parte (a). 

30. Determine o volume do solido que esta dentro da esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 4, acima do piano xy e abaixo do cone 
Z = y/x 2 + y 2 . 

31. (a) Encontre o centroide do solido no Exemplo 4. 

(b) Encontre o momenta de inercia em tomo do eixo z para este 
solido. 

32. Seja H um hemisferio solido de raio a cuja densidade em qual- 
quer ponto e proporcional a distancia ao centra da base. 

(a) Determine a massa de H. 

(b) Determine o centra de massa de H. 

(c) Determine o momenta de inercia de H em relagao a seu eixo. 

33. (a) Determine o centroide do hemisferio solido homogeneo de 

raio a. 

(b) Determine o momenta de inercia do solido da parte (a) em re- 
lagao a um diametro de sua base. 

34. Determine a massa e o centra de massa do hemisferio solido de 
raio a se a densidade em qualquer ponto for proporcional a sua 
distancia da base. 


35-3 Dentre as coordenadas cilmdricas ou esfericas, utilize a que lhe 

parecer mais apropriada. 

35. Determine o volume e o centroide do solido E que esta acima do 
cone z = s/x 2 + y 1 e abaixo da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

36. Determine o volume da menor cunha esferica cortada de uma es¬ 
fera de raio a por dois pianos que se interceptam ao longo de um 
diametro com um angulo de tt/6. 

37. Calcule |jj £ z dV, onde E esta acima do paraboloide z = x 2 + y 2 
e abaixo do piano z = 2 y. Utilize a Tabela de Integrais (veja as 
Paginas de Referenda 6-11) ou um sistema de computa§ao al- 
gebrica para calcular a integral. 

38. (a) Determine o volume limitado pelo toro p = sen (f>. 

(b) Utilize um computador para desenhar o toro. 


39-41 Calcule a integral, transformando para coordenadas esfericas. 

39 ' J„ Jo xydzdydx 


40. 

41. 


ra jV» ; -.v’ rja*-x 2 -y 

J -a y* J-Vo 2 -*’-: 


d 2 -* 2 -v 2 


(x 2 z + yh + z 3 ) dz dx dy > 
(x 2 + y 2 + z 2 ) 3/i dz dx dy 


ppj 43. Use uma ferramenta grafica para desenhar um silo que consista 
em um cilindro de raio 3 e altura 10 com um hemisferio no topo. 

44. A latitude e a longitude de um ponto P no hemisferio norte estao 
relacionadas com as coordenadas esfericas p, 0, <j) como a seguir. 
Tomamos a origem como o centra da Terra e o eixo z passando 
pelo polo norte. O eixo x positivo passa pelo ponto onde o meri- 
diano principal (o meridiano por Greenwich, na Inglaterra) in- 
tercepta o equador. Entao a latitude de P e a = 90° - fea lon¬ 
gitude e fi = 360° — 6°. Encontre a distancia sobre um cfrculo 
maximo de Los Angeles (lat. 34,06° N, long. 118,25° W) a Mon¬ 
treal (lat. 45,50° N, long. 73,60° W). Tome o raio da Terra como 
6 370 km. (Um cfrculo maximo 6 o cfrculo de intersec§ao de uma 
esfera com um piano que passe pelo centra da esfera.) 

45. As superficies p = 1 + | sen md sen ruj) tern sido usadas para 
modelar tumores. A “esfera rugosa” com m = 6 e n = 5 esta 
mostrada. Utilize um sistema de computagao algebrica para de- 
terminar seu volume. 



f 11V* 2 + y 2 + z 2 e H * 1+y2+zl) dx dy dz 


2 TT 


(A integral impropria tripla e definida como o limite da integral 
tripla sobre uma esfera solida quando o raio da esfera aumenta in- 
definidamente.) 

47. (a) Utilize coordenadas cilmdricas para mostrar que o volume do 
solido limitado por cima pela esfera r 2 + z 2 = a 2 eporbaixo 
pelo cone z = r cotg <f> 0 (ou <fi = onde 0 < <f > 0 < tt/2, 
e 

2ira 3 

V = —-— (1 - coscpo) 

(b) Deduza que o volume da cunha esferica dada por 

pi =£ p =£ p 2 , Si ^ 6 ^ d 2 , <f>i 4>2 e 


42. Um rnodelo para a densidade 5 da atmosfera terrestre proxima a 
superffcie e 

8 = 619,09 - 0,000097p 

onde p (a distancia do centra da Terra) e medido em metros e 8 
e medido em quilogramas por metro cubico. Se tomarmos a su¬ 
perffcie da Terra como uma esfera com raio de 6 370 km, entao, 
este rnodelo e razoavel para 6 370 X 10 6 p =£ 6 375 X 10 6 . Use 
este rnodelo para estimar a massa da atmosfera entre o solo e uma 
altitude de 5 km. 


AT = —— - — (cos (f>i — cos 4>2){Si — Si) 

(c) Utilize o Teorema do Valor Medio para mostrar que o volume 
da parte (b) pode ser escrito como 

AV = p 2 sen <p Ap AS A<f) 

onde p esta entre pi e p 2 , (f> esta entre ipi e </> 2 , 

Ap = p 2 — pi, A0 = d 2 — Si e A<p = (f> 2 — <p i. 
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CORRIDA NA RAMPA 

a 

Suponha que uma bola solida (de gude), uma bola oca (de squash), um cilindro solido (uma barra 
de ago) e um cilindro oco (um cano de chumbo) rolem em um piano inclinado. Qual desses obje- 
tos chegara embaixo mais depressa? (De seu palpite antes de continuar.) 

Para responder a essa questao, consideramos a bola ou o cilindro com massa m, raio r e mo¬ 
menta de inercia I (em rela^ao ao eixo de rota^ao). Se a queda vertical for h, a energia potencial 
no topo sera mgh. Suponha que o objeto chegue embaixo com velocidade v e velocidade angular 
co, de modo que v = cor. A energia cinetica na base da rampa e composta por duas partes: \mv 1 
da translagao (movimento de descida da rampa) e \lco 2 da rota§ao. Se supusermos que a perda de 
energia por atrito na descida e desprezivel, entao a lei de conservagao de energia nos da 

mgh = \mv 2 + \lco 2 

1. Mostre que 

, 2 gh I 

v 2 = onde I* = , 

1 + I* mr 2 

2. Se y{t) e a distancia vertical percorrida ate o instante t, entao o mesmo raciocmio utilizado no 
Problema 1 mostra que v 2 = 2gy/{\ + /*) em qualquer instante t. Utilize esse resultado para 
mostrar que y satisfaz a equagao diferencial 

dy = J 29 (sen 
dt V i + /* 

onde ueo angulo de inclinagao da rampa. 

3. Resolvendo a equagao diferencial do Problema 2, mostre que o tempo total de percurso e 

T / 2/*(l + /*) 

\ g sen 2 a 

Isso mostra que o objeto com menor valor de I* ganha a corrida. 

4. Mostre que I* = \ para o cilindro solido e /* = 1 para o cilindro oco. 

5. Calcule I* para a bola parcialmente oca com raio interior a e raio externo r. Expresse sua res- 
posta em termos do coeficiente b = air. O que acontece quando o^Oe quando a —» r? 

6. Mostre que I* = \ para a bola solida e I* = f para a bola oca. Assim, os objetos terminam a 
corrida na seguinte ordem: bola solida, cilindro solido, bola oca, cilindro oco. 


15.10 


Mudanga de Variaveis em Integrals Multiplas 


Em calculo unidimensional, frequentemente usamos uma mudanga de variavel (uma substi- 
tuigao) para simplificar uma integral. Revertendo os papeis de x e u, podemos escrever a Re- 
gra da Substituigao (5.5.6, no Volume I) como 

\T\ J>) dx = j*f(g(u))g'(u) du 


onde x = g{u ) e a = g{c), b = g{d). Outro modo de escrever a Formula 1 e o seguinte: 


2 


Cb , , I’d , , .. dx 

fix ) dx = f(x{u)) — du 

Ja Jc dU 


Uma mudanga de variaveis pode tambem ser util em integrals duplas. Ja vimos um exem- 
plo disso: a conversao para coordenadas polares. As novas variaveis ref) estao relacionadas 
as velhas variaveis xey pelas equagoes 













934 


CALCULO 


x = r cos 0 y = r sen 0 

e a formula de mudanca de variaveis (15.4.2) pode ser escrita como 


If 


dA 


j j" f(r cos 0, r sen 0) r dr d0 

s 


onde Sea regiao no piano rO que corresponde a regiao R no piano xy. 

De modo mais geral, consideremos uma mudanca de variavel dada pela transformagao 
T do piano uv no piano xy: 

T(u, v) = (x, y) 

onde x ey estao relacionados com u e v pelas equagoes 


3 


x = g(u , v) y = h(u, v) 


ou, como as vezes escrevemos, 

x = x(u, v) y = y(u, v) 

Em geral, consideramos T uma transformagao C 1 , o que significa que g e h tern derivadas par- 
ciais de primeira ordem contmuas. 

Uma transformagao T e de fato somente uma funcao cujo domlnio e imagem sao ambos sub- 
conjuntos de IR 2 . Se T(u\, vi) = (x i, )a). entao o ponto (xi, >’i) e denominado imagem do ponto 
(m i, Vi). Se nao existem dois pontos com a mesma imagem, T e injetora. A Figura 1 mostra o 
efeito de uma transformagao T em uma regiao S do piano uv. T transforma S em uma regiao R 
no piano xy denominada imagem de S, constitufda das imagens de todos os pontos de S. 


FIGURA 1 



Se T e injetora, entao existe uma transformacao inversa T 1 do piano xy para o piano 
uv e pode ser possfvel inverter as Equagoes 3 para escrever u e v em termos d ex ey: 

u = G(x, y) v = H(x, y) 


EXEIVIPLO 1 


Uma transformagao e definida pelas equagoes 


x = u 2 — v 2 y = 2 uv 


Determine a imagem do quadrado S = {( u, v) \ 0 =S u 1, 0 s; » s; I}. 

SOLUCAO A transformagao leva a fronteira de S na fronteira da imagem. Assim, comegamos por 
determinar a imagem dos lados de S. O primeiro lado, .S), e dado por v = 0 (0 ^ u =S 1). (Veja 
a Figura 2.) Das equagoes dadas, temos x = u 2 , y = 0 e, entao, 0 x ^ 1. Entao, Si e 
levado no segmento de reta que liga (0, 0) a (1, 0) no piano xy. O segundo lado, S 2 , e u = 1 
(0 ^ v =S 1) e, colocando u = 1 nas equagoes dadas, temos 

x = 1 — v 2 y = 2v 

Eliminando v, obtemos 



s 


0 X ^ 1 
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que e parte de uma parabola. Da mesma forma, S 3 e dado por v = 1 (0 «£ u =£ 1), cuja ima- 
gem e o arco parabolico 


5 


y 

x = - -1 -l^x^O 

4 


Finalmente, S 4 e dado por u = 0 (0 =£ v 1), cuja imagem e x = — v 2 , y = 0, ou seja, 
— 1 =S x 0. (Observe que quando nos movemos ao redor do quadrado no sentido anti- 
-horario, tambem nos movemos ao redor da regiao parabolica no sentido anti-horario.) A 
imagem de S e a regiao R (mostrada na Figura 2) limitada pelo eixo x e pelas parabolas dadas 
pelas Equagoes 4 e 5. 

Agora vamos ver como a mudanca de variaveis afeta a integral dupla. Comecemos com um 
retangulo pequeno S no piano uv cujo canto inferior esquerdo e o ponto (m 0 , v 0 ) e cujas di- 
mensoes sao Am e Av. (Veja a Figura 3.) 


V, 



(0,i)- 

S3 

(ID) 


S 4 

s 

S 2 

0 

S 3 (D O) 


T 



Vi 


u = u 0 

/ 



Ay 

/ s 



(«o, Vo 

) A u ^ 

’ = v 0 

0 

u 



A imagem de S e a regiao R do piano xy, sendo que um dos pontos do limite e 
(x 0 , y 0 ) = T(u 0 , v 0 ). O vetor 

r(u, v) = g(u, v) i + h(u, v ) j 

e o vetor posigao da imagem do ponto (m, v). A equagao do lado inferior de S e v = v 0 , cuja 
curva imagem e dada pela funcao vetorial r(u, v a ). O vetor tangente em (x 0 , Vo ) a essa curva 
imagem e 

dx By 

r„ = g«(u 0 , v 0 ) 1 + h„{u 0 , v 0 )j = —1 + — j 

du ou 

Da mesma forma, o vetor tangente em (x 0 , Jo) a curva imagem do lado esquerdo de S e (a sa¬ 
ber, m = Mo) e 

/ \ • , / x. dx . dy . 

r„ = g v (u 0 , v 0 )i + h v (u 0 , v 0 )j = — 1 + — j 

dv dv 

Podemos aproximar a regiao imagem R = 'I'(S) pelo paralelogramo determinado pelos veto- 
res secantes 


a = t(m 0 + Am, v 0 ) — r( m 0 , v 0 ) b = t(m 0 , v 0 + Ay) — t(m 0 , y 0 ) 


mostrados na Figura 4. Mas 


r„ = 


r(u 0 + Am, v 0 ) ~ r( m 0 , v 0 ) 

1 1 m --- 

Au^o Am 


e assim 


t(mq + Am, t>o) — t(mo, Vo) ~ An r, 
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r ( u 0 ,v 0 + At’) 




Da mesma forma r(no, Vo + Ay) — r(no, yo) ~ Ay r„ 

Isso significa que podemos aproximar R por um paralelogramo determinado pelos veto- 
res A u r„ e Ay r„. (Veja a Figura 5.) Portanto, podemos aproximar a area de R pela area desse 
paralelogramo, que, da Seqao 12.4, e 


6 | (Am r„) X (Ay r„) | = | r„ X r„ | Am Ay 


Calculando o produto vetorial, obtemos 


i 

j k 







dx 

dy 

— 0 


dx 

dy_ 


dx 

dx 


du 

du 


du 

dv 

du 

dx 

du 

dy 

— 0 


dx 

dy_ 

k = 

dy_ 

dy_ 


dv 

dv 


du 

dv 

dv 

dv 








O determinante que aparece nesse calculo e chamado jacobiano da transformacao e tem uma 
notacao especial: 


0 jacobiano recebeu esse nome em 

p7~| Definigao O jacobiano da transformagao T dada por x = giu, v ) e v = h{u, v) e 

homenagem ao matematico alemao Carl 

Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Apesar 


dx 

dx 


de o matematico trances Cauchy ter sido o 

dix, y) 

du 

dv 

dx dy dx dy 

primeiro a usar estes determinantes 
especiais, envolvendo derivadas parciais. 

d(u, v) 

dy_ 

dy_ 

du dv dv du 

Jacobi usou-os para desenvolver um 
metodo para calculo de integrals multiplas. 


du 

dv 



Com essa notacao, podemos utilizar a Equagao 6 para obter uma aproximacao da area A/4 de 
R: 


H 


A/4 « 


djx, y) 
d{u, y) 


Am Ay 


onde o jacobiano e calculado em (n 0 , y 0 ). 

Em seguida, dividimos a regiao S do piano uv em retangulos S u e chamamos suas imagens 
no piano xy de R, r (Veja a Figura 6.) 


FIGURA 6 




Aplicando a aproximaqao [8] a cada R tJ , aproximamos a integral dupla de/sobre R, como segue: 

m rt 

fix, y) dA « 2 S fix,, yf) AA 

dix, y) 


1 ^jfigiui, vj),hiui, Vj)) 

i=i j=i d{u,v) 


Am Ay 


onde o jacobiano e calculado em ( m ,, v, ). Observe que a soma dupla e a soma de Riemann para 
a integral 
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JJ/(sf(«> v), h(u, v)) 

s 


djx, y) 
d(u, v) 


du dv 


A argumentagao precedente sugere que o seguinte teorema seja verdadeiro. (Uma de- 
monstragao completa e dada em livros de calculo avangado.) 


|~9~| Mudanca de Variaveis em uma Integral Dupla Suponha que T seja uma transforma¬ 
gao C 1 cujo jacobiano seja nao nulo e leve uma regiao S do piano uv para uma regiao 
R do piano xy. Suponha que/seja contfnua sobre R e que R e S sejam regioes planas 
do tipo I ou II. Suponha ainda que T seja injetora, exceto possivelmente nos pontos de 
fronteira de S. Entao, 


Jj fix, y) dA 


jj f(x(u, v),y(u, v)) 
s 


d(x, y) 
d(u, v) 


du dv 


O Teorema 9 diz que mudamos de uma integral em xey para uma integral em u e v es- 
crevendo xey em termos de u c v e escrevendo 


dA 


d(*. y) 

c){u, v) 


du dv 


Observe a semelhanca entre o Teorema 9 e a formula unidimensional da Equagao 2. Em 
vez da derivada dx/du , temos o valor absoluto do jacobiano, ou seja, | d(x, y)/d(u, v) |. 

Como primeira ilustragao do Teorema 9, vamos mostrar que a formula de integragao em 
coordenadas polares e um caso especial deste. Aqui, a transformagao T do piano rO para o piano 
xy e dada por 


x = g(r, 0) = r cos 0 y = h(r, 0) = r sen 0 

e a geometria da transformagao e mostrada na Figura 7. T transforma um retangulo comum 
do piano rO em um retangulo polar do piano xy. O jacobiano de T e 


6M 




P 


e=p 


1 

'i 1 

II 1 

1 _5_1 

s 

r = b 



9= a 


0 

a 

r 


d(x, y) = 
d{r, 9) 

Assim, o Teorema 


dx 

dx 

dr 

d9 


dy_ 

dr 

de 


9 fornece 


COS0 

sen0 


—r send 
r cos 6 


= r cos 2 0 + r sen 2 0 = r > 0 


Jj fix, y) dx dy 

R 


JJ/(r cos0, r sent!) 

s 


d(x, y) 
dir, 9) 


dr d6 


= f{r cos 9, r sen 9) r dr d9 

Ja Ja 


que e o mesmo que a Formula 15.4.2 


T 



FIGURA 7 

Transformagao para as coordenadas 
polares 


EXEMPLO 2 


Utilize a mudanga de variaveis x = m 2 — v 2 , y = 2 uv para calcular a integral 


|j' R v dA, onde Re a regiao limitada pelo eixo x e pelas parabolas v 2 = 4 — 4x e v 2 = 4 + 4x 
,y 5s 0. 


SOLUQAO A regiao R esta mostrada na Figura 2, (na pagina 935). No Exemplo 1, descobri- 
mos que T{S) = R, onde S e o quadrado [0, 1] X [0, 1], De fato, a razao que nos levou a 
fazer a mudanga de variavel para calcular a integral e que S e uma regiao muito mais simples 
que R. Vamos calcular o jacobiano: 
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dU% y) _ 

d(u, V ) 

Portanto, pelo Teorema 9, 


dx dx 
du dv 
dy dy 
du dv 


jj" y dA = jj 2uv ' | ^ dA = J J (2wt>)4(M 2 + v 2 ) du dv 
r s ’ ) 

= 8 j o J o ( w’v + uv 3 ) du dv = 8 \\u 4 v + |mV]* =0 dv 


2 u —2v 
2v 2 u 


= 4 u 2 + 4v 2 > 0 


= j" (2^ + 4v 3 )dv = \v 2 + f 4 ] 0 = 


= 2 


OBSERVACAO O Exemplo 2 nao foi um problema muito dificil de resolver porque ja co- 
nhecfamos uma mudanga de variaveis apropriada. Se nao a conhecessemos de antemao, en- 
tao o primeiro passo seria descobrir uma mudanca de variaveis apropriada. Sc f(x, y) for di- 
ffcil de integrar, entao a forma de / (x, y) pode sugerir uma transformacao. Se a regiao de 
integracao R 6 complicada, entao a transformacao deve ser escolhida para que a regiao S cor- 
respondente no piano uv tenha uma descrigao mais conveniente. 


EXEMPLO 3 


Calcule a integral |J e ix+y)/(x - vl dA , onde Re a regiao trapezoidal com vertices 
(1,0), (2, 0), (0, — 2) e (0, -1). 


SOLUQAf Como nao e facil integrar ey) f vamos fazer a mudanca de variaveis sugerida 
pela forma da funcao: 


0 


u = x + y v — x — y 


Essas equacoes definem a transformacao T ' do piano xy para o piano uv. O Teorema 9 diz 
respeito a transformacao T do piano uv para o piano xy. Esta e obtida isolando-se .r e _y nas Equa- 
Coes 10 de x e y: 



y 




II 

1 



1 2 

0 


/ / X 

yr / 


/r / 

x-y = 2 


-2 


0 x = \(u + v) y = \{u- v) 

O jacobiano de T e 

d(x, y) 
d{u, v) 

Para determinarmos a regiao S do piano uv correspondente a R. observamos que os lados de 
R estao sobre as retas 

y = 0 x — y — 2 x = 0 x — y = 1 
e, das Equacoes 10 ou 11, as retas imagem do piano uv sao 

u = v v = 2 u = — v v = 1 


dx 

dx 




du 

dv 


1 1 

2 2 

1 

dy_ 

3y 


1 1 

2 2 

2 

du 

dv 





FIGURA8 


Entao, a regiao Sea regiao trapezoidal com vertices (1, 1), (2, 2), (—2, 2) e (— 1, 1) mostrada 
na Figura 8. Como 
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S = {( m , v) | 1 


2 , 


v) 


o Teorema 9 leva a 


jj dA 

R 


dud, 

JJ d(u, V) 

) ) e u ^(' 2 )du dv = \ 



dv 


= \ £ (e — e l )vdv = \{e — e ') 


Integrals Triplas 

Existe uma formula de mudanga de variaveis semelhante para as integrals triplas. Seja T a trans- 
formagao que leva uma regiao S no espago uvw para uma regiao R no espago xyz por meio das 
equacoes 

x = g{u, v, w) y = h(u, v,w) z = k{u, v, w) 

O jacobiano de T 6 o seguinte determinante 3X3: 


12 


d(x, y, z) 
d{u, v, w) 


dx 

dx 

dx 

du 

dv 

dw 

dy_ 

dy_ 

dy 

du 

dv 

dw 

dz 

dz 

dz 

du 

dv 

dw 


Sob hipoteses semelhantes aquelas do Teorema 9, temos a seguinte formula para integrals tri¬ 
plas: 



EXEMPLO 4 


Utilize a Formula 13 para deduzir a formula para a integragao tripla em coor- 
denadas esfericas. 


SOLUQAO Aqui a mudanqa de variaveis e dada por 


x = p sen c f> cos 9 y = p sen <f> sen 9 z — p cos cj) 


Calculamos o jacobiano como segue: 


d(x, y, z) 
3(p, 0, 4>) 


sen cos 9 
sen (f> sen 6 
cos 4> 


— p sen cf> sen 9 
p sen <j) cos 9 
0 


p cos <f> cos 9 
p cos cj) sen 9 
— p sen </> 


= cos (f> 


—p sen 4> sen 9 
p sen cf> cos 9 


p cos <f> cos 9 
p cos <f> sen 9 


— p sen cf> 


sen cf> cos 9 
sen (f> sen 9 


—p sen cf> sen 9 
p sen (f> cos 9 


= cos cf> (— p 2 sen c ft cos (f> sen 2 9 — p 2 sen <fi cos <f> cos 2 9) 
— p sen cf> (p sen 2 <f> cos 2 9 + p sen 2 <f> sen 2 0) 

= — p 2 sen <f> cos 2 <f> — p 2 sen </> sen 2 </> = — p 2 sen <f> 
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Visto que 0 =S cf> s£ tt, temos sen (f> S* 0. Portanto, 

d(x, y, Z ) 


d{p, 0, 4>) 


= | — p sen tf>\ = p sen c ft 


e a Formula 13 nos da 

j'j j" f(x, y, z) dV = JJj f(p sen <f> cos 6 , p sen <f> sen 0 , p cos <f>) p 1 sen c f> dp d6 d(j) 

R S 

que e equivalente a Formula 15.9.3. 



Exercicios 


Determine o jacobiano da transformagao. 

1. x = 5 u — v, y = u + 3v 

2. x = uv, y = u/v 

3. x = e~ r sen 0, y = e r cos 0 

4 . x = e s+ ', y = e 5- ' 

5. x = u/v, y = v/w, z = w/u 

6. x = v + w 2 , y = w + u 2 , z = u + v 2 


-10 Determine a imagem do conjunto 5 sob a transformagao dada. 

7. 5 = {(«, o) | 0 « « «s 3, 0 =S v =£ 2}; 
x = 2u + 3v, y = u — v 

8. S e o quadrado limitado pelas retas u = 0, u = 1, v = 0, v = 1; 
x = v, y = u{ 1 + v 2 ) 

9. S e a regiao triangular com vertices (0, 0), (1, 1), (0, 1); x = u 2 , 
y = v 

10 . S e o disco dado por u 2 + v 2 ^ 1; x = au, y = bv 


11-1 Uma regiao R no piano xy e dada. Determine equa§oes para a 
transforma^ao T que mapeia uma regiao retangular S no piano uv so- 
bre R, onde os lados de S sao paralelos aos eixos u e v. 

11 . Re limitado por y = 2x — 1 , y — 2x + 1 ,y= 1 — x,y — 3 — x 

12 . Re o paralelogramo com vertices (0, 0), (4, 3), (2, 4), (—2, 1) 

13. R esta entre os cfrculos x 2 + yr = 1 e xr + yr = 2 no primeiro qua- 
drante 

14 . Re ligado pelas hiperboles y = 1 lx, y = 4/x e pelas retas y = x, 
y = \x no primeiro quadrante 


15 - 20 Utilize a transformagao dada para calcular a integral. 

15. | f {x — 3y) dA, onde R a a regiao triangular com vertices (0, 0), 
(2,1) e (1, 2); x = 2u + v, y = u + 2v 

16 - JL (4* + 8y) dA, onde Re o paralelogramo com vertices (—1,3), 
(1, -3), (3, -1) e (1, 5)\x = \{u — v), y = \(v — 3u) 

IJ> 2 dA, onde Re a regiao limitada pela elipse 9x 2 + Ay 2 = 36; 
x = 2 u, y = 3v 

18 - JL (* 2 — xy + y 2 )dA, onde Rea. regiao limitada pela elipse 
x 2 — xy + y 2 = 2; x = *J2 u — ^2/3 v, y = *J2 u + s/2/3 v 

19. || xy dA, onde Re a regiao no primeiro quadrante limitada pe¬ 
las retas y = xey = 3xe as hiperboles xy = 1, xy = 3; 
x = u/v, y = v 

20 . 11 y 2 dA, onde R e a regiao limitada pelas curvas xy = \,xy = 2, 
xy 2 = l,xy 2 = 2; u = xy, v = xy 2 . Ilustre utilizando uma cal- 


culadora grafica ou um computador para tragar R. 


21 . (a) Calcule 11 j E dV, onde E e o solido limitado pelo elipsoide 

x 2 /a 2 + y 2 /b 2 + zr/c 1 = 1. Utilize a transformagao x = au, 
y = bv, z = cw. 

(b) A Terra nao e perfeitamente esferica; como resultado da ro- 
tagao, os polos foram achatados. Assim, seu formato pode ser 
aproximado por um elipsoide com a = b — 6 378 km e 
c = 6 356 km. Use o item (a) para estimar o volume da Terra. 

(c) Se o solido do item (a) tiver densidade constante k, encontre 
seu momenta de inercia em relagao ao eixo z. 

22 . Um problema importante na termodinamica e determinar o tra- 
balho realizado por um motor de Carnot ideal. Um ciclo consiste 
na expansao alternada e compressao de gas em um pistao. O tra- 
balho realizado pelo motor e igual a area da regiao R limitada por 
duas curvas isotermicas xy = a, xy = b e duas curvas adiabaticas 
xy 1 ' 4 = c, xy 1,4 = d, onde 0<a<be0<c<d. Calcule o tra- 
balho realizado determinando a area de R. 

23-27 Calcule a integral, efetuando uma mudanga de variaveis apro- 
priada. 

CC x — 2y 

23 . -— dA, onde Re o paralelogramo limitado pelas retas 

JJ 3x — y ' 

R 

x — 2y = 0, x — 2y = 4, 3x — y = 1 e 3x — y = 8 

24 . 11 (x + y)e x ~ y dA, onde R e o retangulo limitado pelas retas 
x — y = 0, x — y = 2, x + y = 0ex + y = 3 

2S 11 cos^ ' ^ ^ dA, onde R a a regiao trapezoidal com vertices 

(1,0), (2, 0), (0, 2) e (0, 1) 

26 . 11 sen(9.v 2 + 4 y 2 )dA, onde Rea regiao do primeiro quadrante 
limitada pela elipse 9x 2 + 4y 2 = 1 

27 . 11 e x+y dA, onde R e dada pela inequagao | x \ + | y \ =S 1 


28 . Seja/uma fungao continua em [0, 1] e seja R a regiao triangular 
com vertices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). Mostre que 

JJ fix + y) dA = J uf(u) du 

R 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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Revisao 

Verificacao de Conceitos 

1. Suponha que/seja uma fungao contmua defmida sobre um re- 
tangulo R = [a, b ] X [c, d ]. 

(a) Escreva uma expressao para uma soma de Riemann de uma 
fungao/. Se f(x, y) 0, o que representa a soma? 

(b) Escreva a definigao de | j R f(x, y) dA como um limite. 

(c) Qual e a interpretagao geometrica de | | R f(x, y) dA se 
f(x, y) 3= 0? E se/tiver valores positivos e valores negativos? 

(d) Como calcular J'J' R f(x, y) dAl 

(e) O que a Regra do Ponto Medio para integrals duplas diz? 

(f) Escreva uma expressao para o valor medio de/. 

2. (a) Como voce define | | D f(x, y ) dAseD e uma regiao limitada 

que nao e retangular? 

(b) O que e uma regiao do tipo I? Como calcular | \ D f(x, y) dA 
se D for uma regiao do tipo I? 

(c) O que e uma regiao do tipo II? Como calcular | \ D f(x, y) dA 
se D for uma regiao do tipo II? 

(d) Quais as propriedades de uma integral dupla? 

3. Como transformar uma integral dupla em coordenadas retangu- 
lares para uma integral dupla em coordenadas polares? Por que 
voce faria isso? 

4. Se uma lamina ocupa uma regiao plana D e tem densidade p (x, y ), 
escreva expressoes para cada um dos seguintes itens em termos 
de integral dupla. 

(a) A massa 

(b) Os momentos em relagao aos eixos 

(c) O centra de massa 

(d) Os momentos de inercia em relagao aos eixos e a origem 

5. Seja/uma fungao densidade conjunta de um par de variaveis alea- 
torias X e Y. 

(a) Escreva uma integral dupla que represente a probabilidade de 
X estar entre a e b e Y estar entre c e d. 

(b) Que propriedades/possui? 


(c) Quais sao os valores esperados deXef? 

6. Escreva uma expressao para a area de uma superficie z = fix, y), 
(x, y) £ D. 

7. (a) Escreva a definigao da integral tripla de/sobre uma caixa re¬ 

tangular B. 

(b) Como calcular JjJ B f(x, y, z) dVl 

(c) Como definir 11L f(x, y, z) dV se E for uma regiao solida li¬ 
mitada diferente de uma caixa retangular? 

(d) O que e uma regiao solida do tipo 1? Como calcular 
jjj' f , f(x, y, z) dV se E for uma regiao deste tipo? 

(e) O que e uma regiao solida do tipo 2? Como calcular 
JTJe /(■*> z) dV se E for uma regiao deste tipo? 

(f) O que e uma regiao solida do tipo 3? Como calcular 
fJL f(x, y, z) dV se E for uma regiao deste tipo? 

8. Suponha que um objeto solido ocupe uma regiao E e tenha fun- 
gao densidade p(x, y, z)- Escreva expressoes para cada um dos se¬ 
guintes itens. 

(a) A massa 

(b) Os momentos em relagao aos pianos coordenados 

(c) As coordenadas do centra de massa 

(d) Os momentos de inercia em relagao aos eixos 

9. (a) Como, em uma integral tripla, mudar de coordenadas retan- 

gulares para coordenadas cillndricas? 

(b) Como, em uma integral tripla, mudar de coordenadas retan- 
gulares para coordenadas esfericas? 

(c) Em que situagoes voce deve mudar para coordenadas cilin- 
dricas ou esfericas? 

10. (a) Se uma transformagao T e dada por x = g(u, v), y = h(u, v), 

qual e o jacobiano de 77 

(b) Como voce muda de variaveis em uma integral dupla? 

(c) Como voce muda de variaveis em uma integral tripla? 


Testes Verdadeiro-Falso 


Determine se a afirmagao e falsa ou verdadeira. Se forverdadeira, explique 
por que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que mostre que 
e falsa. 

1. J J x 1 sen(jr — y) dx dy = j j x 2 sen(.t — y) dy dx 

2. | I" Jx + y 2 dy dx = | f Jx + y 2 dx dy 

Jo Jo Jo Jo 

3. J j x 2 e y dy dx = J x 2 dx j e y dy 

4. £ e x ' +s ‘ sen y dx dy = 0 

5. Se/for contmua em [0, 1], entao, 

Jo J>>*> dy dx = [\' 0 ^ x)dx ] 2 


6 . | | (x 2 + Jy ) sen (x 2 y 2 )dxdy =S 9 

7. Se D e um disco dado por x 2 + y 2 =£ 4, entao 

)) JA — X 2 — y : dA = y 7T 

D 

8. A integral | j | £ kr 3 dz dr d6 representa o momenta de inercia em 
relagao ao eixo z de um solido E com densidade constante k. 

9. A integral 

f 2 " f 2 f 2 dz dr d6 

J0 JO Jr 

representa o volume limitado pelo cone z = Jx 2 + y 2 e pelo 
piano z = 2. 
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Exerci'cios 


1. A figura mostra o mapa de contorno de / no quadrado 
R = [0, 3] X [0, 3], Utilize uma soma de Riemann de nove ter- 
mos para estimar o valor de 11^ f(x, y) dA. Tome os pontos de 
amostragem como os cantos superiores direitos dos quadrados. 



16. §j D xydA, onde D = {(x, y) | 0 =£ y =S 1, y 2 =£ x =£ y + 2} 


17. j j — — —7 dA, onde D e limitado por y = <Jx, y = 0, x = 1 

D X 

'*■ If IT — dA, onde D 6 a regiao triangular com vertices (0, 0), 


(1, l)e(0, 1) 


19. JJ D y dA, onde D e a regiao no primeiro quadrante limitada pelas 
parabolas x = y 2 e x = 8 — y 2 

20. IT y dA, onde flea regiao do primeiro quadrante que esta acima 
da hiperbole xy = 1 e da reta y = x e abaixo da reta y = 2 

21- JL (* 2 + y 2 ) 3 ' 2 dA, onde D e a regiao do primeiro quadrante li¬ 
mitada pelas retas y = 0 e y = -J'.3 x e pelo cfrculo x 2 + y 2 = 9 

22 . IT x dA, onde flea regiao no primeiro quadrante que se encon- 
tra entre os circulos x 2 + y 2 = l e x 2 + y 2 = 2 

23. JJJ £ xy dV, onde E = {( x, y, z) | 0 =S x 3, 0 =S y =£ x, 

0 =£ z =£ x + y} 


24- JJj xy dV, onde T e o tetraedro solido com vertices (0, 0, 0), 
(|, 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ) e ( 0 , 0 , 1 ) 


2. Utilize a Regra do Ponto Medio para estimar a integral do Exer- 


cfcio 1. 


3-8 Calcule a integral iterada. 


3. J j" (y + 2xe y ) dx dy 

4. I’ 1 [ l ye xy dxdy 

5. I I cosDc 2 ) dy dx 

Jo Jo 

6. j | 3xy 2 dy dx 

7. j | j ^ ~ y sen x dz dy dx 

8. ))) 6 .vyz dz dx dy 


10 Escreva |J /( x, y) dA como uma integral iterada, onde R e a re¬ 
giao mostrada e/e uma fun§ao arbitraria contmua em R. 

9. 10. 



11. Descreva a regiao cuja area e dada pela integral 


25. 11 J £ y 2 z 2 dV, onde Ee limitado pelo paraboloide x = 1 — y 2 — z 2 
e pelo piano x = 0 

26. 11J z dV, onde E e limitado pelos pianos y = 0, z = 0, 
x + y = 2 e pelo cilindro y 2 + z 2 = 1 no primeiro octante 

27. | )J yz dV, onde E esta acima do piano z = 0, abaixo do piano 
z = y e dentro do cilindro x 2 + y 2 = 4 

28- JJLzV* 5 " + y 2 + z 2 dV, onde He o hemisferio solido com cen¬ 
tre na origem e raio 1 , que esta acima do piano xy 


29-34 Determine o volume do solido dado. 

29. Abaixo do paraboloide z = x 2 + 4y 2 e acima do retangulo 
R = [0,2] X [1,4] 

30. Abaixo da superffcie z = x 2 y e acima do triangulo no piano xy 
com vertices (1, 0), (2, 1) e (4, 0) 

31. O tetraedro solido com vertices (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 2, 0) e 

( 2 , 2 , 0 ) 

32. Limitado pelo cilindro jc 2 + y 2 = 4 e pelos pianos z = 0 
ey + z = 3 

33. Uma das cunhas obtidas pelo corte do cilindro jc 2 + 9y 2 = a 2 
pelos pianos z = 0 e z = rnx 

34. Acima do paraboloide z = x 2 + y 2 e abaixo do semicone 
z = Jx 2 + y 2 


Cir/2 r sen 20 

r dr dO 

Jo Jo 

12. Descreva o solido cujo volume e dado pela integral 

rrjy-* dp d(,> de 

e calcule a integral. 

Calcule a integral iterada, primeiro invertendo a ordem de in- 
tegraqao. 2 

13 - £ I! cos(y 2) dy dx 14 - £ ^ dx dy 


35. Considere uma lamina que ocupa, no primeiro quadrante, a regiao 
D limitada pela parabola x = 1 — y 2 e pelos eixos coordenados, 
com fun^ao densidade p(x, y) = y. 

(a) Determine a massa da lamina. 

(b) Determine o centre de massa. 

(c) Determine os momentos de inercia e os raios de gira§ao em 
rela§ao aos eixos x ey. 

36. Uma lamina ocupa a parte do disco x 2 + y 2 ^a 2 que esta no pri¬ 
meiro quadrante. 

(a) Determine o centroide da lamina. 

(b) Determine o centre de massa da lamina se a fungao densidade 
for p(x, y) = xy 1 . 


15-28 Calcule o valor da integral multipla. 

15. JJ K ye xy dA, onde R = {(*, y) | 0 =S x 2, 0 « y =S 3} 

E nccessario usar uma calculadora grafica ou computador 


E necessario usar um sistema de computagao algebrica 
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37. (a) Determine o centroide de um cone circular reto com altura h 

e base com raio a. (Coloque o cone de forma que a base es- 
teja sobre o piano xy com o centra na origem e seu eixo esteja 
sobre o eixo z.) 

(b) Encontre o momenta de inercia do cone em relagao a seu eixo 
(o eixo z). 

38. Encontre a area da parte do cone z 2 = a 2 (x 2 + y 2 ) entre os pia¬ 
nos z = 1 e z = 2 . 

39. Determine a area da parte da superffcie z = x 2 + y que esta acima 
do triangulo com vertices ( 0 , 0 ), ( 1 , 0 ) e ( 0 , 2 ). 

40. Trace a superffcie z — x sen v. —3 x =S 3, — tt s; y =S ir e en¬ 
contre seu comprimento correto com 4 casas decimais. 

41. Utilize coordenadas polares para calcular 

[i^( x3 + x y 2 ^y dx 

42. Utilize coordenadas esfericas para calcular 


i 



V4-.r—)- 
— v/4— t 2 ~y 2 


y V * 2 + y 2 + z 2 dz dx dy 


43. Se D e umaregiao limitadapelas curvas y = 1 — x 2 ey = e x , de- 
tennine o valor aproximado da integral \ \ D y 2 dA. (Utilize umafer- 
ramenta grafica para estimar os pontos de intersecgao das curvas.) 

44. Determine o centra de massa do tetraedro solido com vertices 
(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3) e fungao densidade 
p(x, y, z) = x 2 + y 1 + z 2 . 

45. A fungao densidade conjunta das variaveis aleatorias Xefe 


. C(x + y) se0^x^3, 0 «y ^2 

f (x, y) = \ 

[0 caso contrario 

(a) Determine o valor da constante C. 

(b) Encontre P{X 2, Y 3= 1). 

(c) Encontre P(X + Y =£ 1). 

46. Uma luminaria tern tres lampadas, cada uma com vida media de 
800 horas. Se modelarmos a probabilidade de falha das lampadas 
por uma fungao densidade exponencial com media 800, determine 
a probabilidade das tres lampadas virem a falhar dentro de um in- 
tervalo de 1 000 horas. 

47. Reescreva a integral 


LS!>r f(x ’ y ’ z)dzdydx 

como uma integral iterada na ordem dx dy dz- 


48. De outras cinco integrals iteradas iguais a 


lololo 2f(x ’ y ’ z)dzdxdy 

49. Utilize a transformagao u = x — y, v = x + y para avaliar 

x-y 


If 


dA 


50 


x + y 

onde R 6 o quadrado com vertices (0, 2), (1, 1), (2, 2) e (1, 3). 
Utilize a transformagao x = u 2 , y = v 2 , z = w 1 para determi- 
nar o volume da regiao limitada pela superffcie 
•Jx + ~Jy + sfz = 1 e pelos pianos coordenados. 

51. Utilize a formula de mudanga de variaveis e uma transformagao 
adequada para calcular | xy dA, onde R e o quadrado com ver¬ 
tices ( 0 , 0 ), ( 1 , 1 ), ( 2 , 0 ) e ( 1 , - 1 ). 

52. O Teorema do Valor Medio para as integrals duplas diz que, 
se/e uma fungao contfnua em uma regiao plana D do tipo I ou 
do tipo II, entao existe um ponto (jco, yo) em D, tal que 


|| fix, y) dA = f(x o, y 0 ) A(D) 


Utilize o Teorema do Valor Extremo (14.7.8) e a Propriedade 
15.3.11 das integrals para demonstrar esse teorema. (Use a de- 
monstragao da versao unidimensional da Segao 6.5, no Volume I, 
como guia.) 

53. Suponha que/seja contfnua sobre um disco que content o ponto 
(a, b ). Seja D r o disco fechado com centra em ( a , b ) e raio r. Uti¬ 
lize o Teorema do Valor Medio para as integrals duplas (veja o 
Exercfcio 52) para mostrar que 


Jim || f(x, y) dA = f(a, b ) 


54 


L (a) Calcule |j ^ z + —yyyr dA, onde n e um inteiro e D e a regiao 

limitada pelos cfrculos com centro na origem e raios r e R, 
0 <r <R. 

(b) Para que valores de n a integral da parte (a) tern limite quando 
r —» 0 + ? 

1 


(c) Determine 


- dV, onde E 6 a regiao limi- 


(x 2 + y 2 + z 2 )" /2 

tada pelas esferas com centro na origem e raios r e R, 0 < r < R. 
(d) Para que valores de n a integral da parte (c) tern limite quando 
r —> 0 + ? 
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Problemas Quentes 


1. Se [x] denota o maior inteiro contido em x, calcule a integral 


|J h + yj dA 

R 


onde R = {(x, y) | 1 =£ x =£ 3, 2 y « 5}. 

2 . Calcule a Integral 

f‘ e™ x{x * yl} dy dx 

JO JO 


onde max { x 2 , y 2 } significa o maior dos niimeros x 2 e y 2 . 

3. Encontre o valor medio da funcao fix) = JJ cos (t 2 )dt no intervalo [0, 1]. 

4. Se a, b e c sao vetores constantes, r e o vetor posigao xi + yj + zk e E e dado pelas ine- 
quagoes 0 =s a • r =£ a, 0 =s b • r =s /3, 0 ^c-r«y, mostre que 


||| (a • r)(b • r)(c • r) dV 

E 


(aPy ) 2 

8| a • (b X c) | 


5. 


6 . 


A integral dupla 1 1 ) 1 —-— dx dy e uma integral impropria e pode ser definida como o 

Jo Jo 1 xy 

limite da integral dupla sobre o retangulo [0, /] X [0, t] quando t —» 1 _ . Mas, se expandir- 
mos o integrando como uma serie geometrica, podemos exprimir a integral como a soma 
de uma serie infinita. Mostre que 


IT- 

J o Jo 1 


1 


xy 


- dx dy = 2 ~ 


n=l n 


Leonhard Euler determinou o valor exato da soma da serie do Problema 5. Em 1736, ele 
demonstrou que 



TT 


2 


6 


Neste problema, pedimos que voce demonstre esse fato calculando a integral dupla do Pro¬ 
blema 5. Comece fazendo a mudanga de variavel 


u — v u + v 


7. 


Isso corresponde a uma rotagao em torno da origem de um angulo de tt/ 4. Voce precisara 
esbogar a regiao correspondente no piano uv. 

[Sugestdo: Se, ao avaliar a integral, voce encontrar uma das expressoes (1 - sen 0)/cos d 
ou (cos 0)/(l + sen 6 ), voce pode usar a identidade cos 6 = sen((ir/2) - 6) e a identidade 
correspondente para sen 6.]. 

(a) Mostre que 



- dx dy dz 

1 - xyz 



(Ninguem jamais foi capaz de determinar o valor exato da soma dessa serie.) 
(b) Mostre que 


8 . 



1 

1 + xyz 


dx dy dz 


i 


(- I )-- 1 


Use essa equagao para calcular a integral tripla com precisao de duas casas decimals. 
Mostre que 


arctg ttx — arctg x ir 

- dx = — In 7T 

Jo x 2 

primeiro escrevendo a integral como uma integral iterada. 
(a) Mostre que quando a equagao de Laplace 


d 2 U 

dx 2 


+ 


d 2 ll d~U 

dy~ dz 2 


= 0 


9 . 
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e escrita em coordenadas cilmdricas, ela se torna 

d 2 u 1 du 1 d 2 u d 2 u 

-5" H-I-o- T H- y = 0 

dr 2 r dr r 2 dd~ dz 2 

(b) Mostre que quando a cquacao de Laplace e escrita em coordenadas esfericas ela se torna 

d 2 u 2 du cotg d> du 1 d 2 u 1 d 2 u 

dp 2 p dp p 2 d(f> p 2 d(f) 2 p 2 sen 2 (f) dd 2 

10. (a) Uma lamina tem densidade constante p e o formato de um disco com centra na origem 

e raio R. Utilize a Lei de Newton da Gravitacao (veja a Seqao 13.4) para mostrar que 
a intensidade da fore; a de atracao que a lamina exerce sobre um corpo com massa m co- 
locado em um ponto (0, 0, d) no eixo z positivo e 

F = 2nGmpd(^- j R2 \ d2 ) 

[Sugestao: Divida o disco como na Figura 4 da Segao 15.4 e calcule primeiro a compo- 
nente vertical da forca exercida pelo sub-retangulo polar R,j. \ 

fb) Mostre que a intensidade da forqa de atragao da lamina com densidade p que ocupa o 
piano inteiro sobre um objeto de massa m localizado a distancia d do piano e 

F = 2 t rGmp 

Observe que esta expressao nao deve depender de d. 

11. Se/for contmua, mostre que 


12 . Calcule limn 2 2 2 ~/ ■> 

“ wi=i v« + ni + j 


\ x \ s \ z f(t)dtdzdy = [\ x (x- tff(t)dt 
Jo Jo Jo Jo 

1 


13. O piano 


— + -—f — = 1 a > 0, b > 0, c > 0 
a b c 


corta o elipsoide solido 


2 2 2 

x y z 
— + — ^ 1 
a 2 b 2 c 2 

em dois pcdacos. Encontre o volume do pedaco menor. 













Calculo Vetorial 



Superficies parametrizadas, estudadas 
na Segao 16.6, sao frequertemente 
utilizadas por programadores na criagao 
de filmes de animagao. Nesta cena de 
FormiguinhaZ, Princesa Bala esta 
prestes a tentar resgatar Z, que esta 
preso em uma gota de orvalho. A 
superffcie parametrizada representa a 
gota de orvalho, e uma familia de tais 
superficies descreve o seu movimento. 
Um dos programadores para este filme 
disse: "Eu gostaria de ter prestado mais 
atengao na aula de calculo, quando 
estavamos estudando superficies 
parametrizadas. Com certeza me 
ajudaria hoje." 


Dreamworks/Photofest 


Neste capftulo, estudaremos os calculos de campos vetoriais. (Estes sao as fungoes que asso- 
ciam vetores a pontos no espaqo.) Em particular, definiremos integrals de linha (que podem 
ser usadas para encontrar o trabalho realizado por um campo de forqa para mover um obje- 
to ao longo de uma curva). Em seguida, definiremos integrals de superffcie (que podem ser 
usadas para encontrar a taxa de fluxo do fluido atraves de uma superffcie). As conexoes entre 
esses novos tipos de integrals e as integrals unidimensionais, duplas e triplas que ja vimos 
sao dadas por versoes em maior dimensao do Teorema Fundamental do Calculo: Teorema 
de Green, Teorema de Stokes e o Teorema do Divergente. 
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16.1 


Campos Vetoriais 


Os vetores da Figura 1 representam os vetores velocidade do ar e indicam a velocidade esca- 
lar, a diregao e o sentido do vento em pontos a 10 m da superffcie, na area da Baia de Sao 
Francisco. Nos vemos num relance a partir das maiores setas na parte (a) que as velocidades 
do vento maiores naquele tempo ocorreram quando entraram na baia do outro lado da Ponte 
Golden Gate. A parte (b) mostra o padrao de vento muito diferente 12 horas antes. Associa- 
do a cada ponto do ar, podemos imaginar um vetor velocidade do vento. Este e um exemplo 
de campo vetorial de velocidade. 




(a) 18:00, 1° margo de 2010 (b) 6:00, 1° margo de 2010 

FIGURA 1 Campos vetoriais de velocidade mostrando aspectos do vento na Baia de Sao Francisco 


Outros exemplos de campos vetoriais de velocidade estao ilustrados na Figura 2: correntes 
oceanicas e do fluxo passando por um aerofolio. 



(a) Correntes oceanicas em frente a costa de Nova Escocia (b) Escoamento do ar por um aerofolio inclinado 

FIGURA 2 Campos vetoriais de velocidade 


Outro tipo de campo vetorial, chamado campo deforga, associa um vetor lorca a cada ponto 
da regiao. Um exemplo e o campo de forga gravitacional que examinaremos no Exemplo 4. 

Em geral, um campo vetorial e uma fungao cujo dominio e um conjunto de pontos de R 2 
(ou R 3 ) e cuja imagem e um conjunto de vetores em Vi (ou V 3 ). 


|T| Definicao Seja D um conjunto em R 2 (uma regiao plana). Um campo vetorial em 
R 2 e uma fungao F que associa a cada ponto ( x, y) em D um vetor bidimensional 
F(x, >•). 
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A melhor maneira de enxergar um campo vetorial e desenhar a seta representando o vetor 
F(x, y) comecando no ponto (x, y). E claro que e impossivel fazer isso para todos os pontos 
( x , y), mas podemos visualizar F fazendo isso para alguns pontos representativos em D, 
como na Figura 3. Uma vez que F(x, y) e um vetor bidimensional, podemos escreve-lo em 
termos de suas fungoes componentes P e Q da seguinte forma: 

Fix, y ) = P(x, y ) i + Q(x, y ) j = (P(x, y), Q(x, y)) 

ou, de forma mais compacta, F = P i + Q j 

Observe que P e Q sao fungoes escalares de duas variaveis e sao chamadas, algumas vezes, 
campos escalares, para distingui-los dos campos vetoriais. 


2 Definicao Seja E um subconjunto de [R 3 . Um campo vetorial em [R 3 e uma fun- 


gao F que associa a cada ponto (x, y, z) em E um vetor tridimensional F (x, y, z). 



FIGURA 3 

Campo vetorial em R 2 


Um campo vetorial F em IR 3 esta ilustrado na Figura 4. Podemos escreve-lo em termos 
das fungoes componentes P, Q e R como 

F(x, y, z) = P(x, y,z) i + Q(x, y, z) j + R(x, y, z) k 

Como nas fungoes vetoriais na Segao 13.1, podemos definir a continuidade dos campos veto¬ 
riais e mostrar que F sera continua se e somente se suas fungoes componentes P, Q c R forem 
contmuas. 

As vezes identificamos um ponto {x, y, z ) com seu vetor posigao x = (x, y, z) e escreve- 
mos F(x) em vez de F(x, v, z). Entao F se torna uma fungao que associa um vetor F(x) a um 
vetor x. 



FIGURA 4 

Campo vetorial em R 3 


EXEMPLO 1 


Um campo vetorial em [R 2 e definido por F (x, v) 
bogando alguns dos vetores F(x, y) como na Figura 3. 


—y i + x j. Descreva F es- 


SOLUQAO Uma vez que F(l, 0) = j, desenhamos o vetor j = {0, 1) comegando no ponto 
(1, 0) na Figura 5. Uma vez que F(0, 1) = — i, desenhamos o vetor {—1, 0) com ponto ini- 
cial (0, 1). Continuando desta maneira, podemos calcular varios outros valores representati¬ 
vos de F(x, v) na tabela e extrair os vetores correspondentes para representar o campo 
vetorial na Figura 5. 


C X,y ) 

Fix, y) 

ix, y) 

Fix, y) 

(1,0) 

(0, 1) 

(-1,0) 

(o,-i) 

(2, 2) 

(-2, 2) 

(-2, -2) 

(2, -2) 

(3,0) 

(0, 3) 

(-3,0) 

(0, -3) 

(0, 1) 

(- 1 , 0 ) 

(0, -1) 

(1,0) 

(-2, 2) 

(-2, -2) 

(2, -2) 

(2, 2) 

(0, 3) 

(-3,0) 

(0, -3) 

(3,0) 


Na Figura 5, parece que cada seta e tangente a um circulo com centra na origem. Para 
confirmarmos isso, vamos tomar o produto escalar do vetor posigao x = x i + y j com o vetor 
F(x).F(„): 



FIGURA 5 

F(x,y)=-y\ + x\ 


x ■ F(x) = (xi + y j) • (~y i + x j) = -xy + yx = 0 

Isso mostra que F (x, v) e perpendicular ao vetor posigao (x, y) e, portanto, tangente ao cir¬ 
culo com centra na origem e raio | x | = ~Jx 2 + y 2 . Observe tambem que 

| F(x, y) | = y) 2 + x 2 = yjx 2 + y 2 = | x | 


de modo que o comprimento do vetor Fix, y) e igual ao raio do circulo. 

Alguns sistemas de computagao algebrica sao capazes de tragar um campo vetorial em 
duas ou tres dimensoes. Eles fornecem melhor visualizagao do campo que o esbogo feito a 
mao, pois o computador pode desenhar grande numero de vetores representativos. A Figura 
6 apresenta uma saida de computador para o campo vetorial do Exemplo 1; as Figuras 7 e 8 
mostram outros dois campos vetoriais. Observe que o computador muda a escala de 
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comprimento do vetor para que ele nao fique comprido demais, embora ainda seja propor- 
cional ao verdadeiro comprimento. 
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FIGURA 6 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


F(x,y) = (-y,x) 


F(jc, y) = {y, sen x) 


F(*, y) = <ln(l + y 2 ), ln(l + x 2 )> 


EXEMPLO 2 


Esboce o campo vetorial em R 3 dado por F (x, y, z) = z k. 


S0LUCA0 O desenho esta mostrado na Figura 9. Observe que todos os vetores sao verticais, 
apontando para cima, quando acima do piano xy ou para baixo, quando abaixo do piano xy. 
O comprimento aumenta a medida que nos distanciamos do piano xy. 



Somos capazes de desenhar o campo vetorial do Exemplo 2 a mao, pois ele e especial- 
mente simples. A maioria dos campos vetoriais tridimensionais, no entanto, sao virtualmente 
imposslveis de serem desenhados a mao e, por isso, precisamos recorrer a um sistema de com- 
puta£ao algebrica. Exemplos sao mostrados nas Figuras 10, 11 e 12. Observe que os campos 
vetoriais nas Figuras 10 e 11 tern formulas semelhantes, mas todos os vetores na Figura 11 
apontam na direcao geral do eixo negativo y porque seus componentes y sao todos —2. Se o 
campo vetorial na Figura 12 representa um campo de velocidades, entao uma partfcula seria 
levada para cima e iria espiralar em torno do eixo z no sentido horario quando visto de cima. 




FIGURA 10 

F(jt, y, z)=yi + zj + xk 


FIGURA 11 

Fpt, y, z) = y i — 2 j + x k 
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EXEMPLO 3 


Imagine um liquido escoando uniformemente em um cano e seja V (x, y, z) o 
vetor velocidade em um ponto ( x , y, z). Entao V associa um vetor a cada ponto (x, y, z) de certo 
dominio E (interior do cano) e assim, Y e um campo vetorial em R 3 chamado campo de ve¬ 
locidade. Um possivel campo de velocidade e ilustrado na Figura 13. A velocidade em qual- 
quer ponto e indicada pelo comprimento da seta. 

Campos de velocidade ocorrem em outras areas da fisica. Por exemplo: o campo vetorial 
do Exemplo 1 pode ser usado como o campo de velocidade descrevendo a rotagao no 
sentido anti-horario de uma roda. Vimos outros exemplos de campo de velocidade nas Figu- 
ras 1 e 2. 


EXEMPLO 4 


A Lei da Gravitagao de Newton afirma que a intensidade da forga gravitacional 
entre dois objetos com massas m e M e 


m A4 Ci 



1139 Em Visual 16.1 voce pode girar os 
campos de vetores nas Figuras 10-12, bem 
como os campos adicionais. 



FIGURA 13 

Campo de velocidade do 
escoamento de um fluido 


onde r e a distancia entre os objetos eGea constante gravitacional. (Este e um exemplo de 
uma lei inversa da raiz quadrada.) Vamos supor que o objeto com massa M esteja localizado 
na origem em R 3 . (Por exemplo, M pode ser a massa da Terra e a origem estaria em seu cen- 
tro.) Seja o vetor posigao do objeto com massa m x = (x, y, z). Entao r = |x|, logo, 
r 2 = |x| 2 . A forga gravitacional exercida nesse segundo objeto age em diregao a origem e o 
vetor unitario em sua diregao e 

x 

I x I 

Portanto, a forga gravitacional agindo no objeto em x = (x , v, z) e 


3 


F(x) = - 


mMG 


x 


[Os fisicos usam frequentemente a notagao r ao inves de x para o vetor posigao, entao voce 
pode ver a Formula 3 escrita na forma F = — (mMG/r 3 )r.] A fungao dada pela Equagao 3 e 
um exemplo de campo vetorial, chamado campo gravitacional, porque associa um vetor [a 
forga F(x)] a cada ponto x do espago. 

A Formula 3 e um modo compacto de escrever o campo gravitacional, mas podemos 
escreve-lo em termos de suas fungoes componentes, usando o fato de que x = x i + y j + zk 
e | x | = sjx 1 + y 2 + z 2 : 


F (x,y,z) = 


—mMGx 


—mMGy 


j + 


—mMGz 


(x 2 + r + z 2 ) 3 ' 2 Or + r + z 2 ) 3/2 J (x 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 


O campo gravitacional F esta ilustrado na Figura 14. 



FIGURA 14 

Campo de forga gravitacional 


EXEMPLO 5 


Suponha que uma carga eletrica Q esteja localizada na origem. Pela Lei de Cou¬ 
lomb, a forga eletrica F(x) exercida por essa carga sobre uma carga q localizada no ponto 
(x, y, z ) com vetor posigao x = (x, y, z) e 


0 


F(x) = 



X 


onde s e uma constante (que depende da unidade usada). Para cargas de mesmo sinal, temos 
qQ > 0 e a forga e repulsiva; para cargas opostas temos qQ < 0 e a forga e atrativa. Obser¬ 
ve a semelhanga entre as Formulas 3 e 4. Ambas sao exemplos de campos de forga. 

Em vez de considerarem a forga eletrica F, os fisicos frequentemente consideram a forga 
por unidade de carga: 


E(x) = — F(x) = 

q 



x 


Entao E e um campo vetorial em R 3 chamado campo eletrico de Q. 
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FIGURA 15 


Campos Gradiente 

Se/e uma funcao escalar de duas variaveis, sabemos da Secao 14.6 que seu gradiente V/(ou 
grad/) e definido por 

V/ (x, y) = f/x, y ) i + f y (x, y) j 

Portanto, V/ e realmente um campo vetorial em U ! ee denominado campo vetorial gra¬ 
diente. Da mesma forma, se/for uma funcao escalar de tres variaveis, seu gradiente e um 
campo vetorial em R’ dado por 

V f ( x , y , z) = fx(x, y, z) i + ZD, y, z) j + f z {x, y , z) k 


EXEMPLO 6 


Determine o campo vetorial gradiente de/fx, v) = x 2 y — y 3 . Desenhe o campo 
vetorial gradiente juntamente com um mapa de contorno de/. Como eles estao relacionados? 


SOLUQAO O campo vetorial gradiente e dado por 

V/(x, y) — i + ~ j = 2xy i + (x 2 
dx dy 


3y 2 )j 


A Figura 15 mostra o mapa de contorno de/com o campo vetorial gradiente. Observe que os 
vetores gradientes sao perpendiculares as curvas de nfvel, como deviamos esperar da Segao 
14.6. Observe tambem que os vetores gradientes sao mais longos onde as curvas de nfvel estao 
mais proximas umas das outras e mais curtos quando elas estao mais distantes entre si. Isso 
se deve ao fato de o comprimento do vetor gradiente ser o valor da derivada direcional de / e 
a proximidade das curvas de nfvel indicar uma grande inclinagao no grafico. 

Um campo vetorial F e chamado campo vetorial conservativo se ele for o gradiente de 
alguma funcao escalar, ou seja, se existir uma funcao / tal que F = V/. Nessa situa 5 ao,/e 
denominada funcao potencial de F. 

Nem todos os campos vetoriais sao conservatives, mas estes campos aparecem frequen- 
temente em ffsica. Por exemplo: o campo gravitacional F do Exemplo 4 e conservativo, pois, 
se definimos 


entao 


f(x, y, z) 


niMG 

sjx 2 + y 2 + z 2 


V/(x, y, z) 


df . , df df 

-l H-| H-k 

dx By Bz 


—mMGx 

(jr 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 


—»zMGy . i —mMGz i 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ' 2 J + (x 2 +y 2 + z 2 ) 3 ' 2 k 


= F(x, y, z) 


Nas Secbes 16.3 e 16.5, aprenderemos a determinar se um campo vetorial e conservativo ou nao. 



Exercicios 


1-10 Esboce o campo vetorial F desenhando um diagrama como o 
da Figura 5 ou da Figura 9. 


1. 

F(x, y) =0,3 i - 0,4 j 

2. 

F(x, y) 

3. 

F(x, y) = —1 i + (y — x)j 

4. 

Ffx, y) 

5. 

+ + 

II 

6. 

F(x,y) 


= + yj 

= y i + (x + y) j 

y i ~ xj 


7. F(x, y, z) = k 8. F(x, y , z) = — y k 

9. F(x, y, z ) = -v k 10. F(x, y, z) = j — i 

11-1 Fa^a a correspondencia entre o campo vetorial F e a figura 
rotulada de I-IV. Justifique suas escolhas. 

11. ¥(x, y ) = (x, -y ) 12. F(x, y) = x , -y) 

13. F(jc, y) = (y, y + 2) 14. F(x, y) = (cos (jc + y ), x) 


|SCA| E necessario usar um sistema de computatjao algebrica 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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I 3 


II 3 


25-26 Determine o campo vetorial gradiente V/de/e esboce-o. 


V // // 
/ / / / / 
t r r r r 

t t t t t 

r i i t i 

/////| 
/ / / / / 

/ r / / / 

r i t r t 

t i i t i 

11111 

11111 


-3 


III 3 


ft, \ \ \ ^ 

\ \ N ' 
V \ \ X ' 

l V V ' * 

l l , > ■ 

S 

• • / t f 

i 1 ' ■ - 

>'111 

' ' \ \ \ 


' X \ \ \ 

-- - *- V v 

x \ \ \ \ 

i- ^ v V \ 

N \ \ \ V 


3 


[Y V I ' - 

V \ \ > - 

IQ" 

n ' " 

J l l X ' 

- ' t T f\ 
-'it t 
"Qt 
• ' ' N J 

- ' i \ \ 

/ / / > ' 

- ' t \ \ 

1J t ‘ • 

-''M 

1 l /' ■ 

■'ft] 

\l i'' 

' < t t f 

Iv v 1 2 

" * t t. 


3 



V S J l J 

1 V \ \ \) 

S / / l 1 

uvw 

S S S J l 

^ S / / 

V \ \ N 

V 

V \ ' 

V. V \ \ 1 

/ / s s* 

t r s s s* 

\\ \ \ 1 

r r / / s 

K \ \ \ i 

f t ; / /) 

— 

3 


15-18 Faga a correspondencia entre o campo vetorial F em R 3 e a 
figura rotulada de I-IV. Justifique suas escolhas. 


15. F(x, y, z) = i + 2 j + 3 k 16. F(x, y, z) = i + 2 j + zk 


17. F(x, y, z) = xi + ;yj + 3k 18. F(x, y, z) = x i + y j + ck 



25. f(x,y)=x 2 -y 26. f(x, y) = Jx 2 + y 2 


[SCA], 27-28 Desenhe o campo vetorial gradiente de/juntamente com um 
mapa de contomo de/ Explique como eles estao relacionados entre si. 
27. f(x, y) = ln(l + x 2 + 2y 2 ) 28. f(x, y) = cos x — 2 sen y 

29-32 Faga uma correspondencia entre as fungoes / e os desenhos 
de seus campos vetoriais gradientes rotulados de I-IV. Justifique 
suas escolhas. 

29. f(x,y)=x 2 + y 


31. f(x,y) = (x+y) 2 
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30. f(x,y) = x(x +>’) 

32. /( x,y) = sen^/x 2 + y 1 

II 4 
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33. Uma partlcula se move em um campo de velocidade 
\{x , y) = {x 2 , x + y 1 ). Se ela esta na posigao (2, 1) no instante 
t = 3, estime sua posigao no instante t = 3,01. 



19. Se voce dispoe de um SCA que trace campos vetoriais (o co- 
mando para faze-lo no Maple e f ieldplot e no Mathematica 
e PlotVectorField ou VectorPlot). use-o para tragar 

F(x, >') = Q 2 - 2xy) i + (3xv - 6x 2 ) j 
Explique sua aparencia, determinando um conjunto de pontos 
(x , y) tal que F(x, y) = 0. 

20. Seja F(x) = (r 2 — 2r)x, onde x = (x, y) e r = |x|. Use um SCA 
para tragar esse campo vetorial em varios domlnios, ate conse- 
guir visualizar o que ocorre. Descreva a aparencia do desenho e 
explique-o, determinando os pontos onde F(x) = 0. 

21-24 Determine o campo vetorial gradiente/! 

21. f(x, y) = xe*y 22. f(x, y) = tg(3x - Ay) 

23. f(x, y, z) = sjx 2 + y 2 + z 2 24. f(x, y, z) = x cos (y/z) 


34. No instante t = 1, uma partlcula esta localizada na posigao 
(1,3). Se ela se move em um campo de velocidade 

F(x,y) = (xy — 2,y 2 — 10) 
encontre sua posigao aproximada no instante t = 1,05. 

35. As linhas de escoamento (ou linhas de corrente) de um campo 
vetorial sao as trajetorias seguidas por uma partlcula cujo cam¬ 
po de velocidade e um campo vetorial dado. Assim, os vetores 
do campo vetorial sao tangentes a suas linhas de fluxo. 

(a) Use um esbogo do campo vetorial F(x, y) = x i — y j para de- 
senhar algumas linhas de escoamento. Desses seus esbogos 
e posslvel descobrir qual e a equagao das linhas de escoa¬ 
mento? 

(b) Se as equagoes parametricas de uma linha de escoamento sao 
x — x(r), y = y(t), explique por que essas fungoes satisfazem 
as equagoes diferenciais dxldt = ie dyldt = —y. Entao re- 
solva as equagoes diferenciais para encontrar uma equagao 
da linha de escoamento que passa atraves do ponto (1, 1). 

36. (a) Esboce o campo vetorial F(x, y) = i + x j e algumas linhas 

de escoamento. Qual e o formato que essas linhas de escoa¬ 
mento parecem ter? 

(b) Se as equagoes parametricas das linhas de escoamento sao 
x = x(t), y = y(t), que equagoes diferenciais essas fungoes sa¬ 
tisfazem? Deduza que dy/dx = x. 

(c) Se uma partlcula esta na origem no instante inicial e o campo 
de velocidade e dado por F, determine uma equagao para a 
trajetoria percorrida por ela. 
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16.2 


Integrals de Linha 



FIGURA 1 


Nesta segao, definiremos uma integral que e semelhante a integral unidimensional, exceto 
que, ao inves de integrarmos sobre um intervalo [a, b], integraremos sobre uma curva C. Tais 
integrals sao chamadas integrals de linha , embora "integrals de curva" seria melhor termi- 
nologia. Elas foram inventadas no comcco do seculo XIX para resolver problemas que envol- 
viam escoamento de fluidos, forgas, eletricidade e magnetismo. 

Comegamos com uma curva plana C dada pelas equagoes parametricas 


[j] x = x(t) y = y(t) a^t^b 

ou, o que e equivalente, pela equagao vetorial r(f) = x(t) i + y(t) j, e supomos que C seja uma 
curva suave. [Isso significa que r' e contmua e r'(f) ¥= 0. Veja a Segao 13.3.] Se dividirmos o 
intervalo do parametro [a, b] em n subintervalos [t, i, f,-] de igual tamanho e se fizermos 
Xi = x(tj) e yt = y(ti), entao os pontos correspondentes Piix„ v,) dividem C em n subarcos de 
comprimentos A.vi, A,v 2 , . . . . A,v„. (Veja a Figura 1.) Escolhemos um ponto qualquer Pt{xt, 
yf) no i-esimo subarco. (Isto corresponde a um ponto tf em |r, i, t,].) Agora, se/for uma fun¬ 
gao de duas variaveis cujo dommio inclui a curva C, calculamos / no ponto (xf, yt), multi- 
plicamos pelo comprimento A ,v, do subarco e somamos 

2 f(x*,y*) Asi 

i= 1 

que e semelhante a soma de Riemann. Em seguida, tomamos o limite dessa soma e fazemos 
a seguinte defmigao, por analogia com a integral unidimensional: 


2 Definicao Se/e definida sobre uma curva suave C dada pelas Equagoes 1, entao 


a integral de linha de / sobre C e 

f fix, y) ds = lim 2 fix*, y*) As, 

JC n —>00 


se esse limite existir. 


A fungao comprimento de arco s foi discutida na 



Na Segao 10.2 verificamos que o comprimento da curva C 6 



Argumentagao semelhante pode ser usada para mostrar que, se / e uma fungao contmua, 
entao o limite na Defmigao 2 sempre existe e a formula seguinte pode ser empregada para 
calcular a integral de linha: 


3 J 

C fix, y) ds = 

j{x{t), y(f)) yj 

'(f) 

’*(?) 

dt 


O valor da integral de linha nao depende da parametrizagao da curva, desde que a curva seja 
percorrida uma unica vez quando t cresce de a para b. 

Se sit) e o comprimento de C entre r (a) e r(t), entao 

* = J(—)+ M 

dt v \ dt / \ dt ) 

Um modo de memorizar a Formula 3 e escrever tudo em termos do parametro t: Use a para¬ 
metrizagao para exprimir x e v em termos de t e escreva ds como 



No caso especial em que C e um segmento de reta unindo (a, 0) a ( b , 0), usando x como 
parametro, escrevemos as equagoes parametricas de C da seguinte forma: x = x, y = 0, a=sx 
« b. A Formula 3 fica 

J fi x , y) ds = J f(x, 0) dx 

e, nesse caso, a integral de linha se reduz a uma integral unidimensional. 
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Assim como para as integrals unidimensionais, podemos interpretar a integral de linha de 
uma fungao positiva como uma area. De fato, se / (x, y) 5= 0, J c /(x, v) ds representa a area 
da “cerca” ou “cortina” da Figura 2, cuja base e C e cuja altura acima do ponto (x, y ) 
6f(x, y). 


EXEMPLO 1 


f 1 + y 2 = 1. 


Calcule f c (2 + x 2 y) ds, onde C e a metade superior do cfrculo unitario 


S0LUCA0 Para utilizar a Formula 3, primeiro precisamos de equagoes parametricas para 
representar C. Recorde-se de que o cfrculo unitario pode ser parametrizado por meio das 
equagoes 


X = cos t 


y = sen t 


e a metade superior do cfrculo e descrita pelo intervalo do parametro 0 t 7r (veja a Figu¬ 
ra 3). Portanto, a Formula 3 da 


j" (2 + x 2 y) ols = J (2 + cos 2 t sen t ) 


dx 


dt 


dy 


— + — dt 


dt 


= J " (2 + cos 2 t sen f) ,/sen 2 f + cos 2 f dt 

= I (2 + cos 2 t sen t ) dt = 

Jo 


= 2tt + 


Suponha agora que C seja uma curva suave por partes; ou seja, C e a uniao de um 
numero finito de curvas suaves C i, C 2 , .. ., C„ onde, como ilustrado na Figura 4, o ponto ini- 
cial de C,+i e o ponto final de C,. Nesse caso, definimos a integral de/ao longo de C como 
a soma das integrals de/ao longo de cada parte suave de C: 


£ f(x, y) ds = £ fix, y) ds + £ /(x, >)& + ■■■+£, fix, y) ds 


EXEMPLO 2 


Calcule j c 2x ds, onde C e formada pelo arco Ci da parabola v = x 2 de (0, 0) a 
(1, 1) seguido pelo segmento de reta vertical C 2 de (1, 1) a (1, 2). 


S0LUQA0 A curva C e mostrada na Figura 5. C\ e o grafico de uma fun§ao de x, entao pode¬ 
mos escolher x como parametro e as equa 5 oes de C\ se tornam 


Portanto, 


v = v y = xr 


0 ^ 1 


L, 2 x* = J>y| 


dx 


dx 


+ (“f) cU - £ 2xJl+XXdx 


-1 ■ l(i + _ 


5^ - 1 


Em C 2 escolhemos y como parametro, e as equagoes de Ci sao 


e 

Logo, 


X = 1 


y = y 


£ 2x ds = £ 2(1) 

f 2 x ds = [ 2x ds + f 
jc Jc ! Jc 


—-f 


1 «y«2 

dy = j 2 dy = 2 


5^5 - 1 

2x ds =-1- 2 

c 2 6 


Qualquer interpretagao ffsica de uma integral de reta f c f(x, y) ds depende da interpreta- 
gao ffsica da fungao/. Suponhamos que p(x, y) represente a densidade linear de um ponto de 
(x, v) de um fio fino com a forma de uma curva C. Entao, a massa da parte do fio a partir de 




x 2 + y 2 = l 
(js=0) 



0 ^ 


FIGURA 4 

Curva suave por partes 


y 



( 0 , 0 ) 


FIGURA 5 

c=c, uc 2 
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FIGURA6 


Pi- 1 ate Pi na Figura 1 e de cerca de p(x ;*, y ; *)A ,v, e assim a massa total do fio e de cerca de 
^p(x,*, v,*)A,v,. Tomando cada vez mais pontos sobre a curva, obtemos o valor da massa in 
do fio como o valor limite dessas aproximagoes: 


m = lim 


im 2 p{xf, >’,*) A St = f p(x, y) ds 

(=i Jc 


[Por exemplo, se / (x, y) = 2 + x 2 y representa a densidade de um fio semicircular, entao a 
integral no Exemplo 1 representa a massa do fio.] O centro de massa do fio com a fungao 
densidade p encontra-se no ponto (x, y), onde 


s 


= — I xp(x, y) ds y = — f yp{x, y) 
m Jc m Jc 


ds 


Outras interpretacdes ffsicas das integrals de linha serao discutidas adiante neste capftulo. 

Um arame tem o formato de um semicfrculo x 2 + y 2 = I, y 5* 0. e mais grosso 
perto da base do que perto do topo. Ache o centro de massa desse arame se a fungao densi¬ 
dade linear em qualquer ponto for proporcional a sua distancia a reta y = 1. 

S0LUQA0 Como no Exemplo 1, usamos a parametrizagao x - cos t, y = sen /, OsSf^ n, e 
determinamos que ds = dt. A densidade linear e 

p{x, y) = k( 1 - y) 

onde k 6 uma constante e, entao, a massa do arame e 

m = j k( 1 — y) ds = J k( 1 — sen t) dt = k[t + cos f] 0 = k(ir — 2) 

Das Equacdes 4, temos 


— f yp(x,y)ds = 1 f y^(l - y) 

m Jc Ic(tt — 2) Jc 


ds 


1 J~, ■) 1 r 11 l 71 

- (sen t — sen~n dt =- —cos t — + i sen 2tL 

- 2 Jo 77-2 " 


77 — 2 

4—77 
2(77 - 2 ) 


Por simetria, vemos que x = 0, portanto o centro de massa e 

4 — 77 


0 , 


(0, 0,38) 


2(77 - 2 ), 

(Veja a Figura 6.) 

Duas outras integrals de linha sao obtidas trocando-se As, por Ax, = x, — X;-i ou 
Ay, = y, — y,'-i na Definigao 2. Elas sao chamadas, respectivamente, integrais de linha de 

/ ao longo de C com relacao a x e y: 


H 


f /(x, y) dx = lim 2 fix*, >’,*) Ax, 

JC 0 ;= j 

[ fix, y) dy = lim 2 fix*, y,*) Ay, 

JC n —>°0 ;= ] 


Quando queremos distinguir a integral de linha original | c/(x, y) ds das Equagoes 5 e 6, esta 
e chamada de integral de linha com relacao ao comprimento do arco. 

As formulas seguintes dizem que as integrais de linha com relagao axey podem ser cal- 
culadas escrevendo-se tudo em termos de (: x = x(/), y = y(t), dx = x'{t) dt, 
dy = y'(t) dt. 


m 


£/(u y) dx = |V(x(0, y(f))x'(t) dt 
j c f(x, y) dy = j‘’f(x(t), y(f))y'(f) dt 
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Frequentemente acontece de as integrals de linha com relagao ax ey ocorrerem em con- 
junto. Quando isso acontece, e costume abreviar escrevendo 

£ P(x, y) dx + £ Q(x, y) dy = £ P(x, y) dx + Q(x, y) dy 

Quando estamos nos preparando para resolver uma integral de linha, as vezes o mais diff- 
cil e pensar na representacao parametrica da curva cuja descrigao geometrica foi dada. Em 
especial, frequentemente precisamos parametrizar um segmento de reta e, portanto, e util 
lembrar que a representacao vetorial do segmento de reta que inicia em ro e termina em ri e 
dada por 


r(f) = (1 — f)r 0 + t ri 0 =£ t s£ 1 


(Veja a Equagao 12.5.4.) 


EXEMPLO 4 


Calcule \ c y 2 dx + x dy, onde (a) C = C\ e o segmento de reta de (—5, —3) a (0, 
2) e (b) C = Ci e o arco da parabola* = 4 — y 2 de (—5, —3) a (0, 2). (Veja a Figura 7.) 


S0LUQA0 

(a) A representacao parametrizada para o segmento de reta e 


x = 5t ~ 5 y = 5t — 3 O^f^l 

(Utilize a Equagao 8 com ro = {—5, —3) e ri = (0, 2).) Assim, dx = 5 dt, dy = 5 dt e a For¬ 
mula 7 fornecem 


£ y 2 dx + x dy = £ (5 t — 3) 2 (5 dt) + (5 1 — 5)(5 dt) 
= 5 f (25f 2 - 25 1 + 4) dt 

Jo 


= 5 


25t 


25 1 2 


+ At 


5_ 

6 



FIGURA 7 


(b) Como a parabola e dada em fnncao de y, usamos y como parametro e escrevemos Ci 
como 

x = 4 — y 2 y = y — 3 ^ y ^ 2 

Entao dx = —2y dy e, pela Formula 7, temos 

£ y 2 dx + xdy = j ^y 2 (— 2y) dy + (4 — y 2 )dy 

= £ 2 3 (-2y 3 - y 2 + 4) dy 



Observe que as respostas para os itens (a) e (b) do Exemplo 4 sao diferentes, apesar de as 
duas curvas terem as mesmas extremidades. Assim, em geral, o valor de uma integral de 
linha depende nao apenas das extremidades da curva, mas tambem da trajetoria. (Mas veja a 
Secao 16.3 para as condigoes em que a integral e independente do caminho.) 

Observe tambem que as respostas do Exemplo 4 dependem da orientagao ou sentido em 
que a curva e percorrida. Se —C\ representa o segmento de reta que vai de (0, 2) a (—5, —3), 
voce pode verificar, usando a parametrizagao 

x =—5t y = 2 —5 1 0 s£ f « 1 

que 1" y 2 dx + xdy = f 

J —Ci 

Em geral, dada a parametrizagao * = x(t), y = y(t), a ^ t ^ b. esta determina-se uma 
orientagao da curva C, com a orientagao positiva correspondendo aos valores crescentes do 
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t 



FIGURA 8 


parametro t (veja a Figura 8, onde o ponto inicial A corresponde ao valor do parametro a e o 
ponto terminal B corresponde a t = b). 

Se — C denota a curva constitufda pelos mesmos pontos que C, mas com orientagao con- 
traria (do ponto inicial B para o ponto terminal A na Figura 8), entao temos 

|_ c y) dx= ~ \ c f '(*> y) dx j_ c /(*> y) dy = -J c fix, y) dy 

Mas, se integrarmos em relagao ao comprimento de arco, o valor da integral de linha nao se 
altera ao revertermos a orientagao da curva: 

J_ c fix, y) ds = £ fix, y) ds 

Isso ocorre porque A s, e sempre positivo, enquanto Ax, e A v, mudam de sinal quando inver- 
temos a orientagao de C. 


Integrals de Linha no Espago 


Suponhamos agora que C seja uma curva espacial suave dada pelas equacoes parametricas 


x = x(f) y = y(t) z = z(t) a ^ t b 

ou por uma equagao vetorial v(t) = x(f) i + y(t) j + z.(t) k. Se/e uma funcao de tres varia- 
veis que e contfnua em alguma regiao contendo C, entao definimos a integral de linha de/ 
ao longo de C (com relagao ao comprimento de arco) de modo semelhante ao feito nas cur- 
vas planas: 

f f(x, y, z) ds = lim 2 /(xf, y*, z*) As, 

JC oo j=1 

Calculamos essa integral utilizando uma formula analoga a Equaqao 3: 



H } f /(x, y. z) ds - £/(*«), y«). -•«)) ^/(f) + (f) + (f) * 

Observe que as integrals das Fquacdes 3 e 9 podem ser escritas de modo mais compacto pela 
notacao vetorial 

f 4 /(r(t)) | r'(f) | dt 

J a 

Para o caso especial em que/(x, y, z) = 1, temos 

f ds = f I r'(f) I dt = L 

JC Ja 

onde Leo comprimento da curva C (veja a Segao 13.3.3). 

Tambem podemos definir integrais de linha ao longo de C em relagao a x, y e z. Por 
exemplo, 

[ f(x, y, z) dz = lim 2 /(xf, yf, z*) A z ; 

Jc n-* o= j=1 

= \ b f{xit), yit), 2(f)) z'it) dt 

Ja 

Portanto, como para as integrais de linha no piano, podemos calcular integrais da forma 




ic 


Fix, y, z) dx + <2(x, y, z) dy + Rix, y, z) dz 


escrevendo tudo (x, y, z, dx, dy, dz) em termos do parametro f. 


EXEMPLO 5 


Calcule | c v sen z ds, onde C e a helice circular dada pelas equagoes x = cos t, 
y = sen f, z = f, 0 =S f =S 2tt. (Veja a Figura 9.) 


SOLUQAO A Formula 9 nos da 


j" y sen z ds = j" (sen f) sen 



FIGURA 9 


dt 
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j sen 2 f-v/sen 2 ? + cos 2 t + 1 dt = -J2 j i(l — cos 2 1) dt 


= -y- [t - I sen 2t\" = *J2 1 


EXEMPLO6 


Calcule \ c y dx + z dy + xdz, onde C consiste no segmento de reta C\ de 
(2, 0, 0) a (3, 4, 5), seguido pelo segmento de reta vertical Ci de (3, 4, 5) a (3, 4, 0). 


S0LUCA0 A curva C e mostrada na Figura 10. Usando a Equagao 8, escrevemos C\ como 
r(0 = (1 - f)(2, 0, 0) + t( 3, 4, 5> = (2 + t. At, 5 1) 
ou, na forma parametrica, como 

x = 2 + t y = At z = 5t 0 =£ f ^ 1 

Logo, 

j" y dx + z dy + x dz = j" (40 dt + (504 dt + (2 + 05 dt 


= P (10 + 290 dt = 10 1 + 29 — 
Jo 2 


= 24,5 



Da mesma maneira, pode-se escrever Ci na forma 

r(0 = (1 - 0(3, 4, 5) + t{ 3, 4, 0) = (3, 4, 5 - 5t ) 
ou 

x = 3 y = A z = 5 — 5t O^f^l 

Entao dx = 0 = c/y, logo 


= -15 


j" y dx + z dy + x dz = j" 3(—5) 
Somando os valores das integrais, obtemos 

j ’ y dx + z dy + x dz = 24,5 — 15 = 9,5 


Integrals de Linha de Campos Vetoriais 

Lembre-se, da Se<jao 6.4, no Volume I, de que o trabalho feito por uma forga variavel/(x) que 
move uma partfcula de a ate b ao longo do eixo x e dado por W = J b f(x) dx. Depois, na Secao 
12.3, vimos que o trabalho feito por uma forga constante F para mover um objeto de um ponto 
P para outro ponto Q do espago e W = F • D, onde D = PQ e o vetor deslocamento. 

Suponha agora que F = / J i + (1 j + /? k seja um campo de forca continuo em R 3 , tal 
como o campo gravitacional do Exemplo 4 da Secao 16.1 ou o campo de forca eletrica do 
Exemplo 5 da Secao 16.1 (um campo de forca em R 2 pode ser visto como um caso especial 
onde R = 0 e P e Q dependem so de x e y). Queremos calcular o trabalho exercido por essa 
forga ao mover uma partfcula ao longo de uma curva suave C. 

Dividimos C em subarcos P,-iP, com comprimentos A,v, atraves da divisao de intervalos 
de parametros [a, b] em subintervalos de igual largura. (Veja a Figura 1 para o caso bidi- 
mensional, ou a Figura 11, para o caso tridimensional.) Escolha um ponto Pf(xf, yf, zf) no 
i-esimo subarco correspondente ao valor do parametro tf. Se As, e pequeno, o movimento 
da partfcula de P,-\ para P, na curva ocorre aproximadamente na dirccao de T(rf ), vetor tan- 
gente unitario a Pf. Entao, o trabalho feito pela forga F para mover a partfcula de P,-\ para 
Pi e aproximadamente 



FIGURA 11 


F(x*,y,*,z,*) • [As,T(f*)] = [F(x*,y,*,z,*) • T(f,*)] As, 


e o trabalho total executado para mover a partfcula ao longo de C e aproximadamente 


imxf.yf. 


zf) • T(x*, yf, zf)] As, 


0 
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A Figura 12 mostra o campo de forga e a 
curva do Exemplo 7. 0 trabalho realizado e 
negativo porque o campo impede o 
movimento ao longo da curva. 


onde T(x, y, z) e o vetor tangente unitario no ponto (x, y, z.) em C. Intuitivamente, vemos que 
estas aproximagoes devem se tomar melhor quando n torna-se maior. Portanto, definimos o 
trabalho W feito por um campo de forga F como o limite da soma de Riemann dada por [Q] 
, ou seja, 


12 


W = j" F (x,y, z) • T(x, y, z) ds — J F • T ds 


A Equagao 12 nos diz que o trabalho e a integral com relagao ao comprimento do arco da 
componente tangencial da forga. 

Se a curva C e dada pela equagao vetorial r(f) = x{t) i + y(t) j + z.(t) k, entao 
T(/) = r'(/)/| r'(/)l, e > pela Equagao 9, podemos reescrever a Equagao 12 como 


C b 

r'(t) 

II 

1 

1_ 


r'(/) | dt = f F(r(/)) • r'(/) dt 

Ja 


Essa ultima integral e frequentemente abreviada como jc F • dr e ocorre tambem em outras 
areas da fisica. Portanto, definimos a integral de linha de qualquer campo vetorial continuo 
como a seguir: 


13 Definicao Seja F um campo vetorial continuo definido sobre uma curva suave C 
dada pela fungao vetorial r(/), b. Entao, a integral de linha de F ao longo de 

Ce 


f F • dr = r F(r(f)) • r'(f) dt = [ F • T 

JC Ja JC 


ds 


Ao utilizar a Definigao 13, tenha em mente que F(r(f)) e apenas uma abreviagao de F(x(f), 
y(t), z(t)), entao podemos avaliar F(r(f)) simplesmente colocando x = x(t), y = y(t) e z = z(f) na 
expressao para F(x, v, z). Observe tambem que podemos formalmente escrever que dr = r'(f) dt. 



Determine o trabalho feito pelo campo de forga F(x, y) = x 2 i — xy j ao se mover 


EXEMPLO 7 


uma particula ao longo de um quarto de circulo r(t) = cos t i + sen t j, 0 t 

S0LUQA0 Uma vez que x = cos t ey = sen t, temos 

F(r(f)) = cos 2 f i — cos t sen t j 

e r'(0 = — sen t i + cos t j 

Portanto, o trabalho realizado e 

I F • dr = ( / F(r(f)) • r'(f) dt = [ 1 (—2 cos 2 / sen/) dt 
Jc Jo Jo 


= 2 - 


A Figura 13 mostra a cubica retorcida C no 
Exemplo 8 e alguns vetores tipicos 
atuando sobre tres pontos em C. 



FIGURA 13 


OBSERVACAO Apesar de | c F • dr = J c F • T ds e as integrals em relagao ao comprimen¬ 
to do arco nao trocarem de sinal quando a orientagao do caminho for invertida, e verdade que 

j F • dr = -j ¥ ■ dr 

pois o vetor tangente da unidade T e substituido por sua negativa quando C e substituido por 
-C. 


EXEMPLO 8 


dada por 


Calcule |’c F • dr, onde F(x, y, z) 


xy i + yz i fztkeCea cubica retorcida 


x = t 


y = t 2 z = t 3 O^/^l 


SOLUgAO Temos 

r(/) = / i + t 2 j + / 3 k 
r '(/) = i + 2/j + 3/ 2 k 
F(r(/» = / 3 i + / 5 j + / 4 k 
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Logo, 


| F • dr = £ F(r(/)) • r'(t) dt 


n , , f 4 5t 7 

( t 3 + 5t 6 )dt —-1- 

Jo 4 7 


27 

28 


Finalmente, observamos a relagao entre as integrals de linha de campos vetoriais e as inte¬ 
grals de linha de campos escalares. Suponha que o campo vetorial F em R 3 seja dado na 
forma de componente, a equagao F = P i + Q ) + /? k. Usamos a Definigao 13 para calcu- 
lar a sua integral de linha ao longo de C: 


j F • dr = £ F(r(f)) • r'O) dt 

= f‘(Pi + fi J + *k). (At) i + y'(t) j + z'{t) k) dt 

Ja 

= £’ [P(x{t),y(t),z{t))At) + Q(x{i),y(t),z{t))y'{t) + R(x{t),y{t), z(t))z'(t)\ dt 
Mas essa ultima integral e exatamente a integral de linha de [10]. Portanto, temos 

j" F • dr = j" P dx + Q dy + R dz onde F = P i + <2 j + P k 

Por exemplo, a integral [ c y dx + z dy + x dz do Exemplo 6 poderia ser expressa como 
jc F • dr, onde 

F(x, y, z) = y i + z j + xk 


Exercicios 

1-16 Calcule a integral de linha, onde C e a curva dada. 

1. § c y 3 ds, C.x — t 3 , y — t, 

2. J c xyds, C.x — t 2 , y = 2f, 0 ^ r =£ 1 

3. j c xy A ds, C e a metade direita do cfrculo x 1 + y 1 = 16. 

4. J x sen y ds, C e o segmento de reta que liga (0, 3) a (4, 6 ). 

5. j" (x 2 y 3 — yfic) dy, Ceo arco da curva y = \fx de (1,1) a (4,2). 

6. j c xe y dx, Ceo arco da curva x — e y de ( 1 , 0 ) a (e, 1 ). 

7. | (x + 2y) dx + x 2 dy, C consiste nos segmentos de reta 
de (0. 0) a (2, 1) e de (2, 1) a (3, 0). 

8. | c x 2 dy + y 2 dy, C consiste na metade superior da circunfe- 
rencia x 2 + y 2 = 4 de (2, 0) a (0, 2) e no segmento de reta de 
(0, 2) a (4, 3). 

9. J c xyzds, C:jc = 2senr, y = t, z—~ 2cost, O^f^rr 

10. \ c xyzr ds, C e o segmento de reta de (— 1, 5, 0) a (1, 6 , 4). 

11. J c xe yz ds, Ceo segmento de reta de ( 0 , 0 , 0 ) a ( 1 . 2 , 3). 

12. J c (x 2 + y 2 + z 2 ) ds, C: x — t, y = cos 2 1 , z. = sen 2 1 , 
0=Sf=£ 2 tt 


13. 

J c xye yz dy, C:x = t, y = t 2 , z = i 

VI 

VI 

o 

14. 

J c zdx + x dy + ydz, C:x= t 2 , y = 

t 3 , z = t 2 , 0 t « 1 

15. 

J c z 2 dx + x 2 dy + y 2 dz, C consiste 

nos segmentos de reta 


de (1, 0, Ola (4, 1,2). 


16. 

J c (y + z)dx + (x + z) dy, + (x + y) dz. 

C consiste nos seg- 


rnentos de reta de ( 0 , 0 , 0 ) a ( 1 , 0 , 1 ) e de ( 1 , 0 , 1 ) a ( 0 , 1 , 2 ). 


17. Seja F o campo vetorial mostrado na figura. 

(a) Se Ci e o segmento de reta vertical de (—3, —3) a ( — 3, 3), 
determine se j Cl F ■ dr e positivo, negativo ou zero. 

(b) Se Ci e o cfrculo de raio 3 e centra na origem percorrido no 
sentido anti-horario, determine se jc 2 F ■ dr e positivo, ne¬ 
gativo ou zero. 


-* -3* 
f s S ^ 
///-- 

1- 

[ f, ' ; ■ 

—* Na 

^ \ \ 

- ^ \ \ \ 

^ \ \ V 
- 1,1 f, 

-B ^—2' -1 0 

i ‘A r x 

\ \ \ ^-1- 

- ' j 1 l 

\ \ N - r 

- - / / / 

\ W ^ t 

^ s / / 

. -B- 



H E necessario usar uma calculadora grafica ou computador \ E necessario usar um sistema de computagao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 







962 


CALCULO 


18. A figura mostra um campo vetorial F e duas curvas C 1 e Ci- 
As integrais de linha de F sobre Ci e Ci sao positivas, negativas ou 
nulas? Explique. 


31. Encontre o valor exato de I x 3 y 2 z ds, onde C e a curva com equa¬ 
tes parametricas x — e~' cos 4 t, y = e~‘ sen 4 t, z — e~', 
0 =£ t =S 2tt. 



Calcule a integral de linha | C F • dr, onde C e dada pela fun- 
jao vetorial r (t). 


32. (a) Determine o trabalho realizado pelo campo de for§a 

F(x, y) = x 2 i + xy j sobre uma partfcula que da uma volta no 
cfrculo x 2 + y 2 = 4 orientada no sentido anti-horario. 

(b) Utilize um sistema de computa§ao algebrica para desenhar o 
campo de forga e o cfrculo na mesrna tela. Use essa figura 
para explicar sua resposta para a parte (a). 

33. Um arame fino e entortado no formato da semicircunferencia 
x 2 + y 2 = 4, x & 0. Se a densidade linear for uma constante k, de¬ 
termine a massa e o centra de massa do arame. 

34. Um arame fino tern a forma da parte que esta no primeiro qua- 
drante da circunferencia com centra na origern e raio a. Se a fun- 
§ao densidade for p(x, y) — kxy, encontre a massa e o centro de 
massa do arame. 


19. F(x,y) =xyi + 3y 2 j, r(t) = Ufi + t 3 j, 0 =£ f =S 1 

20. F(*, y, z) = (x + y) i + (y - z) j + z 2 k, 
r (t) = t 2 i + t 3 j + t 2 k, 0 =£ / ^ 1 

21. F(x, y, z ) = sen x i + cos y j + xz k, 
r (t) = t 3 i - t 2 j + t k, 0 t =£ 1 

22. F(*, y, z) — xi + y j — xy k. 
r(t) = cos t i + sen t j + t k, 


23-26 Use uma calculadora ou um SCA para calcular a integral de 
linha correta ate a quarta casa decimal. 

23. J c F ■ dr, onde F(x, y) = xy i + sen y j e r(t) = e'i + e r j, 

1 =Sf=£2 

24. | F • dr, onde F(x, y, z) — y sen zi + z sen x j + x sen y k e 
r(t) = cos t i + sen t j + sen 5t k, 0 =S t =£ tt 

25. | x sen( y + z) ds, onde C tem equa§oes parametricas x = t 2 , 
y = t 3 , z = t 4 , 0 t 5 

26 | ze~” ds, onde C tem equa^oes parametricas x = t, y = t 2 , 

z = e~', 0 =s t 1 


27-28 Use um grafico do campo vetorial F e a curva C para dizer se 
a integral de linha de F ao longo de C e positiva, negativa ou nula. 
Em seguida, calcule a integral. 


27. F(jc, y) = (x — y ) i + xy j , C e o arco de cfrculo jc 2 + y 2 = 4 per- 
corrido no sentido horario de ( 2 , 0 ) a ( 0 , — 2 ) 


28. F(jc, y) = 


yfx 


-i + 


t 2 + y 2 y/x 2 + y 2 
Cea parabola y = 1 + x 2 de ( — 1, 2) a (1, 2) 


29. (a) Calcule a integral de linha | C F • dr, onde 

F(jc, y) = e 1-1 i + xy j e C e dado por r(t) — t 2 i + t 3 j, 
0=st=s l. 

(b) Ilustre a parte (a) utilizando uma calculadora grafica ou um 
computador para desenhar C e os vetores do campo vetorial 
correspondentes a t = 0, \/y/2 e 1 (como na Figura 13). 

30. (a) Calcule a integral de linha |cF • dr, onde 

F(x, y,z) — xi — zi + vkeCe dado por 
r(t) = 2r i + 3/ j - f 2 k. -1 =s t =s 1. 

(b) Ilustre a parte (a) utilizando um computador para desenhar C 
e os vetores do campo vetorial correspondentes a 
t = ±le ±2 (como na Figura 13). 


35. (a) Escreva formulas semelhantes a Equa^ao 4 para o centro de 

massa (x, y, ~z) de um arame fino com forma da curva espa- 
cial C se o fio tem fun^ao densidade p(x, y, z). 

(b) Determine o centro de massa de um arame com formato da 
helice x = 2 sen t, y = 2 cos t, z — 3t, 0 =S t =£ 2 tt, se a den¬ 
sidade for uma constante k. 

36. Determine a massa e o centro de massa de um arame com for¬ 
mato da helice x = t, y = cos t,z= sen /, 0 =£ t =£ 2tt, se a den¬ 
sidade em qualquer ponto for igual ao quadrado da sua distancia 
do ponto a origem. 

37. Se um arame com densidade linear p( x, y) esta sobre uma curva 
plana C, seus momentos de inercia em relagao aos eixos x e y 
sao definidos por 

h = £ y 2 p(x, y) ds I, = £ x 2 p(x, y) ds 
Determine os momentos de inercia do arame do Exemplo 3. 

38. Se um arame com densidade linear p(x, y, z) esta sobre uma 
curva espacial C, seus momentos de inercia em rela^ao aos 
eixos x,y e z sao definidos por 

lx = J c (y 2 + z 2 )p(x, y, z) ds 

I y = J {x 2 + z 2 )p(x, y, z) ds 

L = £ (x 2 + y 2 )p(x, y, z) ds 

Determine os momentos de inercia do arame do Exercfcio 35. 

39. Determine o trabalho realizado pelo campo de forqa 

F(.v, y) = x i + (y + 2) j sobre um objeto que se move sobre um 
arco da cicloide r(t) = (t — sen f) i + (1 — cos 0 j, 0 =£ t =£ 2 tt. 

40. Determine o trabalho realizado pelo campo de forqa 

F(x, y) = x 2 i + ye 1 j em uma partfcula que se move sobre a pa¬ 

rabola* = y 2 + 1 de ( 1 , 0 ) a ( 2 , 1 ). 

41. Determine o trabalho realizado pelo campo de for§a 

F(x, y, z) = (x — y 2 , y — z 2 , z — x 2 ) sobre uma partfcula que se 
move ao longo do segmento de reta de ( 0 , 0 , 1 ) a (2, 1 , 0 ). 

42. A forga exercida pela carga eletrica colocada na origem sobre 
uma partfcula carregada em um ponto (*, y, z) com vetor posi- 
gao r = (x, y, z) e F(r) = Ar/|r| 3 , onde K e uma constante. (Veja 
o Exemplo 5 da Segao 16.1.) Encontre o trabalho feito quando 
a partfcula se move ao longo de uma linha reta de ( 2 , 0 , 0 ) a 
(2, 1, 5). 
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43. A posigao de um objeto com massa m no instante t e 
r (t) = at 2 i + bt 3 j, 0 =s t 1. 

(a) Qual e a forga que age sobre o objeto no instante f. 

(b) Qual e o trabalho realizado pela forga durante o intervalo de 
tempo 0 =S t 1 ? 

44. Um objeto com massa m se move com fungao posigao 
r(/) = a sen ti + b cos t j, ct k, 0 =S t ^ 2 it. Encontre o traba¬ 
lho realizado sobre o objeto durante este periodo de tempo. 

45. Um hornem de 160 libras carrega unia lata de 25 libras de tinta 
subindo uma escada helicoidal que circunda um silo com um 
raio de 20 pes. Se o silo e de 90 pes de altura e o homem faz 
exatamente tres rotates completas para subir ao topo, de quanto 
e o esforgo feito pelo homem contra a gravidade? 


F sao medidos em newtons pela escala nos eixos. Estime o tra¬ 
balho realizado por F sobre o objeto. 



46. Suponha que exista um furo na lata de tinta do Exercicio 45 e 9 
lb de tinta vazam da lata de modo continuo e uniforme durante 
a subida do homem. Quanto trabalho e realizado? 

47. (a) Mostre que um campo de forga constante realiza trabalho 

nulo sobre uma particula que da uma unica volta completa 
uniformemente na circunferencia x 1 + y 2 = 1. 

(b) Isso tambem e verdadeiro para um campo de forga F(x) = kx, 
onde k e uma constante ei = (r, y)l 

48. A base de uma cerca circular com raio de 10 m e dada por 
x = 10 cos t, y = 10 sen t. A altura da cerca na posigao ( x , y) e 
dada pela fungao h(x, y) = 4 + 0.01(x 2 — y 2 ), de modo a altura 
varia de 3 m a 5 m. Suponha-se que 1 L de tinta cubra 100 m 2 . 
Faga um esbogo da cerca e determine de quanta tinta voce pre- 
cisara para pintar os dois lados da cerca. 


52. Experiencias mostram que uma corrente continua / em um flo 
comprido produz um campo magnetico B que e tangente a qual- 
quer circulo em um piano perpendicular ao fio cujo centro seja 
o eixo do fio (como na figura). A Lei de Ampere relaciona a cor¬ 
rente eletrica ao campo magnetico criado e afirma que 

£ B • dr = poI 

onde I e a corrente total que passa por qualquer superficie limi- 
tada por uma curva fechada C, e p 0 e uma constante chamada 
permeabilidade no vacuo. Tomando C como um circulo de raio 
r, mostre que o modulo B = |B | do campo magnetico a uma dis- 
tancia r do centro do fio e dado por 



49. Se C e uma curva suave dada por uma fungao vetorial r(t), 
a^t^b, eve um vetor constante, mostre que 

J c v ■ dr = v ■ [r(b) — r(a)] 

50. Se C e uma curva suave dada por uma fungao vetorial r (t), 
a =£ t =£ b, mostre que 

J c r • dr = J [|r(i>)| 2 - |r(a)| 2 ] 

51. Um objeto se move sobre a curva C, mostrada na figura, de 
(1, 2) a (9, 8 ). Os comprimentos dos vetores do campo de forga 




0 Teorema Fundamental das Integrals de Linha 


Lembre-se, da Segao 5.3, no Volume I, que a Parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo 
pode ser escrita como 

pj~| j" F'(x) dx = F{b) — F(a ) 

onde F' e continua em [a, b], A Equagao 1 e tambem chamada Teorema da Variagao Total: 
a integral de uma taxa de variagao e a variagao total. 

Se consideramos o vetor gradiente V/ de uma fungao / de duas ou tres variaveis como 
uma especie de derivada de/, entao o teorema seguinte pode ser visto como uma versao do 
Teorema Fundamental do Calculo para as integrals de linha. 


|~2~| Teorema Seja C uma curva suave dada pela fungao vetorial r (?), a t < b. Seja/ 
uma fungao diferenciavel de duas ou tres variaveis cujo vetor gradiente V/ e continuo 
em C. Entao 

£ V/- dr =f(r(b)) - f(r(a)) 
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OBSERVAQAO O Teorema 2 diz que podemos avaliar a integral de linha de um campo veto- 
rial conservativo (o campo vetorial gradiente da funqao potential/) simplesmente sabendo o 
valor de/nos pontos finais de C. De fato, o Teorema 2 diz que a integral de linha de V/e a 
variacao total em /. S e/e uma t'uncao de duas variaveis eCe uma curva plana com o ponto 
inicial A(x i, yi) e ponto terminal B(x 2 , y 2 ), como na Figura 1, entao o Teorema 2 torna-se 

£ V/- dr = f(x 2 ,y 2 ) ~f(x u yi) 

Se/e uma funcao de tres variaveis e C, uma curva espacial ligando o ponto A(x\, y u zi) ao 
ponto B(X 2 , y 2 , Z 2 ), entao temos 

[ c V/- dr = f{x 2 ,y 2 ,z 2 ) ~f(x u yi,zi) 


Vejamos agora a demonstragao do Teorema 2 para este caso. 


DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2 Usando a Definigao 16.2.13, temos 


J c V/ • dr = £* V/(r(f)) • r'{t) dt 


rb I df dx df dy df dz 

“ \ dx dt dy dt dz dt 



(pela Regra de Cadeia) 


= f(r(b)) — /(r(a)) 

O ultimo passo segue do Teorema Fundamental do Calculo (Equacao 1). 

Apesar de termos demonstrado o Teorema 2 para curvas suaves, ele tambem vale 
para curvas suaves por partes. Isso pode ser confirmado subdividindo C em um numero 
finito de curvas suaves e somando as integrais resultantes. 


EXEMPLO 1 


Determine o trabalho realizado pelo campo gravitacional 


F(x) = - 


mMG 


x 


ao mover uma partlcula de massa m do ponto (3, 4, 12) para o ponto (2, 2, 0) ao longo da 
curva suave por partes C. (Veja o Exemplo 4 da Secao 16.1.) 


S0LUCA0 Da Seqao 16.1, sabemos que F e um campo vetorial conservador e, de fato, 
F = V/, onde 


fix, y, z) 


mMG 

V* 2 + y 2 + z 2 


Portanto, pelo Teorema 2, o trabalho realizado e 
W = j" F • dr = J Vf-dr 


= /(2, 2, 0) — /(3, 4, 12) 

mMG mMG ( 1 1 \ 

V2 2 + 2 2 V3 2 + 4 2 + 12 2 \2V2 13/ 


independencia do Caminho 

Suponha que C\ e C 2 sejam curvas suaves por partes (denominadas caminhos) que tem o 
mesmo ponto inicial A e o mesmo ponto final B. Sabemos do Exemplo 4 da Secao 16.2 que, 
em geral, J c F • dr ¥= J G F • dr. Mas uma decorrencia do Teorema 2 e que 















CALCULO VETORIAL 


965 


sempre que V/ for contfnua. Em outras palavras, a integral de linha de um campo vetorial 
conservative) depende somente das extremidades da curva. 

Em geral, se F for um campo vetorial contfnuo com dommio D, dizemos que a integral 
de linha [ F • dr e independente do caminho se [ F • dr = [ F • dr para quaisquer 
dois caminhos C\ e C 2 em D que tenham os mesmos pontos iniciais e finais. Com essa ter- 
minologia, podemos dizer que as integrais de linha de campos vetoriais conservatives sao 
independentes do caminho. 

Uma curva e denominada fechada se seu ponto final coincide com seu ponto inicial, ou 
seja, r (b) = r(a) (veja a Figura 2). Se [ F • dr e independente do caminho em D e C e uma 
curva fechada em D, podemos escolher quaisquer dois pontos A e B sobre C e olhar C como 
composta por um caminho C\ de A a B seguido de um caminho C 2 de B a A. (Veja a Figura 
3.) Entao 

f F • dr = f F • dr + f F • dr = f F • dr - f F • dr = 0 

Jc Jc, Jc, Jc, J-c, 

ja que C\ e —C 2 tern os mesmos pontos inicial e final. 

Por outro lado, se e verdade que [ c F • dr = 0 sempre que C for um caminho fechado em 
D, podemos demonstrar a independence do caminho da seguinte forma. Tome quaisquer 
dois caminhos C\ e C 2 de A a B em D e defina C como a curva constitufda por C\ seguida 
por — C 2 . Entao 

0 = f F • dr = f F • dr + f F • dr = f F • dr - f F • dr 

JC Jc , J-c, Jc, Jc, 



FIGURA 2 

Uma curva fechada 



e assim [ c F • dr = [ c F • dr. Assim, demonstramos o seguinte teorema: 


|~3~| Teorema J c F • dr e independente do caminho em D se e somente sej c F • dr = 0 
para todo caminho fechado C em D. 


Como sabemos que a integral de linha de qualquer campo vetorial conservative F e inde¬ 
pendente do caminho, segue que j F • dr = 0 = 0 para qualquer caminho fechado. A inter- 
pretacao ffsica e que o trabalho realizado por qualquer campo de fore;a conservative (tal 
como o campo gravitacional ou o campo eletrico da Secao 16.1) para mover um objeto ao 
redor de um caminho fechado e 0. 

O teorema a seguir diz que todos os campos vetoriais independentes do caminho sao con¬ 
servatives. Ele foi enunciado e demonstrado para curvas planas, mas existe uma versao espa- 
cial desse teorema. Admita que D seja aberto, o que significa que para todo ponto P em I) 
existira uma bola aberta com centra em P inteiramente contida em D. (Portanto, D nao tern 
nenhum ponto de sua fronteira.) Alem disso, vamos supor que D seja conexo por caminhos: 
isso significa que quaisquer dois pontos em D podem ser ligados por um caminho que se 
encontra em D. 


|~4~| Teorema Suponha que F seja um campo vetorial continuo em uma regiao aberta 
conexa por caminhos D. Se f c F • dr for independente do caminho em D, entao F e 
um campo vetorial conservative em D, ou seja, existe uma funcao /'tal que V/ = F. 


DEMONSTRAQAO Seja A(a, b) um ponto fixo em D. Vamos construir a fun^ao potencial / 
desejada dehnindo 

f(x,y)= t^-dr 

J (a, b) 

para qualquer ponto (x , v) em D. Como |’ r F • dr e independente do caminho, nao interessa 
qual o caminho C de integracao utilizado de (a, b) a (x, y ) para calcular /Cr, v). Como D e 
aberto, existe uma bola aberta contida em D com centra em (x, y). Escolha qualquer ponto 
(xi, y) no disco com x\<xe. considere C como qualquer caminho C\ de (a, b ) a (xi ,}’), segui¬ 
do pelo segmento de reta horizontal C 2 de (xi, y) a (x, y). (Veja a Figura 4.) Entao 

Hx, y) = f F • dr + f F • dr = F • dr + f F • dr 

Jc, JC, J(a.b) Jc, 

Observe que a primeira dessas integrais nao depende de x, e assim 
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_d_ 

dx 


dr 

fix, y) = 0 + — 

dx Jo, 


F • dr 



Se escrevemos F = P i + Q j, entao 

j" F • dr = j" P dx + Q dy 

Em Ci, y e constante, portanto dy = 0. Usando t como parametro, onde X\ =£ f =£ x, temos 

4~fi x > y) = f P dx + Q dy = \ x P(t, y) dt = P(x, y) 
dx dx Jc 2 dx Jh 

pela Parte 1 do Teorema Fundamental do Calculo (veja a Sccao 5.3, no Volume I). Uma argu- 
mcntacao semelhante, usando um segmento de reta vertical (veja a Figura 5), mostra que 

— fix, y) = — I' P dx + Q dy = — P Q(x, t) dt = Q(x, y) 
dy dy Jc 2 dy Jy, 


Logo, F 

o que mostra que F e conservative. 


df df 

Pi + Qj = ^-i + ^-} = Vf 

dx dy 


A questao permanece: como e possivel saber se um campo vetorial F e conservative ou 
nao? Suponha que saibamos que ¥ = Pi + Q\ e, conservative, onde P e Q tem derivadas 
parciais de primeira ordem continuas. Entao existe uma funcao/tal que F = V/, ou seja. 


P = 




Portanto, pelo Teorema de Clairaut, 

dP 

dy 


d 2 f 

dy dx 


d 2 f 

dx dy 


dQ 

dx 



simples, 
nao fechada 




nao simples, 
nao fechada 



nao simples, 
fechada 


FIGURA 6 

Tipos de curva 



regiao simplesmente conexa 



regioes que nao sao simplesmente conexas 


|~5~| Teorema Se F(x, v) = P(x, v) i + Q(x, v) j e um campo vetorial conservative, onde 
P e Q tem derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio D, entao em 
todos os pontos de D temos 

dP _ dQ 
dy dx 

A reciproca do Teorema 5 so e verdadeira para um tipo especial de regiao. Para expli- 
carmos isso, precisamos do conceito de curva simples, que e uma curva que nao se autoin- 
tercepta em nenhum ponto entre as extremidades. [ Veja a Figura 6; r(a) = rib) para uma 
curva fechada simples, mas r(fi) t 4 rit,) quando a <t\ <ti < b.\ 

No Teorema 4 precisamos de regiao conexa por caminhos. Para o proximo teorema, preci- 
saremos de uma condicao mais forte. Uma regiao simplesmente conexa no piano e uma regiao 
conexa por caminhos D tal que toda curva fechada simples em D inclui apenas os pontos que 
estao em D. Observe a partir da Figura 7 que, intuitivamente falando, uma regiao simplesmen¬ 
te conexa nao content nenhum buraco e nao podem consistir em duas regioes separadas. 

Para regioes simplesmente conexas podemos agora enunciar a reciproca do Teorema 5, que 
fornece um processo conveniente para verificar se um campo vetorial em R 2 e conservative. A 
demonstracao sera esbocada na proxima seciio, como consequencia do Teorema de Green. 


|~6~| Teorema Seja F = P i + Q j um campo vetorial em uma regiao aberta simples¬ 
mente conexa D. Suponha que P e Q tenham derivadas continuas de primeira ordem e 
que 

dP dQ 

-=- em todo o D 

dy dx 

Entao F e conservative. 


FIGURA 7 
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EXEMPLO 2 


Determine se o campo vetorial 

P(x, y) = (x-y) i + (x - 2) j 

e ou nao conservative. 

SOLUQAO Sejam P(x, y) = x — y e Q(x, y) = x — 2. Entao 

dP 30 

-= -1 — = 1 

By Bx 

Como BP/By BQ/Bx , pelo Teorema 5, F nao e conservative. 


10 



10 


FIGURA 8 


EXEMPLO 3 


Determine se o campo vetorial 


F(x, y) = (3 + 2xy) i + (x 2 — 3 y 2 ) j 

e ou nao conservative. 


SOLUQAO Seja P(x, y) 


j -t- Lxy e (j ( x, y) 


BP 

-= 2x = 

By 




BQ 

Bx 


Alem disso, o domrnio deFeo piano inteiro (D = R 2 ), que e aberto e simplesmente cone- 
xo. Portanto, podemos aplicar o Teorema 6 e concluir que F e conservative. 


No Exemplo 3, o Teorema 6 diz que F e conservative, mas nao mostra como encontrar a 
fungao (potencial)/tal que F = V/. A demonstragao do Teorema 4 nos da uma pista de como 
encontrar/. Usamos "integragao partial", como no exemplo a seguir. 


As Figures 8 e 9 mostram os campos vetoriais dos 
Exemplos 2 e 3, respectivamente. Os vetores da 
Figure 8 que comegam na curva fechada C 
parecem apontar aproximadamente para a mesma 
diregao que C. Assim, parece que J c F • dr > 0 
e portanto F nao seria conservative. Os calculos 
no Exemplo 2 confirmam essa impressao. Alguns 
dos vetores perto das curvas Ci e C, na Figure 9 
apontam aproximadamente para a mesma diregao 
que as curvas, enquanto outros apontam para a 
diregao oposta. Portanto, parece razoavel que as 
integrais de linha sobre toda curva fechada sejam 
S. 0 Exemplo 3 mostra que, de fato, F e 
conservative. 


2 


EXEMPLO 4 


(a) Se F (x, y) = (3 + 2xy) i + (x 2 — 3 y 2 ) j, encontre uma fungao de/tal que F = V/. 

(b) Calcule a integral de linha j c F • dr, onde C 6 a curva dada por 

r(f) = e'sen t i + e'eos t j, 0 ^ t ^ 7r. 

SOLUQAO 

(a) Do Exemplo 3 sabemos que F e conservative e, assim, existe uma fungao/com V/ = F, 
ou seja, 



m 


f x (x, y) = 3 + 2xy 


FIGURA 9 


fy(x, y)=x 2 - 3y 


Integrando [7] com relagao a x, obtemos 

[T] fix, y) = 3x + x 2 y + g(y) 

Observe que a constante de integragao e uma constante em relagao a x, ou seja, uma fungao 
de y , que chamamos g(y). Em seguida, derivamos ambos os lados de [9] em relagao a y: 

[W| f ix,)’) =x 2 + g'(y) 

Comparando [8] e |J~0], vemos que 

g'iy) = ~3f 

Integrando com relagao a v, obtemos 

g(y) =-f+K 

onde K e uma constante. Substituindo em [9], temos 

f(x, y) = 3x + x 2 y — y 3 + K 

como a fungao potential desejada. 

(b) Para aplicarmos o Teorema 2, devemos conhecer os pontos initial e final de C, isto e, r(0) 
= (0, 1) e r(7r) = (0, —e n ). Na expressao para/(A, y) da parte (a), qualquer valor da cons¬ 
tante K serve. Entao tomemos K = 0. Assim, temos 
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| F • dr = | V/• dr = /(0, -e 17 ) - /(0, 1) = e 3,r - (- 1) = e 3,r + 1 

Esse metodo e mais curto que o metodo direto de calculo para as integrals de linha que apren- 
demos na Se£ao 16.2. 

Um criterio para determinar se um campo vetorial F em IR 3 e conservative e dado na 
Secao 16.5. Entretanto, o exemplo seguinte demonstra que a tecnica para encontrar a funcao 
potencial e da mesma forma que nos campos vetoriais em IR 2 . 


EXEMPLO 5 


= F. 


Se F(jc, y, z) = y 1 i + (2 xy + e 3z ) j + 3ye 3z k, encontre uma funcao/tal que V/ 


S0LUQA0 Se existe tal funcao/, entao 

[W| Ux, y, z) = y 2 

[12] fy(x, y, z) = 2 xy + e 3z 


[13] fz(x, y, z) = 3 ye 3z 

Integrando |TT] em relacao a x, obtemos 

0 f(x,y,z) = xy 2 +g(y,z) 

onde giy, z.) e uma constante em relacao a x. Em seguida, derivando [14] em relaciio a y, temos 

f y (x, y, z) = 2xy + g y (y, z) 

e, comparando com [12] vem 

g y (y, z) = e 3z 

Entao g{y, z) = ye 3z + h(z) e reescrevemos [14] como 

f(x, y, z) = xy 2 + ye 3z + h{z) 

Finalmente, derivando em relagao a z e comparando com [13], obtemos h'(z) = 0 e, portanto, 
h(z) = K, uma constante. A fungao desejada e 

fix, y, z) = xy 2 + ye 3z + K 

E facil verificar que V/ = F. 


Conservacao de Energia 

Vamos aplicar as ideias deste capltulo a um campo de forga contlnuo F que move um obje- 
to ao longo de um caminho C dado por r(t), a t b, onde r(a) = A e o ponto inicial e 
r (b) = B 6 o ponto terminal de C. De acordo com a Segunda Lei do Movimento de Newton 
(ver Secao 13.4), a fore a F(r(f)) a um ponto em C esta relacionada com a aceleracao 
a(f) = r”(t) pela a equagao 

F(r(0) = mr”(t) 

Assim, o trabalho realizado pela t'orca sobre o objeto e 

W = f F • dr = [ F(r(f)) • r'(f) dt = [ mr"{t) • r'(f) dt 

JC Ja Ja 


m rt 

2 Ja 


dt 


[r'M • r'(f)] dt 


(Teorema 13.2.3, Formula 4) 


m tb d 
2 Ja dt 


r '(f) | 2 dt 



(Teorema Fundamental do Calculo) 



r'(«) I 2 ) 
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Portanto, 

[l5] W = \m | \{b) | 2 — \m | v(a) | 2 

onde v = r' e a velocidade. 

A quantidade \ m |v(f)| 2 , ou seja, a metade da massa multiplicada pelo quadrado da velo¬ 
cidade escalar, e chamada energia cinetica do objeto. Portanto, podemos reescrever a Equa- 
gao 15 como 

\%\ W = K(B ) — K(A) 

que diz que o trabalho realizado pelo campo de forcas ao longo do caminho C e igual a varia- 
gao da energia cinetica nas extremidades de C. 

Agora vamos admitir que F seja um campo de formas conservative, ou seja, podemos 
escrever F = V/. Em fisica, a energia potencial de um objeto no ponto de (x, y, z) e defini- 
da como P(x, y, z) = —/(x, v, z), portanto temos F = —VP. Entao, pelo Teorema 2, temos 

W = J F • dr = -J VP • dr = ~[P(r(b)) - P(r(a))] = P(A) - P(B) 
Comparando essa equacao com a Equacao 16, vemos que 

P(A) + K(A) = P(B ) + K(B) 

que diz que, se um objeto se move de um ponto A para outro B sob a influencia de um campo 
de formas conservative, entao a soma de sua energia potencial e sua energia cinetica perma- 
nece constante. Essa e a chamada Lei da Conservagao de Energia e e a razao pela qual o 
campo vetorial e denominado conservative. 



Exercicios 


1. A figura mostra uma curva C e um mapa de contorno de uma 
fun^ao/cujo gradiente e continuo. Determine L V/ • dr. 



2. E dada uma tabela de valores de uma fungao/com gradiente con- 
trnuo. Determine [ c V/ • dr, onde C tem equagoes parametricas 

x = t 2 + 1, y = t 3 + t, 0 =S t 1. 


x 

0 

1 

2 

0 

1 

6 

4 

1 

3 

5 

7 

2 

8 

2 

9 


3—It Determine se F e ou nao um campo vetorial conservador. Se 
for, determine uma fungao/tal que F = V/. 

3. F(x, y) = (2x - 3y) i + (-3x + % - 8) j 


4. F(x, y) = e x sen yi + e x sen y j 

5. F(x, y) = e x cos y i + e x sen v j 

6. F(x, v) = (3x 2 - 2y 2 ) i + (4 xy + 3) j 

7. F(x, y) = (ye x + sen y) 1 + 16^ + x cos y) j 

8. F(x, y) = (2xy + y~ 2 ) i + (x 2 — 2xy~ 3 ) j, y < 0 

9. F(x, v) = (In y + 2 xy 3 ) i + (3x 2 y 2 + xly) j 

10. F(x, y) = (xy cosh xy + senh xy) i + (x 2 cosh xy ) j 

11. A figura mostra o campo vetorial F(x, y) = (2.xy, xr) e tres cur- 
vas que comegam em (1, 2) e terminam em (3, 2). 

(a) Explique por que j - F • dr tem o mesmo valor para as tres 
curvas. 

(b) Qual e esse valor comum? 



E necessario usar um sistema de computacao algebrica 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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8 (a) Determine uma fungao/tal que F = V/e (b) use a parte 27. Se F(x, y) = sen y i + (1 + x cos y)j, use um grafico para con- 


(a) para calcular \ c F • dr sobre a curva C dada. 

12. Ffcc.y) = x 2 i +y 2 i, 

C e o arco da parabola y = 2x 2 de (— 1, 2) a (2, 8) 

13. F(jc, y) = xy 2 i + x 2 yj, 

C: r (t) = (t + sen ^zrt, t + cos 2 7il), 0 =£ t =£ 1 

14. F(jc, >') = (! + xy)e^i + xV^j, 

C: r(t) = cos t i + 2 sen ? j, 0 =£ t =£ 7t/2 

15. F(x, y, z) = yz i + xz j + (xy + 2z) k, 

C e o segmento de reta de (1, 0, —2) a (4, 6, 3) 

16. F(x, y, z) = (yh +2 xz 2 ) i + 2 xyz j + (xy 2 + 2x 2 z) k. 

C: x = *Jt, y = t + 1, z = t 2 , 0 « r 1 

17. F(x, y, z) = yze xz i + e* z j + xye^k, 

C: r(r) = (t 1 + 1) i + (t 2 - 1) j+ (t 2 - 2t) k, 0 =£ t « 2 


jecturar se F e conservative. Entao, determine se sua conjectura 
estava correta. 

28. SejaF = V/, onde/(x, y) = sen(x — 2y). Encontre curvas C i e 
Ci que nao sejam fechadas e satisfagam a equagao. 

(a) f F • dr = 0 (b) f F • dr = 1 

Jc, JCi 

29. Mostre que, se um campo vetorial F = T’i + <2j+fcke con¬ 
servative e P, Q, R tern derivadas parciais de primeira ordem 
contfnuas, entao 

dP _ dQ dP _ dR dQ _ dR 

dy dx dz dx dz dy 

30. Use o Exercfcio 29 para mostrar que a integral de linha 
J c y dx + x dy + xyz dz nao e independente do caminho. 

31- Determine se o conjunto dado e ou nao: (a) aberto, (b) 
conexo por caminhos e (c) simplesmente conexo. 

31. {(Jt, y)| 0 < y < 3} 32. {(x, y)|l < \x\ < 2} 


18. F(x, y, z) = sen y i + (x cos y + cos z)j — y sen zk, 

C: r(t) = sen ti + tj + 2fk, 77-/2 

19-20 Mostre que a integral de linha e independente do caminho e 
calcule a integral. 

19. fetg y dx + x sec 2 y dy, 

C e qualquer caminho de (1, 0) a (2, 77-/4) 

20 . J c (l — ye~ x ) dx + e K dy, 

C e qualquer caminho de (0, 1) a (1, 2) 

21 . Suponha que voce seja solicitado a determinar a curva que exige 
o mmimo de trabalho para um campo de forga F para mover uma 
partfcula de um ponto a outro ponto. Voce decide veriflcar pri- 
meiro se F e conservativo, e de fato verifica-se que ela e. Como 
voce responde a solicitagao? 


33. {(x,y)|l =Sx 2 +;y 2 =s4,;y3=0} 

34. {(x,y)\(x,y)^(2,3)} 


35. Seja F(x, v) = % 2 ■ 

x + y 

(a) Mostre que dP/dy = dQ/dx. 

(b) Mostre que [ F • dr nao e independente do caminho. [ Dica: 
Calcule J c F ■ dr e j c F • dr, onde C i e Ci sao as metades 
superior e inferior do circulo x 2 + y 2 = 1 de (1, 0) a ( — 1, 0).] 
Isto contradiz o Teorema 6? 


36. (a) Suponha que F seja um campo vetorial inverso do quadrado, 
ou seja, 

cr 

F(r) = —=■ 


22. Suponhamos que uma experiencia determine que a quantidade 
de trabalho necessaria para um campo de forga F para mover 
uma partfcula do ponto (1, 2) para o ponto de (5, —3) ao longo 
de uma curva Ci e de 1,2 J e do trabalho realizado por F em 
mover a partfcula ao longo de outra curva Ci entre os mesmos 
dois pontos e de 1,4 J. O que voce pode dizer sobre F? Por que? 

23-24 Determine o trabalho realizado pelo campo de forga F ao 
mover um objeto de P para Q. 

23. F(x, y) = 2y in i + 3xVy j; P( 1, 1), Q(2, 4) 

24. F(jc, y) = e~y i - xtr* j; P( 0, 1), Q( 2, 0) 

25-26 A partir do grafico de F voce diria que o campo e conserva¬ 
tivo? Explique. 





y> 




26. 



y> 
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paraalgumaconstante c, onder = x i + ;y j + zk. Determine 
o trabalho realizado por F ao mover um objeto de um ponto 
P i por um caminho para um ponto Pi em termos da distan- 
cia d\ e d 2 desses pontos a origem. 

(b) Um exemplo de um campo de quadrado inverso e o campo 
gravitacional F = — ( mMG)rl | r | 3 discutido no Exemplo 4 na 
Segao 16.1. Use a parte (a) para determinar o trabalho reali¬ 
zado pelo campo gravitacional quando a Terra se move do 
afelio (em uma distancia maxima de 1,52 X 10 8 km do Sol) 
ao perielio (em uma distancia minima de 1,47 X 10 8 km). 
(Use os valores m = 5,97 X 10 24 kg, M — 1,99 X 10 30 kg e 
G = 6,67 X 10 -11 N-nr/kg 2 .) 

(b) Outro exemplo de campo inverso do quadrado e o campo ele- 
trico F = er/<2r/|r| 3 discutido no Exemplo 5 da Se§ao 16.1. 
Suponha que um eletron com carga de —1,6 X lCU 19 Cesteja 
localizado na origem. Uma carga positiva unitaria e colocada 
a distancia de 1CU 12 m do eletron e se move para uma posi- 
gao que esta a metade da distancia original do eletron. Use a 
parte (a) para determinar o trabalho realizado pelo campo 
eletrico. (Use o valor e = 8,985 X 10 9 .) 
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16.4 


Teorema de Green 


O teorema de Green fornece a relagao entre uma integral de linha ao redor de uma curva 
fechada simples C e uma integral dupla sobre a regiao do piano D delimitada por C. (Veja a 
Figura 1. Assumimos que D e constitufdo por todos os pontos dentro de C, bem como todos 
os pontos de C.) Ao enunciarmos o Teorema de Green, usamos a convengao de que a orien- 
tagao positiva de uma curva fechada simples C refere-se ao sentido anti-horario de C, per- 
corrido uma so vez. Assim, seCe dada pela fungao vetorial r(f), a =£ t =£ b, entao a regiao 
D esta sempre do lado esquerdo quando r(f) percorre C. (Veja a Figura 2.) 


FIGURA 2 




Teorema de Green Seja C uma curva plana simples, fechada, contlnua por partes, orien- 
tada positivamente, e seja D a regiao delimitada por C. Se P e Q tern derivadas par- 
ciais de primeira ordem contlnuas sobre uma regiao aberta que contenha D. entao 



D 


OBSERVAQAO A notagao 

j> P dx + Q dy ou <j> P dx + Q dy 

e algumas vezes usada para indicar que a integral de linha e calculada usando a orientagao 
positiva da curva fechada C. Outra notagao para a curva na fronteira de D, positivamente 
orientada e dD, daf a equagao do Teorema de Green pode ser escrita como 

m i r + ei > 

D 

O Teorema de Green pode ser olhado como o correspondente do Teorema Fundamental 
do Calculo para integrals duplas. Compare a Equagao 1 com o enunciado da segunda parte 
do Teorema Fundamental do Calculo, na seguinte equagao: 

f F'ix) dx = F(b) — F(a) 

Ja 

Em ambos os casos existe uma integral envolvendo as derivadas (F", dQ/dx e dP/dy ) do lado 
esquerdo da equagao. E em ambos os casos, o lado direito envolve os valores das fungoes 
originais (F, Q e P) apenas na fronteira do dommio. (No caso unidimensional, o dommio e 
um intervalo [a, b] cuja fronteira consiste em apenas dois pontos, a e b.) 

O Teorema de Green nao e facil de demonstrar no caso geral apresentado no Teorema 1, 
mas faremos uma demonstragao para o caso especial onde a regiao e tanto de tipo I como de 
tipo II (veja a Segao 15.3). Chamamos tais regioes de regioes simples. 

DEMOSTRAgAO DO TEOREMA DE GREEN NOS CASOS ONDE D E UMA REGIAO SIMPLES Observe 
que o Teorema de Green estara demonstrado se mostrarmos que 


f Pdx=-\\—dA 

JC JJ dy 

D J 


3 



FIGURA 1 


Lembre-se de que o lado esquerdo desta 
equagao e outra forma de escrever 
J c F • dr, onde F = P i + Q j. 


George Green 

0 teorema de Green tem esse nome por 
causa do cientista autodidata ingles George 
Green (1793-1841). Ele trabalhou em tempo 
integral na padaria de seu pai a partir dos 9 
anos de idade e aprendeu sozinho a 
matematica em livros da biblioteca. Em 
1828, Green publicou An Essay on the 
Application of Mathematical Analysis to 
the Theories of Electricity and Magnetism, 
contudo, somente foram impressas 100 
copias, a maioria presenteada a seus 
amigos. Esse panfleto continha um teorema 
equivalente ao que conhecemos como 
Teorema de Green hoje, mas nao se tornou 
conhecido na epoca. Finalmente, aos 40 
anos, Green entrou para a Universidade de 
Cambridge como aluno de graduagao, 
porem morreu quatro anos apos ter se 
formado. Em 1846, William Thompson 
(lorde Kelvin) encontrou uma copia dos 
ensaios de Green, percebeu sua 
importancia e os reimprimiu. Green foi a 
primeira pessoa a tentar formular uma 
teoria matematica da eletricidade e do 
magnetismo. Seu estudo serviu de base 
para os trabalhos de teoria do 
eletromagnetismo subsequentes de 
Thomson, Stokes, Rayleigh e Maxwell. 


e 
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Vamos demonstrar a Equagao 2 exprimindo D como uma regiao do tipo I: 

D = {(x, y)| a x « b, gi(x ) « y ^ g 2 (x )} 

onde gi e g 2 sao tuncoes continuas. Isso nos permite calcular a integral dupla do lado direito 
da Equagao 2, como segue: 

[T] j] ~^ dA = £ ££ (■ x ’ y) d y dx = £ !/(*> s'zW) - ^(*> »iW)] 

onde o ultimo passo segue do Teorema Fundamental do Calculo. 

Vamos agora calcular o lado esquerdo da Equagao 2, quebrando C como a uniao das qua- 
tro curvas C i, C 2 , C 3 e C 4 mostradas na Figura 3. Sobre C\ tomamos x como parametro e 
escrevemos as cquacbes parametricas como x = x,y = gi(x), a x =£ b. Logo, 

j P(x, y) dx = j P(x, gi(x)) dx 

J Ci Ja 

Observe que C 3 vai da direita para a esquerda, mas — C 3 vai da esquerda para a direita, entao 
podemos escrever as equagoes parametricas de —C 3 como x = x,y =g 2 (x), b. Portanto, 

[ P(x, y) dx = — (" P{x, y) dx = — f P(x, g 2 (x)) dx 

J C3 J C3 J Cl 

Sobre C 2 ou C 4 (qualquer uma delas pode se reduzir a um unico ponto), x e constante e, 
assim, dx = 0 e 

j" P(x, y) dx = 0 = j" P(x, y) dx 

Portanto, 

[ P(x, y) dx = j" P(x, y) dx + [ P(x, y) dx + f P{x, y) dx + [ P(x, y) dx 

J C J Ci J C2 J C3 J C4 

= )" P(x, g\ (x)) dx — [ P(x, g 2 (x)) dx 

Ja Ja 

Comparando essa expressao com a da Equagao 4, vemos que 



A Equagao 3 pode ser demonstrada de forma semelhante, exprimindo D como regiao do 
tipo II (veja o Exercicio 30). Entao, somando as Equagoes 2 e 3, obtemos o Teorema de 
Green. 


EXEMPLI) 1 


Calcule [ x 4 dx + xy dy, onde C e a curva triangular constituida pelos segmen- 
tos de reta de (0, 0) a (1, 0), de (1, 0) a (0, 1), e de (0, 1) a (0, 0). 


S0LUQA0 Apesar desta integral poder ser calculada pelos metodos usuais da Segao 16.2, isto 
envolveria o calculo de tres integrals separadas sobre os tres lados do triangulo. Em vez 
disso, vamos usar o Teorema de Green. Observe que a regiao D englobada por C e simples 
e que C tem orientagao positiva (veja a Figura 4). Se tomarmos P(x, y) = x 4 
e Q(x, y) = xy, entao teremos 



EXEMPL0 2 


Calcule 


x 2 + y 2 = 9. 


cj> c (3y — e smx ) dx + {lx + -/y 4 + l) dy dy, onde C e o circulo 


SOLUQAO A regiao D delimitada por Ceo circulo x 2 + y 2 s: 9, entao vamos mudar para coor- 
denadas polares depois de aplicar o Teorema de Green: 


£ (3 y — e smx )dx + (lx + Jy 4 + l) dy 
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dx 


{lx + sly* + l) 


dy 


Oy 


dA 


= f f (7 — 3) r dr dO = 4 f dO f r dr = 36ir 
Jo Jo Jo Jo 

Nos Exemplos 1 e 2, consideramos que a integral dupla era mais facil de calcular que a inte¬ 
gral de linha. (Tente configurar a integral de linha no Exemplo 2 e em breve voce vai ser con- 
vencido!) Mas as vezes e mais simples calcular a integral de linha, e, nesses casos, usaremos o 
Teorema de Green na ordem inversa. Por exemplo, se sabemos que P(x, y) = Q(x, y) = 0 sobre 
uma curva C, entao o Teorema de Green fornece 


!!(f-^) dA -L pdx+o ^-° 

D 

nao importando quais os valores das fungoes P e Q em D. 

Outra aplicacao da diregao inversa do Teorema de Green esta no calculo de areas. Como 
a area de uma regiao D e jj D 1 dA. desejamos escolher P e Q tais que 


dQ _ dP _ 
dx dy 

Existem varias possibilidades: 

P(x, y) = 0 P(x, y) = -y P{x, y) = ~ky 

Q(x, y) = x Q(x, y) = 0 Q(x, y) = \ x 


Assim, o Teorema de Green da as seguintes formulas para a area de D: 


A = | 

* 

£ 

II 

1 

-©-» 

g- 

II 

£ 

1 

v; 

& 

JC 

JC JC 


EXEMPLO 3 


Determine a area delimitada pela elipse 



= 1 . 


SOLUQAO A elipse tem equagoes parametricas x 
Usando a terceira formula da Equacao 5 temos 

A = \ J x dy — y dx 

= I I ( a cos t)(b cos t) dt 
‘ Jo 

ab j 2 tt 

= - dt = 7 Tab 

2 Jo 

A formula 5 pode ser usada para explicar como planrmetros trabalham. Um planunctro 
e um instrumento mecanico usado para medir a area de uma regiao, tracando a curva limite. 
Esses dispositivos sao uteis em todas as ciencias: em biologia para medir a area de folhas ou 
asas, na medicina para medir o tamanho da secqao transversal de orgaos ou tumores, em sil- 
vicultura, para estimar o tamanho das regioes florestais a partir de fotograhas. 

A Figura 5 mostra o funcionamento de um plammetro polar: o polo e fixo e, como o tra- 
gador e movido ao longo da curva limite da regiao, a roda desliza parcialmente e parcial- 
mente rola perpendicular ao brago do tragador. O planrmetro mede a distancia a que a roda 
gira e e proporcional a area da regiao fechada. A explicagao como consequencia de Formu¬ 
la 5 pode ser encontrada nos seguintes artigos: 

■ R. W. Gatterman, "The planimeter as an example of Green’s Theorem". Amer. Mat. 
Monthly, Vol. 88 (1981), p. 701- 4. 

■ Tanya Leise, “As the planimeter wheel turns”. College Math. Journal, Vol. 38 
(2007), p. 24-31. 


= a cos t e y = b sen t, onde 0 


27 T. 


(b sen f )(—a sen t ) dt 


Em vez de utilizarmos as coordenadas 
polares, podemos simplesmente usar o fato 
de que D e um cfrculo de raio 3 e escrever 

|| 4 dA = 4 ■ 7t(3) 2 = 3677 

D 


Roda 



FIGURA 5 

Um plammetro polar Keuffel e Esser 
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Versoes estendidas do Teorema de Green 







FIGURA 10 


Apesar de termos demonstrado o Teorema de Green somente para o caso particular onde D e 
simples, podemos estende-lo agora para o caso em que I) e a uniao finita de regioes simples. 
Por exemplo, se D e uma regiao como a mostrada na Figura 6 , entao podemos escrever D = 
D i U £> 2 , onde D i e Do sao ambas simples. A fronteira de D\ e Ci U C 3 e a fronteira de /A e 
C 2 U (— C3); portanto, aplicando o Teorema de Green em D\ e Do separadamente, obtemos 


dQ dP 


P dx + Qdy = ( -I dA 

'C,uc 3 Jj \ dx dy 1 


Pdx + Qdy = |T( ^ - I dA 

I C 2 U(-C 3 ) ^ JJ \ dx dy 1 


dQ dP 


Se somarmos essas duas equacbes, as integrals de linha sobre C 3 e —C 3 se cancelam e obtemos 


, P dx + Q dy =[[[-- — 

’c.uc, ^ 7 A! \ dx d y 


dA 


que e o Teorema de Green para D = Di U Do uma vez que sua fronteira e C = C\ U C 2 . 

O mesmo tipo de argumentagao nos permite estabelecer o Teorema de Green para qual- 
quer uniao finita de regioes simples que nao se sobreponham (veja a Figura 7). 


EXEMPLO 4 


Calcule -f c y 1 dx + 3xv dy, onde Ceo limite da regiao semianular D contida no 


semipiano superior entre os circulos x 2 + y 2 = 1 e x 2 + y 2 = 4. 

S0LUQA0 Observe que, apesar de D nao ser simples, o eixo y divide em duas regioes simples 
(veja a Figura 8 ). Em coordenadas polares, podemos escrever 


D = Ur, 0)|1 : 

Portanto, o Teorema de Green fornece 


■ 2, 0 ^ 6 *£ 7r! 


d d , 

— (3x>0 - — ( 3 /-) 
ox dy 


j) y 2 dx + 3 xy dy = IT 

D 

= JJ y dA = J j (r sen 0 ) r dr dO 


j" sen 9 d6 j" r 2 dr = [—cos d\l [|r 3 ]j = 


O Teorema de Green pode ser aplicado para regioes com furos, ou seja, regioes que nao 
sao simplesmente conexas. Observe que a fronteira C da regiao D na Figura 9 e constituida 
por duas curvas fechadas simples Ci e Co. Nos assumimos que estas curvas de contorno sao 
orientadas de modo que a regiao D esta sempre do lado esquerdo enquanto a curva C e per- 
corrida. Assim, o sentido anti-horario e positivo para a curva exterior C\, mas no sentido 
horario para o interior da curva C 2 . Se dividirmos D em duas regioes D' e D", pela introdu- 
cao das retas mostradas na Figura 10, e entao aplicarmos o Teorema de Green a cada uma 
das regioes D' e D", obteremos 


II 


dQ 

dx 


dP 

dy 


dA = 


S 


dQ 

dx 


dP 

dy 


dA + 


II 


BQ_ 

dx 


dP 

dy 


dA 


f P dx + Q dy + f P dx + Qdy 
J dD' J dD" 


Como as integrals de linha sobre a fronteira comum sao em sentidos opostos, elas se can¬ 
celam e obtemos 


II 


dQ_ 

dx 


dP_ 

dy 


dA = i P dx + Qdy + | P dx + Q dy = f P dx + Q dy 

JC 1 J Ci JC 


que e o Teorema de Green para a regiao D. 
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Se F(x, y) = (—y i + xj )/(x 2 + y 2 ), mostre que | C F • dr = 2ir para todo cami- 
nho fechado simples que circunde a origem. 


EXEMPLO 5 


SOLUCAO Como C e um caminho fechado arbitrdrio contendo a origem em seu interior, e diff- 
cil calcular a integral dada diretamente. Entao, vamos considerar um circulo anti-horario orien- 
tado C' com origem no centra e raio a, onde a e escolhido para ser pequeno o suficiente para 
que C' esteja contido em C (ver Figura 11). Seja D a regiao limitada por C eC'. Entao a orien- 
tactio positiva do limite eCU (— C') e, aplicando a versao geral do Teorema de Green, temos 


f c Pdx + Qdy + j_ c Pd, + Qdy-jj(^--^jdA 


11 


2 2 
y ~ x- 


2 2 
y ~ x 2 


Logo, 


isto e, 


(x 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 

U 

j P dx + Q dy = j" P dx + Q dy 

| F • dr = | F • dr 


dA = 0 


Agora podemos calcular facilmente essa ultima integral usando a parametrizacao dada por 
r(f) = a cos t i + a sen t j, 0 t 2i r. Logo, 


f F • dr = f F • dr = f^FCKr)) • r'(t) 
JC JC Jo 


dt 


-f 

Jc 


in (—a sen t)(—a sen t) + (a cos t)(a cos t ) 
a 2 cos 2 f + a 2 sen 2 f 


dt = I dt = 2tt 
Jo 



Terminaremos esta secao utilizando o Teorema de Green para discutir um resultado enun- 
ciado na seqao anterior. 

ESBOQO DA DEMONSTRAQAO DO TEOREMA 16.3.6 Assumimos que F = P i + Q j e um campo 
vetorial em uma regiao simplesmente conexa D, que P e Q tern derivadas parciais de primeira 
ordem continuas e que 

dP dQ 

-=- em todo o D 

dy dx 

Se C e um caminho fechado simples qualquer em D e R 6 a regiao envolvida por C, o Teo¬ 
rema de Green nos da 

£f ■ „r - $ c Pd, + Qdy- jj (-f - JA - jj OdA - 0 

Uma curva que nao seja simples se autointercepta em um ou mais pontos e pode ser dividi- 
da em diversas curvas fechadas simples. Mostramos que as integrals de linha de F sobre 
essas curvas simples sao todas 0 e, somando essas integrals, podemos ver que f c F • dr = 0 
para qualquer curva fechada C. Portanto, [ c F • dr e independente do caminho em D pelo 
Teorema 16.3.3. Segue entao que F e um campo vetorial conservative. 



Exercicios 


Calcule a integral de linha por dois metodos: fa) diretamente e 
(b) utilizando o Teorema de Green. 

1 . j> c (x - y) dx + (x + y) dy , 

C e o circulo com centro na origem e raio 2 

2. § c x y dx + x 2 dy, 

C e o retangulo com vertices (0, 0) (3, 0), (3, 1) e (0, 1) 

3. f c xy dx + x 2 y 3 dy, 

Ceo triangulo com vertices (0, 0), (1, 0) e (1, 2) 


4. j> x 2 y 2 dx + xy dy, C consiste no arco da parabola y = x 2 
de (0, 0) a (1, 1) e os segmentos de reta de (1, 1) a (0, 1) e de 
(0, 1) a (0, 0) 

5-10 Use o Teorema de Green para calcular a integral de linha ao 
longo da curva dada com orienta^ao positiva. 

5. j c xy 2 dx + 2 icy dy, 

Ceo triangulo com vertices (0, 0), (2, 2) e (2, 4) 


H E necessario usar uma calculadora grafica ou computador \ E necessario usar um sistema de computa§ao algebrica 

1. As Homework Hints estao disponiveis em www.stewartcalculus.com 
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6 . [ cos y dx + x 2 sen y dy, 

C 6 o retangulo com vertices (0, 0), (5, 0), (5, 2) e (0, 2) 

7. J c (y + e"^') dx + (2x + cos y 2 ) dy, 

C e o limite da regiao englobada pelas parabolas y = x 2 e x = y 2 

8 . | xe^dx + (x 4 + 2x 2 y 2 ) dy, C e o limite da regiao entre os 
cfrculos x 2 + y 2 = 1 e x 2 + y 2 = 4 

9. J c y 3 rfx — x 3 dy, Ceo cfrculox 2 + y 2 = 4 

10 - Jc(l- y 3 ) cfx + (x 3 + e y ) dy, Ceo limite da regiao entre os 
cfrculos x 2 + y 2 — 4 e x 2 + y 2 = 9 

11- 1 Use o teorema de Green para calcular [ F ■ dr. (Verifique a 
orientagao da curva antes de aplicar o teorema.) 

11. F(x, v) = (y cos x — xy sen x, xy + x cos x), 

Ceo triangulo de (0, 0) a (0, 4) a (2, 0) a (0, 0) 

12 . F(x, y) = (e~ x + y 2 , e~ y + x 2 ), 

C consiste no arco da curva v = cos x de ( —tt /2, 0) a (tt/2, 0) 
e o segmento de reta de (tt/ 2, 0) a (—77-/2, 0) 

13. F(x, y) = (y — cos y, x sen y), 

Ceo cfrculo (x — 3) 2 + (y + 4) 2 = 4 orientado no sentido ho- 
rario 

14. F(x, v) = ( yjx 1 + I, tg~‘x), Ceo triangulo de (0, 0) a (1, 1) a 
(0, 1) a ( 0, 0) 

15-16 Verifique o Teorema de Green usando um sistema de compu- 
tagao algebrica para calcular tanto a integral de linha como a inte¬ 
gral dupla. 

15. P(x, y) = y 2 e x , Q(x, y) = x 2 e J , 

C consiste no segmento de reta de (— 1, 1) a (1, 1) seguido 
pelo arco da parabola y = 2 — x 2 de (1, 1) a (— 1, 1) 

16. P(x, y) = 2x- x 3 v 5 , Q(x, y) = x 3 y 8 , 

C e a elipse 4x 2 + y 2 = 4 


(b) Se os vertices de um polfgono, em sentido anti-horario, sao 
(xi, yi), (X 2 , yi),..., (x„, y„ ) mostre que a area do polfgono e 

A = 2 [(■* 0>2 - *?yi) + (x 2 y 3 - x 3 y 2 ) + ■ ■ • 

+ (x„-iy„ - x„y„-i) + (x n yi - xiy„)] 

(c) Encontre a area do pentagono com vertices (0. 0), (2, 1), (1, 

3), (0, 2) e (—1, 1). 

22. Seja D a regiao limitada por um caminho fechado simples C no 
piano xy. Utilize o Teorema de Green para demonstrar que as 
coordenadas do centroide (x, y) de D sao 

x =-(£ x 1 dy v =-<£ y 2 dx 

2A Jc ^ 7 2A Jc 7 

onde A e a area de D. 

23. Use o Exercfcio 22 para encontrar o centroide de um quarto de 
uma regiao circular de raio a. 

24. Use o Exercfcio 22 para encontrar o centroide da regiao trian¬ 
gular de vertices (0, 0), (a, 0) e (a, b ), onde a > 0 e b > 0. 

25. Uma lamina plana com densidade constante p(x, y) — p ocupa 
uma regiao do piano xy limitada por um caminho fechado sim¬ 
ples C. Mostre que seus momentos de inercia em relagao aos 
eixos sao 

A = - j £ y 3 dx /v = y £* 3rf ;y 


26. 

27. 


Utilize o Exercfcio 25 para achar o momenta de inercia de um 
cfrculo de raio a com densidade constante p em rela§ao a um 
diametro. (Compare com o Exemplo 4 da SeQao 15.5.) 


F(x, y) = 2xy i + <-V 2 ~ x 2 ) j 
(x 2 + y 2 ) 2 


17. Use o Teorema de Green para achar o trabalho realizado pela 
for§a F(x, y) = x(x +y) i + xy 2 j ao mover uma partfcula da ori- 
gem ao longo do eixo x para (1,0), em seguida ao longo de um 
segmento de reta ate (0, 1), e entao de volta a origem ao longo 
do eixo y. 

18. Uma partfcula inicialmente no ponto (—2, 0) se move ao longo 
do eixo x para (2, 0), e entao ao longo da semicircunferencia 
y = -y/4 — x 2 ate o ponto inicial. Utilize o Teorema de Green 
para determinar o trabalho realizado nessa partfcula pelo campo 
de for^a F(x, y) = (x, x 3 + 3xy 2 ). 

19. Use uma das formulas em [3] para achar a area sob um arco da 
cicloide x = t — sen t, y = 1 — cos t. 

20. Se uma circunferencia C de raio 1 rola ao longo do interior da 
circunferenciax 2 + y 2 = 16, um ponto fixo P de C descreve uma 
curva chamada epicicloide, com equates parametricas 
x = 5 cos t —cos 5t. y = 5 sen t — sen 5 1. Fa^a o grafico da epi¬ 
cicloide e use [5] para calcular a area da regiao que ela envolve. 

21. (a) SeCeo segmento de reta ligando o ponto (xi, yi) ao ponto 

(x 2 , y 2 ), mostre que 

J x dy — y dx = x 3 y 2 — x 2 yi 


e C e qualquer curva fechada simples positivamente orientada 
que envolve a origem. 

28. Calcule J c F • dr, onde F(x, y) = (x 2 +y, 3x — y 2 ) e C e a fron- 
teira positivamente orientada de uma regiao D que tern area 6. 

29. SeFeo campo vetorial do Exemplo 5, mostre que | c F • dr = 0 
para todo caminho fechado simples que nao passe pela origem 
e nem a circunde. 

30. Complete a demonstragao do Teorema de Green demonstrando 
a Equa§ao 3. 

31. Utilize o Teorema de Green para demonstrar a formula de mu- 
danga de variaveis para as integrals duplas (Formula 15.10.9) 
para o caso onde/(x, y) = 1: 

If dxd y = ff 

R S 

Aqui, Re a regiao do piano xy que corresponde a regiao S no 
piano uv sob a transformagao dada por x = g(u, u), y = h(u, v). 
[ Dica : Observe que o lado esquerdo e A(R ) e aplique a primeira 
parte da Equagao 5. Converta a integral de linha sobre SR para 
uma integral sobre dS e aplique o Teorema de Green no piano uv.] 


d(x, y) 


d(ll, v) 


du dv 
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Rotacional e Divergente 

Nesta segao, definiremos duas operates que podem ser realizadas com campos vetoriais e 
que sao essenciais nas aplicagoes de calculo vetorial em mecanica dos fluidos e em eletrici- 
dade e magnetismo. Cada operagao lembra uma derivagao, mas uma produz um campo veto- 
rial enquanto a outra gera um campo escalar. 



Rotacional 

Se F = Pi + <2j+/?ke um campo vetorial em R 3 e as derivadas parciais de P, Q e R exis- 
tem, entao o rotacional deFeo campo vetorial em R 3 defmido por 


[J] rot F = ( —- j i + ( —— ) j + ( —— ■ I k 

' dy dz ) \dz dx) \dx dy 


Para auxiliarmos na memorizagao, vamos reescrever a Equagao 1 usando notagao de ope- 
radores. Introduziremos o operador diferencial vetorial V (“del”) como 

d d d 

V = i— + j — + k — 

dx dy dz 

Quando ele opera sobre uma funcao escalar, produz o gradiente de /: 

df df df df df df 

V/ = i — + j — + k — = — i + — j + — k 

dx dy dz dx dy dz 

Se pensarmos em V como um vetor de componentes 3/dx, d/dy e did7.. podemos tambem con- 

siderar o produto vetorial formal de V pelo campo vetorial F como segue: 


V X F 



i 

j 

k 


d 

d 

d 


dx 

dy 

dz 


P 

Q 

R 


( dR 

_dQ 

), 


\ ^ 

dz 

> 

= rot F 




i + 


dz dx) \ dx dy 


Assim, o modo mais facil de lembrar a Definigao 1 e pela expressao simbolica 


2 


rot F = V X F 


EXEMPLO 1 


Se F (x, y,z) = xz i + xyz j — )' 2 k, determine rot F. 
SOLUQAO Usando a Equagao 2, temos 

i j k 

„ d d d 

curl F = VXF= — — — 

dx dy dz 


xz xyz 


-y 


d „ d 


d , d 

— (~y ) - — (xyz) 
dy dz 

i — 

(-V ) - q, (xz) 
dx dz 


+ 


— (xyz) - — (xz) 
dx dy 


= (-2 y - xy) i - (0 - x) j + (yz 
= —y(2 + x) i + x j + yz k 


0) k 


A maioria dos sistemas de computagao 
algebrica tem comandos para calcular 
rotacional e divergencia de campos 
vetoriais. Se voce tem acesso a um SCA, 
use esses comandos para verificar as 
respostas dos exemplos e exercicios desta 
segao. 
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Lembre-se de que o gradiente de uma fungao / de tres variaveis e um campo vetorial 
sobre [R 3 , de modo que podemos calcular seu rotacional. O proximo teorema diz que o rota- 
cional do gradiente de um campo vetorial e 0. 


3 Teorema Se/e uma funcao de tres variaveis que tern derivadas parciais de se- 
gunda ordem continuas, entao 

rot (V/) = 0 


Observe a semelhanga com o que sabemos 
da Segao 12.4: a X a = 0 para cada vetor 
tridimensional a. 


DEM0NSTRAQA0 Temos 


rot(V/) = V X (V/) = 


d 2 f 


i 

j 

k 

d 

d 

d 

dx 

dy 

dz 

df 

df 

df 

dx 

dy 

dz 

d 2 f ) 

i + 

( a 


dy dz dz dy ) 

= 0i + 0j + 0k = 0 


dz dx 


dx dz) \ dx dy 



k 


Compare isso com o Exercicio 29 da 
Segao 16.3 


pelo Teorema de Clairaut. 


Como um campo vetorial conservativo e da forma F = V/ - , o Teorema 3 pode ser rees- 
crito como segue: 

SeFe conservativo, entao rot F = 0. 

E assim obtemos um modo de verificar que um campo vetorial nao e conservativo. 


EXEMPLO 2 


Mostre que o campo vetorial F(x, y, z) 


S0LUQA0 No Exemplo 1, mostramos que 


xz i + xyz j -- v 2 k nao e conservativo. 


rot F = —y( 2 + x) i + x j + yz k 

Isso mostra que rot F 0 e portanto, pelo Teorema 3, F nao e conservativo. 

Em geral, a reclproca do Teorema 3 nao e verdadeira, mas o proximo teorema afirma que, 
se F for definido em todo o esparto, a reclproca vale. (Mais especificamente, a reclproca vale 
se o domlnio e simplesmente conexo, ou seja, '‘nao apresenta furos”.) O teorema 4 e a ver- 
sao tridimensional do Teorema 16.3.6. Sua demonstracao requer o teorema de Stokes e sera 
esbogada no final da Segao 16.8. 


|~4~| Teorema Se F for um campo vetorial definido sobre todo IR 3 cujas fungoes com- 
ponentes tenham derivadas parciais de segunda ordem continuas e rot F = 0, F sera um 
campo vetorial conservativo. 


EXEMPLO 3 


Mostre que 

F(r, y, z) = y 2 Z 3 i + 2xyz 3 j + 3xy 2 z 2 k 
e um campo vetorial conservativo. 

(b) Determine uma funcao /' tal que F = V/. 

SOLUgAO 

(a) Calculemos o rotacional de F: 

i j k 

„ d d d 

rot F = V X F = — — — 

dx dy dz 

y 2 z 3 2 xyz 3 3 xy 2 z 2 

= (6 xyz 2 — 6xyz 2 )i — (3 y 2 z 2 — 3y 2 z 2 )] + (2yz 3 — 2yz 3 )k 

= 0 
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Como rot F = 0 e o domfnio de F e IR 3 , F e um campo vetorial conservativo pelo Teorema 4. 
(b) A tecnica para encontrar/foi dada na Secao 16.3. Temos 


0 

0 

0 


Mx, y, z) = y 2 z 3 
f y (x, y, z) = 2xyz 3 
Mx, y, z) = 3 xy 2 z 2 


Integrando [3] em relacao a x, obtemos 

“gl f(x, y, z) = xfz 3 + giy, z) 

Derivando [ 8 ] em relacao a y, obtemos fix, y, z) = 2xyz 3 + g y (y, z). Comparando com [ 6 ] , 
obtemos g y (y, z) = 0. Assim, g(y, z) = h(z) e 

Mx, y, z) = 3xy 2 z 2 + h'{z) 

Entao [7] fornece h’(z) = 0. Portanto, 

f{x, y, z) = xy 2 z 3 + K 


A razao para o nome rotational e que o vetor rotacional esta associado com rotayoes. 
Uma conexao sera explicada no Exerclcio 37. Outra ocorre quando F representa um campo 
de velocidade em mecanica dos fluidos (veja o Exemplo 3 na Seyao 16.1). Partlculas perto 
de (x, y, z) no fluido tendem a rodar em torno do eixo que aponta na diregao de rot F (x, y, 
z), e o comprimento do vetor rotacional e a medida de quao rapido as partlculas se movem 
em torno desse eixo (veja a Figura 1). Se rot F = 0 no ponto P, entao o fluido e isento de 
rota$oes em P e F e chamado irrotacional em P. Em outras palavras, nao ha nenhum turbi- 
lhao ou redemoinho em P. Se rot F = 0, uma pequena roda de pas move-se com o llquido, 
mas nao roda em torno do seu eixo. Se rot F # 0, a roda com pas giraria em torno de seu 
eixo. Veremos mais detalhes sobre essa explana^ao na Secao 16.8, como consequencia do 
Teorema de Stokes. 



Divergente 


Se F = / J i + Q \ + A* k e um campo vetorial em IR 3 e dP/dx, dQ/dy e dR/dz existem, entao 
o divergente de F e a fungao de tres variaveis definida por 


0 



Observe que rot F e um campo vetorial, mas div F e um campo escalar. Em termos do ope- 
rador gradiente V = ( d/dx ) i + ( d/dy ) j + (d/dz) k, o divergente de F pode ser escrito sim- 
bolicamente como o produto escalar de V e F: 


H 


div F = V • F 


EXEMPLO 4 


Se F(x, y,z) = xz i + xyz j — v 2 k, determine div F. 
S0LUCA0 Pela definigao de divergente (Equa^ao 9 ou 10), temos 


div F = V • F = — (xz) H- (xyz) H—— (— y 2 ) = z + xz 

dx By Bz 


Se F e um campo vetorial sobre IR 3 , entao rot F tambem e um campo vetorial sobre IR 3 . 
Como tal, podemos calcular seu divergente. O proximo teorema mostra que o resultado e 0. 


[rT| Teorema SeF = Pi + 2j+7?ke um campo vetorial sobre IR 3 e P, Q e R tern de- 
rivadas parciais de segunda ordem contlnuas, entao 

_ div rot F = 0 _ 
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Observe a analogia com o produto misto: 
a • (a X b) = 0. 


A razao para essa interpretagao de div F 
sera explicada ao final da Segao 16.9 como 
consequencia do Teorema do Divergente. 


DEMONSTRAQAO Usando as definigoes de divergente e rotacional, temos 
div rot F = V • (V X F) 

d ( dR 
dx \ dy 


dQ 

dz 


cYR 
dx dy 
= 0 


d 2 Q 
dx dz 


+ 


d 

+ - 

dy 

( dP 

dR 

) +± 
J dz 

I dQ 

V dz 

dx 

V dx 

d 2 P 

d 2 R 

+ 

d 2 Q 

d 2 P 

dy dz 

dy dx 

dz dx 

dz dy 


dP 

dy 


pois os termos se cancelam aos pares, pelo Teorema de Clairaut. 


EXEMPLO 5 


Mostre que o campo vetorial F (x, y,z) = xz i + xyz j v 2 k nao pode ser es- 
crito como o rotacional de outro campo vetorial, ou seja, F Y rot G. 


S0LUQA0 No Exemplo 4 mostramos que 

div F = z + xz 

e, portanto, F Y 0. Se fosse verdade que F = rot G, entao o Teorema 11 daria 

div F = div rot G = 0 

o que contradiz F Y 0. Portanto F nao e o rotacional de outro campo vetorial. 

Novamente, a razao para o nome divergente pode ser entendida no contexto da mecani- 
ca dos fluidos. Se F (x, y, z.) e a velocidade de um fluido (ou gas), entao div F(x, v, z) repre- 
senta a taxa de variagao total (com relagao ao tempo) da massa do fluido (ou gas) escoando 
do ponto (x, y, z) por unidade de volume. Em outras palavras, div F(x, v, z) mede a tenden- 
cia de o fluido divergir do ponto (x, y, z). Se F = 0, entao F e dito incompressivel. 

Outro operador diferencial aparece quando calculamos o divergente do gradiente de um 
campo vetorial V/. Se/e uma fungao de tres variaveis, temos 

div (V/) = V • (V/) = 

dx dy dz 

e essa expressao aparece tao frequentemente que vamos abrevia-la como V 2 /. Esse operador 

V 2 = V • V 

e chamado operador de Laplace por sua relacao com a equagao de Laplace 

, d 2 f d 2 f d 2 f 

V / = —4" H- zr H-4" = 0 

dx 2 dy 2 dz 2 

Podemos tambem aplicar o laplaciano V 2 a um campo vetorial 

F = Pi + gj+tfk 

em termos de suas componentes: 

V 2 F = V 2 Pi + V 2 gj + WR k 


Formas Vetoriais do Teorema de Green 

Os operadores divergente e rotacional nos permitem escrever o Teorema de Green em uma 
versao que sera util futuramente. Consideramos uma regiao plana D, sua curva fronteira C e 
fun goes Peg que satisfacam as hipoteses do Teorema de Green. Em seguida, consideramos 
o campo vetorial F = Pi + gj.A sua integral de linha e 


j) F • dr = j> P dx + g dy 


e, considerando F como um campo vetorial em IR 3 com terceira componente 0, temos 


rot F = 


i j k 

_d_ _d_ _d_ 

dx dy dz 

P(x, y) Q(x, y) 0 


dQ 

dx 


dP 

dy 
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Portanto, 


(rot F) • k 


e podemos reescrever a equagao 


(dQ dP\ HQ dP 

\ dx dy J dx dy 

do Teorema de Green na forma vetorial 


12 


£ F • dr = || (rot F) • k dA 

D 


A Equagao 12 expressa a integral de linha da componente tangencial de F ao longo de C 
como uma integral dupla da componente vertical rotacional F sobre a regiao D delimitada por 
C. Vamos deduzir, agora, uma formula semelhante, envolvendo a componente normal de F. 
Se C e dada pela equagao vetorial 


r(f) = x(t) i + y(t) j a =£ 
entao o vetor tangente unitario (veja a Secao 13.2) e 

x'(t) . i y'(t) 


T(f) = 


|r'(i)| 


+ 


|r'«| 


Voce pode verificar que o vetor normal unitario externo a C e dado por 


n(f) = 


y\t) . 
r'(t) | 1 


x'{t) . 

At) | J 


(Veja a Figura 2). Entao, da Equacao 16.2.3, temos 


F • n ds = [ (F • n)(f) | r'(f) | dt 

Ja 

P(x(t),y(t))y'(t) 


Ir'WI 


g(A-(f),y(f))A-'(f) 

I At) I 


I r, ( f ) I dt 


= £ P(x(t), y(t)) y'(t) dt - Q(x(t), y(t)) x'(t) dt 

Ja 



D 



pelo Teorema de Green. Mas o integrando na integral dupla e o divergente de F. Logo, temos 
uma segunda forma vetorial do Teorema de Green: 

■jjl £ F • n ds = jj div F (x, y) dA 

D 


Essa versao diz que a integral de linha da componente normal de F ao longo de C e igual a 
integral dupla do divergente de F na regiao D delimitada por C. 



Exercicios 


1-8 Determine (a) o rotacional e (b) o divergente do campo vetorial. 

1. F(a, y, z) = xyz i — x 2 y k 

2. F(a, y, z) = x 2 yz i + xy 2 z j + xyz 2 k 

3. F(a, y, z) = xye z i + yze* k 

4. F(a, y, z) = sen yzi + sen zx j + sen xy k 


5. F (x,y,z) = 

6 


1 


(x i + y j + z k) 


Jx 1 + y 1 + z : 

F(a, y, z) = sen z j + y tg _ 1 ( a / z ) k 
7. F(a, y, z) = (e x sen y, e y sen z, e z sen x) 


8. F (x,y,z) = (^A 

\y z x 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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O campo vetonal F e mostrado no piano xy e e o mesmo em 
todos os pianos horizontais (em outras palavras, F e independente 
de z e sua componente z e 0). 

(a) O div F sera positivo, negativo ou nulo? Explique. 

(b) Determine se rotF = 0. Se nao, em que direcao rotF aponta? 


9 . y 

t t t t 

t t t t 

1 t 1 t 

1 t t 1 

0 

X 

11. >'■ 

— — — — 


^ ^ ^ — 


0 x 


10. T 

[//// 


/ / / y 


/ y s' ^ 

0 

JC 


12. Seja/um campo escalar e F um campo vetorial. Diga se cada ex- 
pressao tem significado. Em caso negativo, explique por que. 
Em caso afirmativo, diga se e um campo vetorial ou escalar. 


(a) rot/ 

(c) div F 
(e) grad F 
(g) div(grad/) 

(i) rot(rot F) 

(k) (grad/) X (divF) 


(b) grad / 

(d) rot(grad/) 

(f) grad(div F) 

(h) grad(div/) 

(j) div(div F) 

(1) div(rot(grad/)) 


13-18 Determine se o campo vetorial e conservative ou nao. Se for 
conservativo, determine uma funqao/tal que F = V/. 

13. F(x, y, z ) = y 2 z 3 i + 2xyz 3 j + 3 xy 2 z 2 k 

14. F(x, y, z) = xyz 2 i + x/yz 2 j + x 2 y 2 z k 

15. F(x, v, z) = 3xy 2 z 2 i + 2x/yz 3 j + 3x 2 y 2 z 2 k 


23-29 Demonstre a identidade, admitindo que as derivadas parciais 
apropriadas existem e sao contfnuas. Se/for um campo escalar e F, G 
forem campos vetoriais, entao/F, F ■ G e F X G serao deftnidos por 



(/F)(x,y, z) = 

f(x, y, z) F(x, y, z) 


(F • G)(x, y, z) = 

F(x, y, z) • 

G(x, y, z) 


(F X G)(x, y, z) — 

F(x, y, z) X G(x, y, z) 

23 

div(F + G) = div F + div G 



24. 

rot(F + G) = rot F + rot G 



25. 

div (/F) =/div F + F • Yf 



26. 

rot (/F) = / rot F + ( Yf ) X F 



27. 

div(F XG) = G ■ rot F - F • rot G 


28. 

div(V/ X Vg) = 0 



29. 

rot (rot F) = grad(div F) — V 2 F 


30-: 

Sejam r = xi+yj+zke 

r = |r|. 


30. 

Verifique as identidades. 




(a) V ■ r = 3 

(b) V ■ Or ) 

= 4 r 


(c) W = 12 r 

31. Verifique as identidades. 

(a) Yr — r/r (b) V X r = 0 

(c) V(l/r) = —r/r 3 (d) V In r = r/r 2 

32. Se F = r/r' * 1 , determine div F. Existe um valor de p para qu e 
div F = 0? 

33. Use o Teorema de Green na forma da Equa§ao 13 para de- 
monstrar a primeira identidade de Green: 

jj/V 2 3 i/A = j c f(Yg) • n ds - jj Yf-YgdA 

D D 

onde D e C satisfazem as hipoteses do Teorema de Green e as 
derivadas parciais apropriadas de/e g existem e sao contfnuas. 
(A quantidade Yg ■ n = D^j aparece na integral de linha. Essa e 
a derivada direcional na direcao do vetor normal nee chamada 

derivada normal de g.) 


16. F(x, y, z) = i + sen z j + y cos zk 

17. F(x, v, z) = e yz i + xze yz j + xye yz k 

18. F(x, y, z) = e x sen yz i + ze' cos yz j + ye' cos yz k 

19. Existe um campo vetorial G em IR 3 tal que 
rot G = (x sen y, cos y, z — xy)? Explique. 

20. Existe um campo vetorial G em R 3 tal que 

rot G = (xyz, — y 2 z, yz 2 )7 Explique. 

21. Mostre que qualquer campo vetorial da forma 

F(x, y, z) =/(x) i + g(y) j + h{z) k 
onde/ g e h sao diferenciaveis, e irrotacional. 

22. Mostre que qualquer campo vetorial da forma 

F(x, y, z) =/(y, z) i +g(x, z) j + h{x, y) k 
e incompressfvel. 


34. Use a primeira identidade de Green (Exercfcio 33) para de- 
monstrar a segunda identidade de Green: 

II (/V 2 g - gV 2 f) dA = £ (fYg - gYf) • n ds 

D 

onde D e C satisfazem as hipoteses do Teorema de Green e as 
derivadas parciais apropriadas de/e g existem e sao contfnuas. 

35. Lembre-se, da Segao 14.3, de que uma fun^ao g e chamada har¬ 
monica em D se satisfaz a equa§ao de Laplace, isto e, Y 2 g = 0 
em D. Utilize primeira identidade de Green (com as mesmas hi¬ 
poteses que no Exercfcio 33) para mostrar que se g e harmonica 
em D, entao <ji c D n g ds = 0. Aqui, D n g e a derivada normal de g 
definida no Exercfcio 33. 

36. Use a primeira identidade de Green para mostrar que se/for 
harmonica em D, e se / (x, y) = 0 na curva limite C, entao 
|| D | Yf | 2 dA = 0. (Suponha que sao validas as mesmas hipote¬ 
ses que no Exercfcio 33.) 

37. Este exercfcio ilustra a rela^ao entre vetor rotacional e rotagoes. 
Seja B ser um corpo rfgido girando sobre o eixo z. A rota§ao 
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pode ser descrita pelo vetor w = oik, onde a) e a velocidade an¬ 
gular de B, ou seja, a velocidade tangencial de qualquer ponto P 
em B dividida pela distancia d do eixo de rotagao. Seja 
r = (x, y, z ) o vetor posigao de P. 

(a) Considerando o angulo 6 da figura, mostre que o campo de 
velocidade de B e dado por v = w X r. 

(b) Mostre que v = — coy i + cov j. 

(c) Mostre que rot v = 2w. 



38. As equagoes de Maxwell relacionam o campo eletrico E e o 
campo magnetico H, quando eles variam com o tempo em uma 
regiao que nao contenha carga nem corrente, como segue: 


div E = 0 


div H = 0 


1 <9H 

rot E =- 

c dt 


1 dE 

rot H =- 

c dt 


onde tea velocidade da luz. Use essas equagoes para demons- 
trar o seguinte: 


„ i a 2 E 

(a) V X V X E =- r —r 

C dt 

(b) V X (V X H) = -44? 

c ot 

1 d 2 E 

(c) V"E = — 2 [Sugestao: Use o Exercfcio 29.] 


(d) V 2 H 


1 d 2 H 

T 2 


39. Vimos que todos os campos vetoriais da forma F = Vg satisfa- 
zem a equagao rot F = 0 e que todos os campos vetoriais da 
forma F = rot G satisfazem a equagao div F = 0 (supondo a con- 
tinuidade das correspondentes derivadas parciais). Isto sugere a 
pergunta: existe alguma equagao que todas as fungoes da forma 
/= div G devam satisfazer? Mostre que a resposta para essa per¬ 
gunta e “Nao” demonstrando que toda fungao contmua/em IR 3 
e a divergencia de algum campo de vetores. [ Dica : Seja 
G(x, y, z ) = < g(x , y, z ), 0 , 0), onde g(x, y, z) = J* f(t, y, z ) dt.] 


Superficies Parametrizadas e suas Areas 


Ate agora temos considerado tipos especiais de superficies: cilindros, superficies quadricas, 
graficos de fungoes de duas variaveis e superficies de nfvel de fungoes de tres variaveis. Aqui, 
usaremos fungoes vetoriais para descrever superficies mais gerais, chamadas superficies 
parametrizadas e calcularemos suas areas. A seguir, tomaremos a formula para a area de 
superficies gerais e veremos como se aplica a superficies especiais. 


16 . 


Superficies Parametrizadas 

De modo muito semelhante a nossa descrigao de curvas espaciais por uma fungao vetorial rit) 
de um unico parametro t, podemos descrever uma superffcie por uma fungao vetorial 
r{u, v) de dois parametros set. Suponhamos que 


|T| r (u, v) = x{u, v) i + y(u, v)j+ z(u, v ) k 

seja uma fungao a valores vetoriais definida sobre uma regiao D do piano uv. Entao x,y e z, 
os componentes de fungoes de r, serao fungoes das duas variaveis u e v com domfnio D. O 
conjunto de todos os pontos ( x, y, z) em [R 3 tal que 


2 


x = x{u, v ) y = y(u, v) z — z(u, v) 


e (m, v) varia ao longo de D, e chamado de superffcie parametrizada S e Equagoes 2 sao 
chamados equagoes parametrizadas de S. Cada escolha deuev resulta um ponto em S', 
fazendo todas as escolhas, temos todos os pontos de S. Em outras palavras, a superffcie e 
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tracada pela ponta do vetor posicao r (u, v) enquanto (u, v) se move ao longo da regiao D. 
(Veja a Figura 1.) 




FIGURA2 



EXEMPLO 1 


Identifique e esboce a superffcie com equacao vetorial 


r(u, v) = 2 cos u i + v j + 2 sen it k 


SOLUQAO As equagoes parametricas para essa superffcie sao 

x = 2 cos u y = v z = 2 sen u 
entao, para qualquer ponto (x, y, z) da superffcie, temos 

x 2 + z 2 = 4 cos 2 m + 4 sen 2 u = 4 

Isso significa que todas as seqoes transversais paralelas ao piano xz (isto e, com v constante) 
sao circunferencias de raio 2. Como v = v c nao existe restricao ao valor de v, a superffcie 
e um cilindro circular de raio 2 cujo eixo e o eixo v (veja a Figura 2). 

No Exemplo 1 nao existiam restricoes quanto aos parametros u e v e assim obtivemos o 
cilindro inteiro. Se, por exemplo, restringfssemos u e v, escrevendo o domfnio dos parame¬ 
tros como 


0 =£ u 7 t/2 0 ^ v < 3 

Entao x^O, z^O, 0^y^3e obterfamos o quarto do cilindro de comprimento 3 ilustra- 
do na Figura 3. 

Se uma superffcie parametrizada S e dada por uma t'uncao vetorial r(u, v ), entao existem 
duas famflias de curvas uteis contidas em S. uma famflia com u constante e outra com v cons¬ 
tante. Essas famflias correspondem a retas verticais e horizontais no piano uv. Se mantiver- 
mos u constante, impondo u = u 0 , entao r (u 0 , v ) se torna uma funcao vetorial com um unico 
parametro v que define uma curva C\ sobre S. (Veja a Figura 4.) 


D33 Visual 76.6mostra versoes 
animadas de Figuras 4 e 5, com o 
movimento das curvas de grade, para 
diversas superficies parametrizadas. 


FIGURA 4 



Da mesma forma, se mantivermos v constante tomando v = Vo, obteremos a curva Ci_ dada 
por r (w, Vo) que esta sobre S. Chamamos essas curvas curva da grade. (No Exemplo 1, por 
exemplo, as curvas da grade obtidas tornando u constante sao linhas horizontais, enquanto 
as curvas da grade obtidas com v constante sao circuferencias.) Na verdade, quando um com- 
putador elabora em grafico uma superffcie parametrizada, que normalmente apresenta a 
superffcie tracando as curvas da grade, como podemos ver no exemplo a seguir. 
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Use um sistema de computagao algebrica para tragar o grafico da superffcie 


r(n, v ) = ((2 + sen v ) cos n, (2 + sen v) sen n, n + cos v ) 


Quais sao as curvas da grade com n constante? Quais tem v constante? 

SOLUQAO Tragamos o pedago da superffcie com os parametros delimitados por 0 ss n =£ 47 t, 
0 « u ^ 2tt na Figura 5. Esse grafico tem a aparencia de um tubo espiral. Para identificar- 
mos as curvas da grade, escrevemos as equagoes parametricas correspondentes: 


x = (2 + sen v) cos u y = (2 + sen w)sen n z = n + cos v 

Se v e constante, entao sen v e cos v sao constantes, portanto, as equacoes parametricas se 
assemelham as da helice no Exemplo 4 na Segao 13.1. Assim, as curvas de grade com v cons¬ 
tante sao as curvas em espiral na Figura 5. Deduzimos que as curvas de grade com n cons¬ 
tante devem ser curvas que parecem cfrculos na figura. Maior evidencia dessa afirmagao e 
que, se mantivermos n constante, u = no, entao as equacoes z = «o + cos v mostram que os 
valores de z variam de no — 1 ate no + 1 . 

Nos Exemplos 1 e 2 nos foi dada uma equagao vetorial e pedido o grafico da superffcie 
parametrizada correspondente. Nos exemplos seguintes, entretanto, teremos o problema 
mais desafiador de achar a funcao vetorial que representa uma superffcie dada. No restante 
deste capftulo, teremos de fazer exatamente isso muitas vezes. 


Z 



EXEMPLO 3 


Determine a funcao vetorial que representa o piano que passa pelo ponto Pi> com 
vetor posigao ro e que contenha dois vetores nao paralelos a e b 


SOLUQAO Se P e qualquer ponto no piano, podemos ir de Po ate P movendo uma certa dis- 
tancia na diregao de a e uma outra distancia na diregao de b. Entao, existem escalares new 
tais que PoP =na + vh. (A Figura 6 ilustra como isto funciona, por meio da lei do parale- 
logramo, para o caso em que new sao positivos. Veja tambem o Exercfcio 46 na Segao 12.2.) 
Sereo vetor posigao de P, entao 

r = OPo +P 0 P = r 0 + na + wb 


Assim, a equagao vetorial do piano pode ser escrita como 


FIGURA 5 



FIGURA 6 


r(n, w) = r 0 + na + wb 

onde new sao numeros reais. 

Se escrevermos r = (x, y, z), r 0 = {x Q , y 0 , zo), a = (ai, az, a 3 ) e b = (b i, bi, fa), podemos 
escrever as equagoes parametricas do piano pelo ponto (xo, yo, Zo) como segue: 

x = Xo + ucii + vbi y = y o + na 2 + vfa_ z = Zo + + vfa 


EXEMPLO 4 


Determine uma representagao parametrizada da esfera 


x 2 + y 2 +z 2 = a 2 


SOLUQAO A esfera tem uma representagao simples p = a em coordenadas esfericas, entao 
vamos escolher os angulos <j) e 0 das coordenadas esfericas como parametros (veja a Segao 
15.9). Tomando p = a nas equagoes para conversao de coordenadas esfericas para coorde¬ 
nadas retangulares (Equagao 15.9.1), obtemos 

x = a sen cf> cos 6 y — a sen <p sen 6 z = a cos <p 
como equagoes parametrizadas da esfera. A equagao vetorial correspondente e 

r(<f>, 9) = a sen <f> cos 0 i + a sen (f> sen 9 j + a cos (f> k 

Temos 0 ^</>^77e0=£#=S 277, de modo que o domfnio dos parametros e o retangulo 
D = [0, 7r] X [0, 27r]. As curvas da grade com cf> constante sao as circunferencias de latitu¬ 
de constante (incluindo o equador). As curvas da grade com 9 constante sao os meridianos 
(semicircunferencias), que ligam os Polos Norte e Sul (veja a Figura 7). 



I r 


Z 



FIGURA 7 
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OBSERVAQAO Vimos no Exemplo 4 que as curvas de grade para uma esfera sao curvas de 
latitude e longitude constantes. Para uma superffcie parametrizada geral, estamos realmente 
fazendo um mapa e as curvas da grade sao semelhantes a linhas de latitude e longitude. Des- 
crever um ponto sobre uma superffcie parametrizada (como o da Figura 5) dando valores 
especfficos de u e v e como dar a latitude e a longitude de um ponto. 


Um dos usos de superficies parametrizadas 
e na computagao grafica. A Figura 8 mostra 
o resultado de tentar tragar a esfera 
x 2 + y 2 + z 1 = 1 resolvendo a equagao 
para z e tragando os hemisferios de cima e 
de baixo separadamente. Parte da esfera 
parece estar ausente por causa do sistema 
de grade retangular utilizado pelo 
computador. A imagem, muito melhor na 
Figura 9, foi produzida por um computador, 
utilizando as equagoes parametrizadas 
encontradas no Exemplo 4. 



FIGURA 8 



FIGURA 9 


EXEMPLO 5 


Determine uma representagao parametrizada do cilindro 


x 2 + y 2 = 4 0 z =£ 1 


SOLUQAO O cilindro tem representagao r = 2 em coordenadas cilfndricas; assim escolhemos 
como parametros 9 e z das coordenadas cilfndricas. Entao as equagoes parametricas do cilin¬ 
dro sao 

x = 2 cos 0 y = 2 sen 6 z = Z 
onde 0 ^ 0 2tt e 0 s£ z =S 1. 


EXEMPLO 6 


Determine uma fungao vetorial que represente o paraboloide elfptico 


z =x 1 + 2 y 2 . 


SOLUQAO Se olharmos para x e y como parametros, as equagoes parametricas ficam sim- 
plesmente 

x = x y = y z = x 2 + 2y 2 

e a equagao vetorial e 


UU Em Module 1E.6v oce pode 
investigar varias familias de superficies 
parametrizadas. 


r(x, y) = x i + y j + {x 2 + 2y 2 )k 

Em geral, uma superffcie dada como o grafico de uma fungao de x e v, ou seja, com equagao 
da forma z = f (pc, v). pode sempre ser olhada como uma superffcie parametrizada, tomando 
x e y como parametros e escrevendo as equagoes parametricas como 

x = x y=y z=f(x,y ) 

Representagoes parametrizadas (tambem chamadas parametrizagoes) de superficies nao sao 
unicas. O proximo exemplo mostra dois modos de parametrizar um cone. 


EXEMPLO 7 


Determine uma representagao parametrizada para a superffcie z = 2 \Jx 2 + y 2 


ou seja, a metade superior do cone z 2 = 4x 2 + 4v 2 . 


SOLUCAO 1 Uma possfvel representagao e obtida escolhendo-se .r e v como parametros: 
x = x y = y z = 2 yjx 2 + y 1 


Para alguns propositos, as representagoes 
parametrizadas das Solugoes 1 e 2 sao 
igualmente boas, mas a Solugao 2 pode ser 
preferivel em certas situagoes. Se 
estivermos interessados somente na parte 
do cone que esta abaixo do piano z = 1, 
por exemplo, tudo que devemos fazer na 
Solugao 2 e mudar o dominio do parametro 
para 

0 =£ r ^ 0 « 0 « 2 tt 


Assim, a equagao vetorial e 

r(x, y)=xi + yj + 2y]x 2 + y 2 k 

SOLUQAO 2 Outra representagao resulta da escolha das coord enadas polares r e 9. Um ponto 
(x, y, z) sobre o cone satisfaz x = r cos 6,y = r sen 9 ez = 2'bc L + y 2 = 2 r. Assim, uma equa¬ 
gao vetorial para o cone e 

r (r, 9) = r cos 6 i + r sen 0 j + 2r k 

onde r^OeO? ^ 2tt. 
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Superficies de Revolucao 

As superficies de revolugao podem ser representadas na forma parametrizada e, portanto, 
seus graficos podem ser tracados usando-se um computador. Por exemplo, vamos considerar 
a superffcie S obtida pela rotagao da curva y = f(x), a x b, sobre o eixo x, ondef(x) 3* 
0. Seja 9 o angulo de rotagao, como mostrado na Figura 10. Se (x, y, z) e um ponto em S, 
entao 


x = x y = f{x) cos 9 z= fix) sen 9 


Portanto, tomamos x e 9 como parametros e olhamos as Equagoes 3 como equagoes para¬ 
metricas de S. O domfnio do parametro e dado por a =£ jc ^ b, 0 =£ 0 2tt. 


EXEMPLO 8 


Encontre equagoes parametricas para a superffcie gerada pela rotagao da curva 
y = sen x, 0 x =S 2tt sobre o eixo x. Use essas equagoes para o grafico da superffcie de re- 
volu5ao. 


z* 


0 



FIGURA 10 


S0LUQA0 Das Equacoes 3, as equagoes parametricas sao 


x = x y = senxcos9 z=senxsen0 

e o domfnio do parametro 2tt, 0 s; f) sz 2 tt. Usando um computador para tragar 

essas equagoes e girar a imagem, obtemos o grafico da Figura 11. 

Podemos adaptar as Equagoes 3 para representar uma superffcie obtida pela revolugao em 
torno do eixo y ou do eixo z (veja o Exercfcio 30). 

Pianos Tangentes 

Agora vamos determinar o piano tangente a uma superffcie parametrizada determinada por 
uma fungao vetorial 

r (m, v) = x(u, v) i + yiu, v) j + ziu , v) k 



FIGURA 11 


em um ponto Po com vetor posigao r(u a , v»). Se mantivermos u constante usando 
u = Mo, entao r(no, v) torna-se uma fungao vetorial do parametro unico v e define uma curva 
de grade C\ em S. (Veja a Figura 12.) O vetor tangente a C\ em Po e obtido tomando-se a 
derivada parcial de r em relagao a v: 



Da mesma forma, se mantivermos v constante tomando v = Vo, obteremos a curva da grade 
C 2 dada por r(n, vf) que esta sobre S, e cujo vetor tangente em Po e 

m dx . dy dz 

Al r„ = — (m 0 , ti 0 )i + — (Mo, «>o)j + — (Mo, tto)k 

du du du 

Se r„ X r„ nao e 0, entao a superffcie S e dita suave (sem “bicos”). Para uma superffcie suave, 
o piano tangente e o que content os vetores tangentes r„ e r, e r„ X r, e o vetor normal ao 
piano tangente. 
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A Figura 13 mostra a superffcie que se 
autointercepta no Exemplo 9 e seu piano 
tangente em (1,1, 3). 


EXEMPLO 9 


Determine o piano tangente a superffcie com equacoes parametricas x = u 2 ,y 


= v 2 , z = u + 2v no ponto (1, 1, 3). 


SOLUQAO Primeiro, vamos calcular os vetores tangentes: 



FIGURA 13 


r„ X r, 


1 j 

2 u 0 
0 2v 


k 

1 

2 


= — 2v i — 4m j + 4uv k 


Observe que o ponto (1, 1, 3) corresponde aos valores dos parametros u = 1 e v = 1, de 
forma que o vetor normal ali e 

-2i - 4j + 4k 

Portanto, uma equacao do piano tangente em (1, 1, 3) e 

— 2(x - 1) - 4 (y - 1) + 4(z ~ 3) = 0 
ou x + 2y — 2z + 3 = 0 


FIGURA 14 

A imagem do sub-retangulo 
Rjj eo retalho S /; 


Area da Superficie 

Definiremos agora a area de uma superffcie parametrizada geral dada pela Equa£ao 1. Para 
simplificar, vamos considerar inicialmente uma superffcie cujo domfnio dos parametros I) e 
um retangulo, que dividiremos em sub-retangulos R,,. Vamos escolher (uf\ vf) como o canto 




inferior esquerdo do retangulo Ry. (Veja a Figura 14.) 

A parte S,, da superffcie S que corresponde a Ry e chamada de retalho e tem um ponto Py 
com vetor posicao riuf, vf) como um de seus cantos. Sejam 


r* = r„0,*, Vf) e rjf = rfu'f vf) 

os vetores tangentes em Py calculados pelas Equaqoes 5 e 4. 

A Figura 15(a) mostra como os dois lados do retalho que se encontram em Py podem ser 
aproximados por vetores. Esses vetores, por sua vez, podem ser aproximados pelos vetores 
A u r„* e A v rj porque as derivadas parciais podem ser aproximadas pelos quocientes de dife- 
renqas. Assim, aproximamos Sy pelo paralelogramo determinado pelos vetores A u r* e 
A v rjf. Esse paralelogramo esta representado na Figura 15(b) e esta contido no piano tan¬ 
gente a S em Py. A area desse paralelogramo e 


|(A u rf) X (At;r^)! = |r^ X r?| Am Av 
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e entao uma aproximagao da area de S e 

m n 

S S | r* X r* | Am Av 

,=i j= i 

A intuigao nos diz que essa aproximagao fica melhor a medida que aumentamos o numero 
de sub-retangulos e reconhecemos a soma dupla como a soma de Riemann para a integral 
dupla JJ o |r„ X r„| du dv. Isso justifica a seguinte definigao: 


|~6~| Definigao Se uma superffcie parametrizada suave S e dada pela equagao 

r (m, v) = x(u, v) i + y(u, v) j + z(u, v) k (m, v) e D 

eSe coberta uma unica vez quando (m, v) abrange todo o domfnio D dos parametros, 
entao a area da superffcie de S e 

A(S) = || | r„ X r„| dA 

D 


dx dy dz 

onde r„ = — 1 H—— 1 H- k 

du du du 


dx . dy . dz 

— l H-— I H-k 

dv dv dv 


EXEMPLO 10 


Determine a area da esfera de raio a. 

S0LUQA0 No Exemplo 4 encontramos a representagao parametrizada 

x = a sen cf> cos 0 y = a sen <f> sen 9 z = a cos cf> 
onde o domfnio dos parametros e 

D = 9)\ 0 =£ cj) =S tt, 0 9 s£ 27r} 

Vamos calcular primeiro o produto cruzado dos vetores tangentes: 

> j 


r f X r u = 


k 

dx dy dz 

d<f> d(f> d<f> 

dx dy dz 

d6 dO dO 


i J k 

a cos cf) cos 0 a cos </> sen 9 —a sen cf> 

0 


—a sen <f> sen 9 a sen <f> cos 9 
= a 2 sen 2 < f> cos 9 i + a 2 sen 2 cf) sen 9 j + a 2 sen cf> cos <f> k 


Logo, 


| r^ X re \ = *Ja 4 sen 4 (f> cos 2 9 + a 4 sen 4 <f> sen 2 # + a 4 sen 2 </> cos 2 (f> 
= Va 4 sen 4 (/> + a 4 sen Ap cos 2 (f> = a 2 ^/sen 2 <f> = a 2 sen(f> 


uma vez que sen <f> Ss 0 para 0 

Mil 


sS cf> 7T. Portanto, pela Definigao 6, a area da esfera e 

i i C ^ TT C n ? 

X I*# | dA = I J a sen q> dcp dO 



j d9 j sen <f> d(f> = o 2 (27r)2 = 4770 


Area de Superficie do Grafico de uma Fungao 

Para o caso especial de uma superffcie S com equacao z= f(x, y), onde (x,y) esta em D e/tem 
derivadas parciais contfnuas, tomamos xey como parametros. As equagoes parametricas sao 

y = y z=f(x,y) 


assim. 


x = x 


= i + 




r y = j + 


! lk 



(b) 

FIGURA 15 

Aproximando um retalho 
por um paralelogramo 
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Observe a semelhanga entre a formula da 
area da superffcie da Equagao 9 e a 
formula do comprimento do arco 



da Segao 8.1, no Volume I. 



FIGURA 16 


e 


m 


i j k 

df 

r,Xr,= 1 0 — 



df . df 

— i -l + k 

dx dy 


Entao temos 



e a formula de area da superffcie na Definigao 6 fica 



EXEMPLO 11 


z = 9. 


Determine a area da parte do paraboloide z 


x 2 + y 2 que esta abaixo do piano 


S0LUCA0 O piano intercepta o paraboloide no cfrculo x 2 + y 2 = 9, z = 9. Portanto, a super¬ 
ffcie dada fica acima do disco D com centra na origem e raio 3. (Veja a Figura 16.) Usando 
a Formula 9, temos 


A - f Wf + (0 ■“ ■ | VI + w + w <« 

= JJ + 4(x 2 + y 2 ) dA 

D 


Convertendo para coordenadas polares, obtemos 

A = f f' -v/l + 4 r 2 r dr d6 = f d6 I rJ 1 + 4 r 2 dr 

Jo Jo Jo Jo 

= 27r(|j|(l + 4 r 2 ) 3/2 ]o = ^(37^37 - l) 

Precisamos ainda verificar se nossa definicao da area de superffcie [6] e coerente com a 
formula da area de superffcie obtida no calculo com uma unica variavel (8.2.4). 

Consideremos a superffcie S obtida pela rotacao da curva y = f (x~), a x s; em torno 
do eixo x, ondc/fr) 3* 0 e/' e contfnua. Da Equagao 3, sabemos que as equagoes parame- 
tricas de S sao 


x = x y=f(x) cos 6 z=f(x)scn0 a^x^b 0^0^2 tt 
Para calcularmos a area da superffcie S, precisamos dos vetores tangentes 
r x = i + / '(x) cos 6 j +/'(*) sen 0 k 
re = —f(x) sen 9 j + f(x) cos 9 k 


Logo, 


r x X r u = 


i j k 

1 f'(x) cos 9 f'(x) sen 9 

0 —f(x) sen 9 f(x) cos 9 


= fix) fix) i - fix) cos 9 j - fix) sen 0 k 


E tambem 

I r* X r fl | = V[/MH/'W] 2 + \fix)] 2 cos 2 9 + [fix)] 2 sen 2 6 


= V[/U)] 2 [ 1 + [/'U)] 2 ] =/WV 1 + \f'ix)] 2 
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porque / (x) 3= 0. Portanto, a area de S e 

A = jj | r x X r 0 | dA = j" j fix) V1 + \f'(x)] 2 dx dO 

D 

= 27 T I 'VWVl + [/' MP dx 

J a 

Isso e precisamente a formula que usamos para definir a area de uma superffcie de revolucao 
no calculo com uma unica variavel (8.2.4). 


16.6 


Exercicios 


1-2 Determine se os pontos P e Q estao na superffcie dada. 

1. r(; i, v) = (2u + 3v, 1 + 5u — v, 2 + u + v) 

P{1 , 10, 4), 2(5, 22, 5) 

2. r(«, v) = (w + v, ir — v, u + v 1 ) 

P{ 3, -1,5), 2(— 1, 3, 4) 

3-6 Identifique a superffcie que tem a equagao parametrica dada. 

3. r (u, p) = (n + p) i + (3 — v) j + (1 + 4 u + 5v) k 

4. r(u, v) = 2 sen u i + 3 cos « j + p k, 0§t)^2 

5. r(s, t ) = (s, t, r 2 — s 2 ) 

6 . r(s, t) = {s , sen 2/, s 2 , ,r cos 2t) 

7-12 Use um conrputador para tragar o grafico da superffcie para- 
metrizada. Inrprima o resultado e indique sobre essa impressao 
quais sao as curvas da grade que tern it constante e quais tem v cons- 
tante. 

7. r (u, v) — {it 2 , v 2 , u + v), — 1 =£ u =£ 1, — 1 =£ v =£ 1 

8. r(u, v) = {u, v 3 , — v), —2 =S u =£ 2, —2 =S v =£ 2 

9. r(M, v) = (m cos v, u sen v, u 5 ), — I^hSI, 277 

10 . r(u, p) = (m, sen (k + p), sen p), 

— TT^U^TT, — 77 =£ P ^ 77 

11. x = sen v, y = cos u sen 4 p, z = sen 2 h sen 4 p, 

0 U =£ 277, —77/2 77/2 

12 . jc = sen «, y = cos n sen v, z. — sen v, 

0 =£ U =£ 277, 0 =£ P =£ 277 

13-18 Faga uma correspondence entre as equagoes e os graficos 
identificados por I-VI e justifique sua resposta. Determine quais 
famflias de curvas da grade tem u constante e quais tem P constante. 


17. jc = cos 2 u cos 3 P, y = sen 3 n cos 3 p, z = sen 3 P 

18. jc = (1 — \u\) cos v, y = (1 — \u\) sent;, z — u 



13. r(n, v) = u cos pi + u sen pj + Pk 

14. r(;<, v) = u cos vi + u sen pj + sen it k, —77 =£ u =S77 

15. r (u, v) = sen pi + cos u sen 2l»j + sen u sen 2l»k 

16. X = (1 — «)(3 + COS V ) COS 477M, 

y = (1 — «)(3 + cos v ) sen Amt, 

z = 3« + (1 — u) sen v 

Pr\ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 

1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 


19-26 Determine uma representagao parametrizada para a superffcie. 

19. O piano que passa pela origem que content os vetores i — j e 

j-k 

20. O piano que passa pelo ponto (0, — 1, 5) e contem os vetores 
(2, 1, 4) e (—3, 2, 5) 

E necessario usar um sistema de computagao algebrica 
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21. A parte do hiperboloide 4 jt — 4y 2 — z 2 — 4 que esta em frente 
do piano yz 

22. A parte do elipsoide x 2 + 2y 2 + 3 z 2 = 1 que se encontra a es- 
querda do piano xz 

23. A parte da esfera x 2 + y 2 + zr = 4 que se situa acima do cone 
Z = yjx 2 + y 2 

24. A parte da esfera jc 2 + y 2 + z 2 = 16 que se encontra entre os pia¬ 
nos z — ~2 e z = 2 

25. A parte do cilindro y 2 + z 2 = 16 que se encontra entre os pianos 
x = 0 ex = 5 

26. A parte do piano z — x + 3 que esta dentro do cilindro x 2 +y 2 — 1 

SCA| 27-28 Use um slstema de computagao algebrica para produzir um 

grafico semelhante ao das figuras. 



37. r(u, v) — u 1 i + 2 u sen v j + u cos v k; u = 1, v = 0 

38. r(«, v) = (I - u 2 — v 2 ) i - t)j - ;/k; (-1, -1, -1) 

39-50 Determine a area da superffcie. 

39. A parte do piano 3x + 2y + z — 6 que esta no primeiro octante 

40. A parte do piano com equagao vetorial 

r (u, v) = (u + V, 2 — 3 u, 1 + u — v) que e dada por 
0 s£m=s2, - 1 =£ =S 1 

41. A parte do piano x + 2y + 3z = 1 que esta dentro do cilindro 

x 2 +y 2 — 3 

42. A parte do cone z = *Jx 2 + y 2 que se encontra entre o piano 
y = x e o cilindro y = x 2 

43. A superffcie z = y(x 312 + y 3/2 ), 1 

44. A parte da superffcie z — 1 + 3x + 3y 2 que esta acima do trian- 
gulo com vertices (0, 0), (0, 1) e (2, 1) 

45. A parte da superffcie z — xy que esta dentro do cilindro 

x 2 + y 2 = 1 

46. A parte do paraboloide x = y 2 + zr que esta dentro do cilindro 

y 2 + z 2 = 9 

47. A parte da superffcie y — 4x + z 2 que se encontra entre os pia¬ 
nos jc = 0, x— l,z = Oez = 1 


pjj 29. Determine as equagoes parametricas da superffcie obtida pela 
rotagao da curva y = e~ x , 0 =S x =£ 3, em torno do eixo x e use- 
-as para tragar o grafico da superffcie. 

FQ 30. Determine as equagoes parametricas da superffcie obtida pela 
rotagao da curva x = 4y 2 — y 4 , — 2 =£ y =S 2, em torno do eixo y 
e use-as para traqar o grafico da superffcie. 

FH 31. (a) O que acontecera com o tubo espiral do Exemplo 2 (veja a 
Figura 5) se substituirmos cos u por sen u e sen u por cos if. 
(b) O que acontece se substituirmos cos u por cos 2 u e sen u por 
sen 2 if 

FH 32. A superffcie com as equagoes parametricas 
x — 2 cos 6 + r cos(0/2) 
y — 2 sen 8 + r cos(0/2) 
z = r sen(8/2) 


48. O helicoide (ou rampa em espiral) com equa§ao vetorial 
r(u, v) = u cos v i + u sen v j + v k, 0 =£ u =S 1, 0 v =S tt 

49. A superffcie com equates parametricas x = u 2 , y = uv, 
z = \ v 2 , 0 =s u =£ 1, 0 « v « 2 

50. A parte da esfera x 2 + y 1 + z 2 = b 2 que esta dentro do cilindro 
x 2 + y 2 = a 2 , onde 0 < a < b 

51 . Se a equa§ao de uma superffcie S e z = fix, y), onde x 2 + y 2 ^ R 2 , 

e voce sabe que |/,| 1 e |/ v | =£ 1, o que voce pode dizer sobre 

A(5)? 

52-53 Encontre a area da superffcie com precisao de quatro casas 

decimals, expressando-a em termos de uma integral unidimensional 

e usando sua calculadora para estimar a integral. 

52. A parte da superffcie z = cos (jc 2 + y 2 ) que esta dentro do cilin¬ 
dro x 2 + y 2 = 1 


onde - 2ir, e chamada Faixa de Mobius. 

Trace o grafico dessa superffcie sob varios pontos de vista. O 
que ha de estranho nela? 

33-36 Determine uma equa§ao do piano tangente a superffcie para- 
metrizada dada no ponto especificado. 

33. x = u + v, y = 3ti 2 , z — u — v; (2, 3, 0) 

34. x = if + 1, y = v 3 + 1, z — u + v; (5, 2, 3) 

35. r(n, V) = u cos v i + u sen v j + v k; u = 1, V = tt/3 

36. r(n, v) = sen u i + cos u sen v j + sen vk; u = tt/6, v = ir/6 

|SCA| 37-38 Determine uma equa§ao do piano tangente a superffcie para- 
metrizada dada no ponto especificado. Desenhe a superffcie e o 
piano tangente. 


53. A parte da superffcie z = e r v que esta acima do cfrculo 

.r 2 + y 2 s=4 

a] 54. Determine, com precisao de quatro casas decimals, a area da 
parte da superffcie z = (1 + x 2 )/(l + y 2 ) que esta acima do qua- 
drado |x| + |y| =£ 1. Ilustre, tra^ando o grafico dessa parte de 
superffcie. 

55. (a) Use a Regra do Ponto Medio para integrals duplas (veja a 
Segao 15.1) com seis quadrados para estimar a area da su¬ 
perffcie z = 1/(1 + x 2 + y 2 ), 0 =£ x =£ 6, 0 =£ y =£ 4. 

(b) Use um sistema de computagao algebrica para aproximar 
area de superffcie da parte (a) ate a quarta casa decimal. 
Compare com sua resposta para a parte (a). 

SC A | 56. Determine a area da superffcie de equagao vetorial 

r(u, v) = (cos 2 u cofv, sen 3 u cos 3 V, serfv), 0 u =S 77 , 
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0 =£ v =S 2t7. De sua resposta com precisao de quatro casas de- 
cimais. 


57. Determine a area exata da superffcie z — 1 + 2x + 3y + Ay 2 , 

58. (a) Determine, mas nao calcule, a integral dupla da area da su¬ 

perffcie com as equagoes parametricas x = au cos v, 
y = bu sen v, z — u 2 , 0^u^2, 2 tt. 

(b) Elimine os parametros para mostrar que a superffcie e um 
paraboloide elfptico e escreva outra integral dupla que for- 
nega sua area. 

gg (c) Use as equagoes parametricas da parte (a) com a = 2 e 
b = 3 para tragar o grafico da superffcie. 

(d) Para o caso a = 2, b = 3, use um sistema de computagao al- 
gebrica para achar a area da superffcie com precisao de qua¬ 
tro casas decimals. 

59. (a) Mostre que as equagoes parametricas x = a sen u cos v, 

y = b sen u sen v,z = c cos it, 0 =£ u =S it, 0 v =£ 2tt, re- 
presentam um elipsoide. 

^ (b) Use as equagoes parametricas da parte (a) para tragar o gra¬ 

fico do elipsoide para o caso a=l,ft = 2, c = 3. 

(c) Determine, mas nao calcule, uma integral dupla que da a area 
de superffcie da parte do elipsoide da parte (b). 

60. (a) Mostre que as equagoes parametricas x = a cosh u cos v, 

y — b cosh u sen v, z = c senh u representam um hiperbo- 
loide de uma folha. 

(b) Use as equagdes parametricas da parte (a) para tragar o gra¬ 
fico do hiperboloide para o caso a = 1, ft = 2, c = 3. 

(c) Determine, mas nao calcule, a integral dupla que da a area de 
superffcie da porgao do hiperboloide da parte (b) que esta 
entre os pianos z = — 3 e z = 3. 

61 . Encontre a area da parte da esfera x 1 + y 1 + z 2 — Az que esta den- 
tro do paraboloide z — x 2 + y 2 . 


62. A figura mostra a superffcie criada quando o cilindro 
y 2 + z? = 1 intercepta o cilindro x 2 + z 2 = 1. Encontre a area 
desta superffcie. 



63. Encontre a area da parte da esfera x 2 + y 2 + z 2 — a 2 que esta 
dentro do cilindro x 2 + y 2 — ax. 

64. (a) Determine a representagao parametrizada do toro obtido ao 

girar pelo eixo z o cfrculo no piano xz com centra (ft, 0, 0) e 
raio a < ft. [Dica\ Tome-se como parametros os angulos 6 e 
a mostrados na figura.] 

(b) Use as equagoes parametricas encontradas na parte (a) para 
tragar o grafico do toro para diversos valores de a e ft. 

(c) Use a representagao parametrizada da parte (a) para achar a 
area do toro. 




Integrals de Superflcie 


A relacao entre integral de superffcie e area de superffcie e semelhante aquela entre a inte¬ 
gral de linha e o comprimento de arco. Suponha que/seja uma funcao de tres variaveis cujo 
domfnio inclui uma superffcie S. Definiremos a integral de superffcie de / sobre S de tal 
forma que, no caso em que /' (A, y, z) = 1, o valor da integral de superffcie seja igual a area 
da superffcie de S. Comecamos com superficies parametrizadas e trataremos em seguida o 
caso especial onde S 6 o grafico de uma fungao de duas variaveis. 


Superficies parametrizadas 

Suponha que a superffcie S tenha cquacao vetorial 

r {u, v) = x{u, v) i + y(u, v) j + z(u, v) k (u, v) e D 

Vamos admitir inicialmente que o domfnio dos parametros D seja um retangulo e vamos divi- 
di-lo em sub-retangulos /f, ( com dimensoes Ait c A v. Entao, a superffcie S e dividida em reta- 
lhos correspondentes S,j, como na Figura 1. Calculamos/em um ponto P,f de cada retalho, 
multiplicamos pela area A Sy do retalho e formamos a soma de Riemann 

m n 

1 l.tV>?)AS, 

i= 1 j=i 
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A seguir, tomamos o limite quando o numero de retalhos aumenta e definimos a integral de 
superficie de / na superficie S como 


m 


Observe a analogia com a definiqao de integral de linha (16.2.2) e tambem a analogia com a 
definiqao de integral dupla (15.1.5). 

Para calcularmos a integral de superficie na Equaqao 1, aproximamos a area do retalho 
A Sy pela area de um paralelogramo aproximador no piano tangente. Em nossa discussao 
sobre a area de superficie na Seqao 16.6, fizemos a aproximaqao 


jj fix, y, z ) dS 


lim V V /(/'?) A.V„ 

ti, n—>°° t=1 j =i 



FIGURA 1 


AS,~ |r„ X r„| AwAu 


dx dy dz 

onde r„ = — l 5-l H-k 

du du du 


dx dy dz 

r„ = — i H—— j H-k 

dv dv dv 


sao os vetores tangentes em um canto de Sy. Se as componentes sao contlnuas e r„ e r, sao 
nao nulos e nao paralelos no interior de D. pode ser mostrado, da Definiqao 1, mesmo quan¬ 
do D nao e retangular, que 


j j f(x, y, z) dS = Jj f(r(u, v)) | r„ X r„ | dA 


Compare com a formula para a integral de linha: 


Nos assumimos que a superficie e coberta 
apenas uma vez quando (u, v) varia ao 
longo de D. 0 valor do integral de 
superficie nao depende da parametrizagao 
usada. 


J c /(*. y, z) ds = JV(rW) | r'(f) | dt 

Observe tambem que 

jj 1 dS = jj | r„ X r. | dA = A(S) 

S D 

A Formula 2 permite calcular uma integral de superficie, convertendo-a em uma integral 
dupla sobre o domlnio do parametro D. Ao usar essa formula, lembre-se de que/(r(w, v)) e 
avaliado ao escrever x = x(u, v), y = y(u, v) e z = z(u, v) na formula/ (x, y, z )■ 


EXEIVIPLO 1 


Calcule a integral de superficie [J jc 2 (IS, onde Sea esfera unitaria 


: +y 2 + z 2 = 1. 


SOLUCAO Como no Exemplo 4 da Secao 16.6, utilizamos a repi'esentacao parametrizada 
x = sen (f> cos 0 y = sen cj) sen 6 z = cos <f> 0 < cf> < 7r 0^0^ 2tt 

isto e, r(</>, 0) = sen </> cos 0 i + sen (f> sen 0 j + cos <f k 


Como no Exemplo 10 da Secao 16.6, podemos obter que 

|i> X r fl | = sen <f 

Portanto, pela Formula 2, 


Aqui, usamos as identidades 

cos 2 8 = \ (1 + cos 20) 
sen 2 0=1- cos 2 0 

Em vez disso, poderiamos usar as Formulas 
64 e 67 da Tabela de Integrais. 


jj x 2 dS = jj (sent/) cos^) 2 1 X r e \ dA 

s D 

P2tt P tt ~ r. P2 tt ^ Ptt - 

= j j sen cf> cos~d sen cf> d(f> dO = J cos~0 d6 j sen </> d(f> 

= 1 , (1 + cos 20) dO I (sen (A — sen ch cos 2 d>) deb 

Jo Jo 


= \\o + l sen 26](f [—cos^> + | cos 3 ^>] 0 = 

As integrais de superficie tem aplicacoes semelhantes aquelas das integrais que estuda- 
mos anteriormente. Por exemplo, se uma folha fina (digamos, uma folha de alumlnio) tiver 
a forma de uma superficie S e se a densidade (massa por unidade de area) no ponto {x, y, z) 
for p(x, y, z), entao o total da massa da folha sera 
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m = 


If 


p(x, y, z) dS 


e o centro de massa sera (x, y, z), onde 


x 




dS 


z 



Os momentos de inercia tambem podem ser definidos como antes (veja o Exercfcio 41). 


Graficos 

Qualquer superffcie S com equacao z = g(x, y) pode ser considerada uma superffcie parame- 
trizada com equacoes parametrizadas 

z = g(x, y) 


x = x y = y 


e, entao, temos 
de modo que 


r * = i + I ~ I k 

dx . 


r ’" l+| .f, |k 


dg dg 

r r X r, =- 1 -l + k 

y dx By J 


r* X r v 


Logo, neste caso, a Formula 2 se torna 


*)+(*! +1 

dx I \dy 


H || fix, y, z) dS = || f(x, y, g(x, y)) 


dz V dz . 

— + — + IdA 

dx Uv 


Existem formulas analogas para quando for mais conveniente projetar S no piano yz ou 
no piano xz. Por exemplo, se S for a superffcie com equacao v = h(x, z) c D for sua proje^ao 
no piano xz, entao 


*)+(*! + \ dA 
dx \ dz 


EXEMPLO 2 


Figura 2.) 

SOI CAO Uma vez que 


|| fix, y, z) dS = || f(x, hix, z), z) - 

S D 

Calcule | j s y dS, onde Sea superffcie z = x + y 2 , 0 =£ jc 1, 0 *£ y ^ 2. (Veja a 


dz 

dx 


a Formula 4 da 


dz o 
— = 2? 
dy 


1 + l ^j + (f ' 


If ydS= S y 

S D 

= || y*J 1 + 1 + 4 y 2 dy dx 
= | dx \fl j yV 1 + 2 y 1 dy 


= V2(i)|(l +2 y 2 ) 3/2 l = 


13^2 


Se S e uma superffcie suave por partes, ou seja, uma uniao finita de superficies suaves Si, 
Si,, S„ que se interceptam somente ao longo de suas fronteiras, entao a integral de super¬ 
ffcie de/sobre S e definida por 

|| fix, y, z) dS = |j fix, y, z) dS + ■ ■ ■ + |j f(x, y, z) dS 

S Si Sn 



X 


FIGURA 2 













996 


CALCULO 



IK 


V i P yX 

/ wr 
x 


FIGURA4 

Uma faixa de Mobius 


EXEMPLO 3 


Calcule JJ s z dS, onde S e a superficie cujo lado ,S'i e dado pelo cilindro 
x 2 + y 2 = 1, cujo fundo S?_ e o cfrculo x 2 + v 2 =£ I no piano z = 0, e cujo topo ,S'i e a parte do 
piano z = 1 + x que esta acima de Si. 


S0LUQA0 A superficie S e mostrada na Figura 3 (trocamos a posigac usual dos eixos para 
enxergar melhor S ). Para Si, usamos como parametros 0 ez (veja o Exemplo 5 da Secao 16.6) 
e escrevemos suas cquacoes parametrizadas como 


onde 

Portanto, 


x = cos 0 y = sen 0 z = Z 
0 « 0 « 27 t e 0^z^l+x=l + cos 6 


r e X r- 


' j k 

- sen 0 cos 9 0 

0 0 1 


= cos0 i + sen# j 


e | rg X r z | = i/cos 2 0 + sen 2 0 = 1 

Entao, a integral de superficie em Si e 

JH 5 = If z\ro X r z \ dA 

Si D 

r2n ri+cos e riv i , . 0 _ 

= z dz dO = \ 2(1 + cos 0) 2 d0 

Jo Jo Jo 

= \ j [1+2 cos 0 + ^(1 + cos 20)] dO 
= \ \\0 + 2 sen0 + ] sen 2o\^ = — 


Como S 2 esta no piano z = 0, temos 

JHHI 


OdS = 0 


s, s 2 

A superficie superior S 3 se encontra acima do disco I) e faz parte do piano z = 1 + x. 
Assim, tomando g(x, y) = 1 + x na Formula 4 e convertendo para coordenadas polares, 
temos 


jj z ofS = If (! + x) 


dz 


dx 


1 + — + — dA 


dz 


dy 


= £" £ (1 + r cos 0)Vl + 1+0 r dr d 8 
= V2 j” j ' (r + r 2 cos 0) dr dO 
(] + | cos 0) dO 


/2 

= V2 


2tt / 
0 


0 sen0 

- + - 

2 3 


= J2i 


Portanto, 


|| z dS = || z dS + j! x dS + || z dS 


-10+ 1/2 7T = (| + iJ2)tT 


Superficies Orientadas 

Para definir integrals de superficie de campos vetoriais, precisamos descartar superficies nao 
orientaveis tais como a faixa de Mobius mostrado na Figura 4. [Nomeado assim por causa 
do geometra alemao August Mobius (1790-1868).] Voce pode construir uma tomando uma 
faixa retangular longa de papel, dando-lhe uma meia-torcao e juntando as arestas curtas, 
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como na Figura 5. Se uma formiga andasse sobre uma faixa de Mobius comecando no ponto 
P, ela acabaria do “outro lado” da faixa (ou seja, com sua parte de cima apontando para o 
sentido oposto). Entao, se a formiga continuasse a andar na mesma direcao, ela acabaria de 
volta no mesmo ponto P sem ter nunca cruzado uma aresta (se voce construiu uma faixa de 
Mobius, tente desenhar uma linha a lapis pelo meio). Portanto, uma fita de Mobius realmen- 
te tem apenas um lado. Voce pode tragar a faixa de Mobius usando as cquacoes parametri- 
zadas no Exercicio 32 da Segao 16.6. 



Daqui para a frente consideraremos somente as superficies orientaveis (com dois lados). 
Comegaremos com uma superficie S que tenha um piano tangente em todos os pontos (x, y, 
z) em S (exceto nos pontos da fronteira). Existem dois vetores normais unitarios ni e 
n 2 = — ni em (x, y, z ) (veja a Figura 6). 

Se for possivel escolher um vetor normal n em cada ponto (x, y, z) de modo que n varie 
continuamente sobre S, entao S e chamada superficie orientada e a escolha dada de n for- 
nece S com uma orientagao. Existem duas possiveis orientagoes para qualquer superficie 
orientada (veja a Figura 7). 


FIGURA 7 

As duas orientagoes de 
uma superficie orientavel 




Para uma superficie z = g(x, y ) dada como o grafico de g, usamos a Equagao 3 e vemos 
que a orientagao induzida e dada pelo vetor normal unitario 


5 



Como a componente na diregao de k e positiva, isso fornece a orientagao ascendente da 
superficie. 

Se S for uma superficie orientada suave dada na forma parametrizada pela equagao veto- 
rial r (u, v ), entao ela esta automaticamente associada a orientagao do vetor normal unitario. 


a 


r„ X r„ 

n = - 

r„ X r„ 


e a orientagao oposta e dada por —n. Por exemplo, no Exemplo 4 na Segao 16.6 nos encon- 
tramos a representagao parametrizada 

r (<f>, 0) = a sen <fi cos 6 i + a sen 4> sen 0 j + a cos (f> k 

para a esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . Entao, no Exemplo 10 da Segao 16.6, encontramos que 

r^ X re = a 2 sen 2 <t> cos 6 i + a 2 sen 2 <f> sen 0 j + a 2 sen cf> cos <f) k 


e |r^ X rs| = a 2 sen </> 

Assim, a orientagao induzida por r (cj), 0) e definida pelo vetor normal unitario 


D33 Visual 16.7 mostra uma faixa de Mo- 
bius com um vetor normal que pode ser mo- 
vido ao longo da superficie. 


FIGURA 5 

Construgao de uma faixa de Mobius 

z* 


n , 



FIGURA 6 
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n = 


X r 0 
i> X r fl 


= sen cf> cos 6 i + sen cf> sen 9 j + cos (f> k = — r(<p, 0) 

a 


Observe que n aponta na mesma diregao que o vetor posigao, ou seja, para fora da esfera 
(veja a Figura 8). A orientagao oposta (para dentro) poderia ser obtida (veja a Figura 9) se 
tivessemos trocado a ordem dos parametros, porque r g X r^= — r$ X re. 



FIGURA 8 

Orientagao positiva 


FIGURA 9 

Orientagao negativa 


Para uma superffcie fechada, isto e, uma superffcie que seja a fronteira de uma regiao 
solida E, a convencao e que a orientagao positiva e aquela para a qual os vetores normais 
apontam para fora de E, e os vetores normais que apontam para dentro correspondem a 
orientagao negativa (veja as Figuras 8 e 9). 



Integrals de Superflcie de Campos Vetoriais 

Suponha que S seja uma superffcie orientada com vetor unitario normal n, e imagine um flui- 
do com densidade p(x, y, z) e campo de velocidade v(x, y, z) que flui atraves de S. (Pense em 
S como uma superffcie imaginaria que nao impede o fluxo de fluido, tal como uma rede de 
pesca por um fluxo.) Em seguida, a taxa de fluxo (massa por unidade de tempo) por unida- 
de de area e pv. Se dividirmos S em pequenos retalhos .S',,, como na Figura 10 (compare com 
a Figura 1), entao S u e aproximadamente plana, de modo que podemos aproximar a massa 
de fluido que passa por ,S' y na diregao da normal n por unidade de tempo pela quantidade 


(pv • n 

onde p, v e n sao avaliados em algum ponto em .S',,. (Recorde-se de que o componente do vetor 
de pv na diregao da unidade de vetor nepv n.) Somando essas quantidades e tomando o limi- 
te, obtemos, de acordo com a Definigao 1, a integral de superffcie da fungao pv ■ n sobre S: 


m 


|| pv • n dS = |J p{x, y, z) v(x, y, z) • n(x, y, z) dS 


e ela e interpretada fisicamente como a vazao atraves de S. 

Se escrevermos F = pv, entao F tambem e um campo vetorial em R 3 e a integral da Equa- 
gao 7 flea 

jjF-n„S 


Uma integral de superffcie dessa forma aparece frequentemente em ffsica, mesmo quando F 
nao e pv, e e denominada integral de superffcie (ou integral de fluxo) de F em S. 


8 Definigao Se F for um campo vetorial contfnuo definido sobre uma superffcie 
orientada S com vetor normal unitario n, entao a superffcie integral de F sobre S e 

.(f F • ds “ If F • nrfs 

s s 

Essa integral e tambem chamada fluxo de F atraves de S. 


Em palavras, a Definigao 8 diz que a integral de superffcie de um campo vetorial sobre S e 
igual a integral de superffcie de sua componente normal em S (como definido anteriormente). 
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Se S e uma fungao vetorial dada por r(u, v), entao n e dado pela Equagao 6 da Dctmicao 
i e, da Equagao 2, temos 


jj F • dS = IT F • r “ X r ' 

s jj | r„ X r. | 

= || F(r(«,«;)) • 


dS 

r„ X r„ 

I r„ X r„I 


r„ Xr.l dA 


onde Dio domfnio dos parametros. Assim, temos 

a 


jt f 

dS - j} 

s 

D 


dA 


EXEMPLO 4 


Determine o fluxo do campo vetorial F (x,y,z) = z i + >’ j + x k atraves da es- 
fera unitaria x 2 + y 2 + z 2 = 1. 


SOLUCAO Como no Exemplo 1, utilizamos a representagao parametrizada 

r ((p, 6) = sen <f> cos 0 i + sen cf> sen 9 j + cos (f> k 0 =£ cj) 7r 0 ^ ^ 27 t 

Entao F(r(</>, 9)) = cos cf> i + sen <p sen 9 j + sen </> cos <p k 

e, do Exemplo 10 da Segao 16.6, 

r^ X r# = sen 2 4> cos 9 i + sen 2 cf> sen 6 j + sen cf) cos <f> k 

Portanto, 

FW, 0)) • (r, X re) = cos 4> sen 2 </> cos 0 + sen 3 c p sen 2 # + sen 2 <£ cos cf> cos 0 
e, pela Formula 9, o fluxo e 

jj F • c/S = jj F • (r^, X r fl ) dA 

S D 

PITT /*77 ry O ? \ 

= | j (2 sen ~(f) cos (J) cos 9 + sen ^ sen"#) dcj) d9 

/* 7T j riTT C 77 -j 1*277 ~ 

= 2 J sen _ 9 cos q> dcp J cos 0 dO + J sen (p d</> J sen 0 dO 
= 0 + j" sen 3 c f> d<f> j sen 2 # d9 


uma vez que 


j l7r cos 8 d8 = oj 


47r 
3 


pelos mesmos calculos que no Exemplo 1. 

Se, por exemplo, o campo vetorial do Exemplo 4 e um campo de velocidade descreven- 
do o escoamento de um fluido de densidade 1, entao a resposta 4 77 /3 representa a vazao atra¬ 
ves da esfera unitaria em unidade de massa por unidade de tempo. 

No caso de uma superffcie S dada por um grafico z = g(x, y), podemos considerar x e _v 
como parametros e usar a Equagao 3 para escrever 

F • (r, X r v ) = (Pi + Qj + R k) • + k 

\ dx dy 

Logo, a Formula 9 se torna 





Compare a Equagao 9 com a expressao 
analoga para 0 calculo da integral de linha 
de campos vetoriaisda Definigao 16.2.13: 

j F • dr = J* F(r(0) • r'(f) dt 


A Figura 11 mostra 0 campo vetorial F do 
Exemplo 4 em pontos da esfera unitaria 

z* 



FIGURA 11 
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Esta formula pressupoe uma orienta£ao ascendente de 5; para uma orientagao descendente, 
multiplicamos por — 1. Formulas semelhantes podem ser trabalhadas se S e dada por y = h(x, 
z) ou x = k(y, z )• (Veja os Exercfcios 37 e 38.) 


EXEMPLO 5 


Calcule JJ F • d S, onde F(x, y, z)=yi + xj+zke5eo limite da regiao so- 
lida E delimitada pelo paraboloide z = 1 ~ x 2 — y 2 c o piano z — 0. 


S0LUQA0 A superffcie S e constitufda pela superffcie parabolica superior Si e pela superffcie 
circular do fundo S 2 (veja a Figura 12). Como S e uma superffcie fechada, usamos a con- 
vengao de orientagao positiva (para fora). Isso significa que Si e orientada para cima e pode- 
mos usar a Equagao 10 com D sendo a projegao de .S' sobre o piano xy, ou seja, o cfrculo 
x 2 + y 2 *£ 1. Como 


P(x, y, z) = y Q(x, y,z) = x R(x, y,z) = z= 1 - x 2 - y 2 


sobre Si e 
temos 


dg dg 

— = — 2x — = —2y 

dx dy 


ti T - ds -tt{- p i- Q t +R ) dA 

Si D 

= jj [— y(—2x) — x(—2y) + 1 — x 2 — y 2 ]dA 

D 

= jj - (1 + 4xy — x 2 — y 2 )dA 

D 

= f ^ I * (1 + 4r 2 cos0 sen0 — r 2 )rdrd0 
Jo Jo 

= f f (r — r 3 + 4r 3 cos0 send) dr dO 
Jo Jo 

= £ (^ + cosd send) 1 id = ^( 277 ) + 0 = — 


O disco S 2 e orientado para baixo, entao seu vetor normal unitario e n = — k e temos 
jj F • dS = jj F • (— k) dS = jj (- 2 ) dA = jj 0 dA = 0 

S 2 S 2 D D 


uma vez que z = 0 em Si. Finalmente, calculamos, pela debnicao, jj s F • d S como a soma 
das integrais de superffcie de F sobre as partes Si e S< 

If f - as - Jf f • as + fj f • as -f + o-f — 

S S 1 S 2 


Embora tenhamos exemplificado a integral de superffcie de um campo de vetores com 
seu uso em mecanica dos fluidos, esse conceito tambem aparece em outras situacbes ffsicas. 
Por exemplo, se E e um campo eletrico (veja o Exemplo 5 da Secao 16.1), entao a integral 
de superffcie 

jj E ■ JS 

s 

chama-se a fluxo eletrico de E atraves da superffcie S. Uma importante lei de eletrostatica e 
a Lei de Gauss, que diz que a carga total englobada por uma superffcie S e 

[IT] Q = So jj E • c/S 

s 

onde Bo e uma constante (denominada permissividade no vacuo) que depende das unidades 
usadas (no sistema SI, eo ~ 8,8542 X 10 _12 C 2 /N-m 2 ). Portanto, se o campo vetorial F do 
Exemplo 4 representa um campo eletrico, podemos concluir que a carga envolvida por S e 
Q = q7TE 0 . 
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Outra aplicacao de integrals de superffcie ocorre no estudo de fluxo de calor. Suponha 
que a temperatura em um ponto (x, y, z.) em um corpo seja u{x, y, z). Entao, o fluxo de calor 
e definido como o campo vetorial 

F = —K Vu 

onde K e uma constante determinada experimentalmente, chamada condutividade da subs- 
tancia. A taxa de transmissao de calor atraves da superffcie S no corpo e entao dada pela inte¬ 
gral de superffcie 

jj F • dS = -K jj Vw • dS 

s s 


EXEMPLO 6 


A temperatura u em uma bola metalica e proporcional ao quadrado da distancia 
do centra da bola. Determine a taxa de transmissao de calor atraves de uma esfera S de raio a 
e centra no centra da bola. 


S0LUQA0 Tomando o centra da bola como origem, temos 

u(x, y, z) = C(x 2 + y 2 + z 2 ) 

onde Cea constante de proporcionalidade. Entao o fluxo de calor e 
F(x, y, z.) = —K Vm = —KC(2x i + 2y j + 2z k) 
onde K e a condutividade do metal. Em vez de usar a paramctrizacao usual da esfera dada 
no Exemplo 4, observamos que o vetor normal a esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 que aponta para fora 
no ponto (x, y, z.) e 

1 

n = — (xi+yj + zk) 
a 

2KC 

e assim F • n =-( x 2 + y 2 + z 2 ) 

a 

Mas, sobre S temos x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , entao F • n = —2 aKC. Portanto, a taxa de transmis¬ 
sao de calor atraves de S e 


jj F • dS = jj F • n dS = -2 aKC jj 


dS 


= —2aKCA(S) = -laKCMzm 2 ) = --AKCttcP 



Exercicios 


1. Seja S a superffcie que e fronteira da caixa delimitada pelos pia¬ 
nos r = 0, r = 2, )i = 0, )i = 4, z = 0ez = 6. Aproxime 
jji -e “ ai(j:+> ' +z) dS usando uma soma de Riemann. como na Defi- 
nigao 1, tomando os retalhos S,y como os retangulos que sao as 
faces da caixa S e os pontos P\f como os centres destes retangulos. 

2. Uma superffcie S e formada pelo cilindro x 1 + y 1 — 1, 
— 1 =£ z ^ 1, e por cfrculos no fundo e no topo Suponha que 
voce saiba que/e uma fungao contfnua com 

/(±1, 0, 0) = 2 /(0, ±1,0) = 3 /(0,0, ±1) = 4 

Estime o valor de JJ S f(x, y, z) dS usando a soma de Riemann, 
tomando como retalhos S$ os cfrculos do fundo e do topo e a la¬ 
teral dividida em quatro partes. 

3. Seja H o hemisferio x 2 + y 1 + z 2 = 50, z > 0, e suponha que/ 
seja uma fungao contfnua com/(3, 4, 5) = 7,/(3, —4, 5) = 8, 
/(—3, 4, 5) = 9 e/(—3, —4, 5) = 12. Ao dividir H em quatro 
partes, estime o valor de fj H f(x, y, z) dS. 

4. Suponha que f(x, y, z) = g(\/x 2 + y 2 + z 2 ), onde g e uma 
fungao de uma variavel tal que g( 2) = — 5. Calcule |[ f(x, y, z) 
dS, onde Sea esfera x 2 + y 1 + z 2 — 4. 


5-20 Calcule a integral de superffcie. 

5 - Us (x+y+z) dS, 

S e o paralelogramo com equagoes parametricas x = u + v, 
y = u — v, z — 1 + 2u + v, 0=Sm=£ 2, 0 ^ u ^ 1 

6 . jj s xyzdS, 

S e o cone com equagoes parametricas x = u cos v, 
y = u sen v, z = u, 0 =£ u =£ 1, 0 =S v tt/2 

7. | C s y dS, S 6 o helicoide com equagao vetorial 

r(u, v) = ( u cos v, u sen v, v), 0 =£ u 1 , 0 =s v tt 

s. jy s c % 1 + y 2 ) ds, 

S e o superffcie com equagao vetorial 
r(«, v) = (2uv, u 2 — v 2 , u 2 + v 2 ), u 2 + v 2 ^ 1 

9 - SSs^dS, 

Sea parte do piano z — 1 + 2x + 3y que esta acima do retan- 
gulo [0, 3] X [0, 2] 

10 - Ms***®, 

S 6 a parte do piano 2x + 2y + z = 4 que esta no primeiro oc- 
tante 


|SCA| E necessario usar um sistema de computaijao algebrica 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
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11 . Jj \xdS, 

S e a regiao triangular com vertices (1, 0, 0), (0, —2, 0) 
e (0, 0, 4) 


28. F(x, y, z) — xy i + 4x 2 j + yz k, 

Sea superficie z = xe y , 0 ^ x =£ 1 , 0 ^ y =£ 1 , 
com orientagao ascendente 


12. 

Sea superfrcie z — y(x 312 + y 3n ), 0 ^ x =£ 1, 0 =£ y =£ 1 

13. j'j; x 2 z 2 ds , 

Sea parte do cone z 2 = x 2 + y 2 que esta entre os pianos z — 1 
e z = 3 

14. jj; zds. 

Sea superficie x — y + 2z 2 , 

15. JJ S ydS, 

Sea parte do paraboloide y = x 2 + z 2 que esta dentro do 
cilindro x 2 + z 2 — 4 

16 - & fdS ’ 

Sea parte da esfera x 2 + y 2 + z 2 — 4 que esta dentro do 
cilindro x 2 + y 2 = 1 e acima do piano xy 

17. JJ S (x 2 z + y 2 z) dS , 

S e o hemisferio x 2 + y 2 + z 2 = 4, z 3= 0 

18. JJ S xz dS, 

S e o limite da regiao delimitada pelo cilindro y 2 + z 2 — 9 e 
pelos pianos x = 0ex + ;y = 5 

19. JJ S (z + x 2 y) dS, 

Sea parte do cilindro y 2 + z 2 = 1 que esta entre os pianos 
j: = Oex = 3no primeiro octante 

20. JJ S (x 2 + y 2 + z 2 ) dS, 

S e a parte do cilindro x 2 + y 2 = 9 entre os pianos z = 0 e 
z = 2, juntamente com os discos inferior e superior 

Avalie a integral de superficie jj s F ■ dS para o campo veto- 
rial dado F e a superfrcie orientada S. Em outras palavras, localize o 
fluxo de F atraves de S. Para superficies fechadas, use a orientagao 
(para o exterior) positiva. 

21. F(x, y, z) = ze xy i — ’Sze xy j + xy k, 

S e o paralelogramo do Exercicio 5 com orientagao ascen¬ 
dente. 

22. F(x, y, z) = z i + yj + x k, 

S e o helicoide do Exercicio 7 com orientagao ascendente. 

23. F(x, y, z) = xy i + yz j + zx k. 

Sea parte do paraboloide z — 4 — x 2 — y 2 que esta acima do 
quadrado 1, e com orientagao ascendente. 

24. F(x, y, z) = —xi — y j + z 3 k. 

Sea parte do cone z = s/x 2 + y 2 que esta entre os pianos 
z — 1 e z — 3 com orientagao descendente 


29. F(x, y, z) = x i + 2y j + 3z k, 

S e o cubo com vertices (±1, ±1, ±1) 

30. F(x, y, z) = x i + y j + 5 k, 

5 e o limite da regiao delimitada pelo cilindro x 2 + z 2 = 1 e 
pelos pianos y = 0ex + y = 2 

31. F(jc, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k, 

S e o limite do semicilindro solido 0 =S z 1 — y 2 , 0 ^ x =S 2 

32. F(x, y, z) = yi + (z —y)j + x k, 

5 e a superficie do tetraedro com vertices (0, 0. 0). (1. 0, 0), 

(0, 1, 0) e (0, 0, 1) 

33. Calcule |J iS (x 2 + y 2 + zr) dS com precisao de quatro casas deci- 
mais, quando 5 e a superficie z = xe y , 

34. Determine o valor exato de J| s x 2 yz dS, onde Sea superficie 

z = xy, 0 =£ x =s 1, 0 =£ y 1 

35. Determine o valor de | | s x 2 y 2 z 2 dS correto ate a quarta casa deci¬ 
mal, onde Sea parte do paraboloide z = 3 — 2x 2 — y 2 que esta 
acima do piano xy. 

SCA 36. Determine o fluxo de 

F(jc, y, z) — senfryz) i + £y j + z 2 e* /5 k 
atraves da parte do cilindro 4y 2 + z 2 = 4 que esta acima do piano 
xy e entre os pianos x— —2ex — 2 comorientagao ascendente. 
Ilustre, usando um sistema de computagao algebrica para dese- 
nhar o cilindro e o campo vetorial na mesma tela. 

37. Determine uma formula para jj F • r/S semelhante a Formula 
10 para o caso onde 5 e dada por y = h(x, z) e n e o vetor nor¬ 
mal unitario que aponta para a esquerda. 

38. Determine uma formula para jj s F • d S semelhante a Formula 
10 para o caso onde S e dada por x = k(y, z) e n e o vetor nor¬ 
mal unitario que aponta para a frente (ou seja, para o observador, 
quando os eixos estao desenhados na posigao usual). 

39. Determine o centra de massa do hemisferio x 2 + y 2 + z 2 — a 2 , 
z 3= 0, se ele tiver densidade constante. 

40. Determine a massa de um funil fino com o formato do 
cone z = tJx 1 + y 2 , 1 =£ z =S 4, se sua fungao densidade e 
p(x, y, z) = 10 - z. 

41. (a) De uma expressao integral para o momento de inercia I- em 

torno do eixo z de uma folha fina no formato da superficie S 
se a fungao densidade e p. 

(b) Determine o momento de inercia em torno do eixo z do funil 
do Exercicio 40. 


25. F(x, y, z) = x i - z j + v k, 42 . 

5 e parte da esfera ,r 2 + y 2 + z 2 — 4 no primeiro octante, 

com orientagao para a origem 

26. FOc, v, z) = xzi + xj + y k, 43 

Seo hemisferio x 2 + y 2 + z 2 = 25, y 5= 0, 

orientado na diregao do eixo positivo y 

27. F(r, y, z) =yj-zk, 

S e formada pelo paraboloide y = x 2 + z 2 , 0 =£ y 1, 44 . 

e pelo disco x 2 + z 2 1 , y = 1 


Seja 5 a parte da esfera xr + y 2 + z 2 = 25 que esta acima do piano 
z = 4. Se S tern densidade constante Ic, determine (a) o centra da 
massa e (b) o momento de inercia em torno do eixo z. 

Um fluido tem densidade 870 kg/m 3 e escoa com velocidade 
v = z i + y 1 ,] + x 2 k, onde x,yez sao medidos em metros e as 
componentes de v, em metros por segundo. Encontre a taxa de 
vazao para fora do cilindro x 2 + y 2 = 4, 0 =£ z =£ 1. 

A agua do mar tem densidade 1.025 kg/m 3 e flui em um campo 
de velocidade v = v i + x j, onde x, y e z sao medidos em me- 
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tros e as componentes de v, em metros por segundo. Encontre a 
taxa de vazao para fora do hemisferio x 2 + y 2 + z 2 — 9, z 3= 0. 

45. Use a Lei de Gauss para achar a carga contida no hemisferio so- 
lido x 2 + y 2 + z 2 =£ a 2 , z 3= 0 , se o campo eletrico for 

E(x, y, z) = x i + y j + 2z k. 

46. Use a Lei de Gauss para achar a carga dentro de um cubo com 
vertices (± 1 , ±1, ± 1 ) se o campo eletrico for 

Eft, y,z)= x i + v j + z k. 

47. A temperatura no ponto (x, y, z) em uma substancia com uma 
condutividade K = 6,5 e u(x, y, z) — 2y 2 + 2 z 2 - Determine a taxa 


de transmissao de calor nessa substancia para dentro superficie 
cilindrica y 2 + z 2 — 6, 0 =£ x =£ 4. 

48. A temperatura em um ponto de uma bola com condutividade K 
e inversamente proporcional a distancia do centra da bola. De¬ 
termine a taxa de transmissao de calor atraves de uma esfera S 
de raio a e centro no centra da bola. 

49. SejaF um campo inverso do quadrado, ou seja, F(r) = cr/|r| 3 
para alguma constante c, onde r = x i + y j +zk. Mostre que 
o fluxo de F atraves de uma esfera S com o centro de origem e 
independente do raio de S. 



Teorema de Stokes 


O Teorema de Stokes pode ser visto como uma versao em dimensao maior do Teorema de 
Green. Enquanto o Teorema de Green relaciona uma integral dupla sobre uma regiao plana 
D com uma integral de linha em torno de sua curva limite plana, o Teorema de Stokes rela¬ 
ciona uma integral de superficie sobre uma superficie S com uma integral em torno da curva 
da fronteira S (que e uma curva no espagc). A Figura 1 mostra uma superficie orientada com 
vetor normal unitario n. A orientacao de S induz a orientagao positiva da curva fronteira 
C mostrada na figura. Isso significa que, se voce andar na direcao positiva ao redor da curva 
C com sua cabega na direcao e sentido de n, entao a superficie estara sempre a sua esquerda. 


Teorema de Stokes Seja S uma superficie orientada, suave por partes, cuja fronteira e 
formada por uma curva C fechada, simples, suave por partes, com orientagao positi¬ 
va. Seja F um campo vetorial cujas componentes tem derivadas parciais continuas em 
uma regiao aberta de IR 3 que content S. Entao 

J F • dr = || curl F • dS 

_ s _ 



FIGURA 1 


Como 


| F • dr = | F • T ds 


jj curl F • dS = jj curl F • n dS 

s s 


o Teorema de Stokes nos diz que a integral de linha em torno da curva fronteira de S da com- 
ponente tangencial de F e igual a integral de superficie sobre S da componente normal do 
rotacional de F. 

A curva na fronteira orientada positivamente da superficie orientada S e com frequencia 
denotada por dS, de modo que o Teorema de Stokes pode ser escrito como 

m jj cur! F . rfS - £ F - rfr 

S 


Existe uma analogia entre o Teorema de Stokes, o de Green e o Teorema Fundamental do 
Calculo. Como anteriormente, existe uma integral envolvendo derivadas do lado esquerdo da 
Equagao 1 (lembre-se de que rot F e uma especie de derivada de F) e do lado direito, envol¬ 
vendo valores de F calculados somente na fronteira de S. 

De fato, no caso especial em que a superficie S e plana e pertence ao piano xy, com orien- 
tagao ascendente, o vetor normal unitario e k, a integral de superficie se transforma em uma 
integral dupla, e o Teorema de Stokes fica 

|' F • dr = IT curl F ■ dS = (T (curl F) • k cl A 


George Stokes 

0 Teorema de Stokes tem seu nome em 
homenagem ao fisico matematico irlandes 
sir George Stokes (1819-1903). Stokes era 
professor na Universidade de Cambridge 
(ele detinha a mesma cadeira de Newton, 
Lucasian Professor of Mathematics) e se 
sobressaiu por seus estudos sobre vazao de 
fluidos e luz. 0 teorema que hoje 
chamamos Teorema de Stokes foi, na 
verdade, descoberto pelo fisico escoces sir 
William Thompson (1824- 1907, conhecido 
como lorde Kelvin). Stokes soube desse 
teorema por uma carta de Thomson em 
1850 e pediu a seus estudantes que o 
demonstrassem em um exame em 
Cambridge, em 1854. Nao se sabe se 
algum de seus estudantes foi capaz de 
faze-lo. 


Essa e precisamente a forma vetorial do Teorema de Green dada na Equagao 16.5.12. Assim, 
vemos que o Teorema de Green e realmente um caso especial do Teorema de Stokes. 

Apesar de o Teorema de Stokes ser muito dificil de demonstrar no caso geral, podemos 
fazer uma demonstragao quando S for um grafico e F, S e C forem bem comportados. 
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DEMONSTRAQAO DE UM CASO ESPECIAL DO TEOREMA DE STOKES Admitiremos que a equagao 
de S e z = g(x, y), (x, y) e D. onde g tem derivadas parciais de segunda ordem contmuas, e 
que D seja uma regiao plana simples cuja curva fronteira C\ corresponde a C. Se a orienta- 
cao de S for ascendente, a oricntacao positiva de C corresponde a orientagao positiva de C\. 
(Veja a Figura 2.) Foi-nos dado que V = P \ + Q j + R k, onde as derivadas parciais de P, 
Q e R sao contmuas. 

Como S e um grafico de uma fungao, podemos aplicar a Formula 16.7.10 com F substi- 
tuldo por rot F. O resultado e 


\J] )J rot F • dS 

s 


If 



3G_\ dz_ 

dz / dx 


/ 3P dR\ dz l dQ 
\ dz dx ) dy \ dx 



dA 


onde as derivadas parciais de P, Q e R sao calculadas em ( x, y, g(x, v)). Se 
x = x(t ) y = y(t) a ^ t =£ b 

e a representagao parametrizada de C i, entao a representagao parametrizada de C e 
x = x(t) y = y(t) z = g(x(t), y(t')) a t < b 

Isso nos permite, com ajuda da Regra da Cadeia, calcular a integral de linha como segue: 



onde usamos o Teorema de Green no ultimo passo. Entao, utilizando novamente a Regra da 
Cadeia e lembrando que P, Q cR sao fungoes dex, v e?e que z e, por sua vez, fungao de x e 
y, obtemos 


dQ dQ dz 3R dz dR dz dz d 2 z 

— + —— +-+-+ R - 

dx dz dx dx dy dz dx dy dx dy 


dP dP dz dR dz dR dz dz d 2 z 

- \ -1-h-E R - 

dy dz dy dy dx dz dy dx dy dx 






Quatro dos termos da integral dupla se cancelam, e os seis restantes podem ser rearranja- 
dos para que coincidam com o lado direito da Equagao 2. Portanto 


j F • dr = j j rot F 


d S 


EXEMPLO 1 


Calcule [ F • dr, onde F (x, y, z.) = —y 2 i + xj + z 2 k e C e a curva da interse- 
gao do piano y + z = 2 com o cilindro jr + y 2 = 1. (Oriente C no sentido anti-horario quando 
observado de cima.) 


0LUCA0 A curva C (uma elipse) esta mostrada na Figura 3. Apesar de j c F • dr poder ser cal- 
culada diretamente, e mais simples usar o Teorema de Stokes. Vamos inicialmente calcular 

















CALCULO VETORIAL 


1005 



i 

j 

k 



rot F = 

d 

d 

d 

= (1 + 2 y) k 



dx 

dy 

dz 

s 


-y 2 

X 

z 2 




Apesar de existirem muitas superficies com fronteira C, a escolha mais conveniente e a 
regiao eliptica S no piano y + z = 2 cuja fronteira e C. Se orientarmos S para cima, em segui- 
da, C tem a orientacao induzida positiva. A projccao D de S no piano xy 6 o disco x 2 + v 2 =£ 
1 e portanto, usando a Equagao 16.7.10 com z = g(x, y) = 2 — y, temos 


| F • dr = || rot F • dS = || (1 + 2 y) dA 


= f f (1 + 2r sen 6) r dr dQ 
Jo Jo 


f 

Jo 


2 3 

r r 

- V 2 — sen 6 

2 3 


dO = 


r« 


10) de 



FIGURA3 


= ^(27r) + 0 = 77 


EXEMPLO 2 


, rotF-t/S, onde 


Use o Teorema de Stokes para calcular a integral JJS , 

Fix, v, z) = xz, i + yz j + xy k e S e a parte da esfera x 2 + y 2 + zr = 4 que esta dentro do ci- 
lindro x 2 + y 2 = 1 e acima do piano xy. (Veja a Figura 4.) 


S0LUQA0 Para acharmos a curva fronteira C, resolvemos as equa 5 oes x 2 + y 2 + z 2 = 4 ex 2 + 
y 2 = 1. Subtraindo, obtemos z 1 = 3 e, portanto, z = y'T (uma vez que z > 0). Entao Cea cir- 
cunferencia dada pelas equacoes x 2 + y 2 = 1, z = y/3. A equacao vetorial de C e 

r(t) = cos t i + sen fj + V3k 2tt 


Assim, r'(f) = —sen t i + cos 1 j 

Temos tambem 

F(r(f)) = V3~ cos t i + sen t j + cos t sen t k 



Portanto, pelo Teorema de Stokes, 

J| rot F • dS = | F • dr = ^ F(r(f)) • r'(t) dt 

s 

= [ (~y/3 cos t sen t + sen t cos t) dt 



Observe que no Exemplo 2, calculamos uma integral de superficie simplesmente conhe- 
cendo os valores de F na fronteira C. Isso significa que, se tivermos outra superficie orientada 
com a mesma fronteira C, obteremos o mesmo valor para a integral de superficie! 

Em geral, se Si e Si sao superficies orientadas com mesma fronteira orientada C e ambas 
satisfazem as hipoteses do Teorema de Stokes, entao 

yi || rot F • dS = | F • dr = || rot F • dS 

Si Si 

Esse fato e muito util quando for dificil integrar sobre uma das superficies, mas for mais facil 
integrar sobre a outra. 

Usaremos agora o Teorema de Stokes para tentar explicar o significado do vetor rotacio- 
nal. Suponha que C seja uma curva fechada orientada e v represente o campo de velocidade 
de um fluido. Considere a integral de linha 

j" v • dr = | v • T ds 

e recorde que v ■ T e a componente do vetor v na direcao do vetor tangente unitario T. Isto 
significa que quanto mais perto a direcao devea direqao de T, maior e o valor de v • T. 
Assim, J c v • fir e a medida da tendencia de o fluido se mover em torno deCee chamada 
circulagao de v em torno de C. (Veja a Figura 5.) 
















1006 


CALCULO 


FIGURA 5 



(a) | c v • dr > 0, circula£ao positiva 


(b) J c v -dr < 0, circulagao negativa 


Seja agora Po(xo, yo, Zo) um ponto do fluido e seja S„ um pequeno cfrculo com raio a e cen¬ 
tra Pq. Entao (rot F )(P) ~ (rot F)( Pa) para todos os pontos P em S„ porque rot F e contfnuo. 
Entao, pelo Teorema de Stokes, temos a seguinte aproximacao do fluxo em torno do cfrculo 
fronteira C a : 


Imagine uma roda pequena formada por 
pas colocadas em um fluido em um ponto 
P, como na Figura 6; essa roda vai girar 
mais rapidamente quando seu eixo for 
paralelo a rot v. 



FIGURA 6 


16.8 


Exercicios 


L' , ' dT ~S 


v • dr = rot v • dS = rot v • n dS 


JJ 

Sa 


|| rot v(Po) • n(P (,) dS = rot v(/ J 0 ) 

Sa 


Essa aproximacao se torna melhor quando a —0 e temos 
[±\ rot v(Po) • n(p 0 ) = lim —'-y f 

a ~*O TTCl JC, 


n(P 0 )7Tfl 2 


v • dr 


A Equactio 4 fornece a relaqao entre o rotacional e a circulacao. Ela mostra que rot v ■ n e 
uma medida do efeito de rotaqao do fluido em torno do eixo n. O efeito de ondulagao e maior 
sobre o eixo paralelo a rot v. 

Finalmente, mencionamos que o Teorema de Stokes pode ser usado para demonstrar o Teo¬ 
rema 16.5.4 (que afirma que, se rot F = 0 sobre IR 3 , entao F e conservative). Do nosso traba- 
lho anterior (16.3.3 e 16.3.4 Teoremas), sabemos que F e conservative se j c F • dr = 0 para 
cada caminho fechado C. Dado C, suponha que possamos encontrar uma superffcie orientavel 
S cuja fronteira e C. (Isso pode ser feito, mas a demonstracao exige tecnicas avancadas.) Em 
seguida, o teorema de Stokes fornece 


| F • dr = || rot F • dS = || 0 • dS = 0 

Uma curva que nao seja simples pode ser quebrada em diversas curvas simples e as integrals 
ao longo dessas curvas simples sao todas 0. Somando essas integrals, obtemos f F • dr = 0 
para qualquer curva fechada C. 


1. Um hemisferio H e uma por§ao P de um paraboloide sao mostra- 
dos. Suponha que F seja um campo vetorial sobre IR 3 cujas com- 
ponentes tenham derivadas parciais contmuas. Explique por que 
rot F • dS = || rot F • dS 

H P 


YY\ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


Use o Teorema de Stokes para calcular |J S curl F • dS. 

2. FCr, y , z ) = 2y cos z i + e x sen z j + xe y k, S e o hemisferio 
x 2 + y 2 + z 2 = 9, z 3 s 0, de orientaqao ascendente 

3. F(jc, y, z) = x 2 z 2 i + y 2 z 2 j + xyz k, 5 e a parte do paraboloide 
z = x 2 + y 2 que esta dentro do cilindro x 2 + y 2 = 4, com orien- 
ta§ao ascendente 

4. Ffr, y, z) — tg _1 (x 2 yz 2 ) i +x 2 y j + x 2 z 2 k, 5 e o cone 
x = -yV — z 2 ,0 ^.t^2, orientado na direqao do eixo positivo x 

5. F(jc, y, z) — xyz i + xy j + x 2 yz k, S e formada pelo topo e pelos 
quatro lados (mas nao pelo fundo) do cubo com vertices 
(±1, ±1, ±1), com orientagao para fora. 

6. F(jc, y, z) — e” i + e* z j + x 2 z k, S e a metade do elipsoide 
1. As Homework Hints estao disponlveis em www.stewartcalculus.com 
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Ax * 1 2 + y 2 + 4z 2 = 4 que se situa a direita do piano xz orientado na 
diregao do eixo positivo y 

7-10 Use o Teorema de Stokes para calcular [ F • dr. Em cada 

caso, C e orientado no sentido anti-horario quando visto de cima. 

7. F(jc, y, z) — (x + y 2 ) i + (y + z 2 ) j + (z + x 2 ) k, C e o triangulo 
com vertices ( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ) e ( 0 . 0 , 1 ) 

8. FfT, y, z) = i + (x + yz) j + (xy —xz) k, Ceo limite da parte 
do piano 3x+ 2y + z — 1 no primeiro octante 

9. F(jc, y, z) — yz i + 2xz j + e”k, C e o clrculo xr + y 2 = 16, z =5 

10. F(x, y, z) — xy i + 2z j + 3y k, C 6 a curva da intersegao do 
piano x + z = 5 e o cilindro x 2 + y 2 = 9 

11. (a) Use o Teorema de Stokes para calcular j c F • dr, onde 

F(jc, y, z) — xrz i + xy 2 j + z 2 k 
e C e a curva da intersecgao do piano x + y + z = 1 com o 
cilindro x 2 + y 2 — 9 com orientagao no sentido anti-horario 
quando visto de cima. 

(b) Trace o grafico do piano e do cilindro com dommios esco- 
lhidos de forma a ver a curva C e a superficie que voce usou 
na parte (a). 

(c) Determine equagoes parametricas para C e use-as para tragar 
o grafico de C. 

12. (a) Use o Teorema de Stokes para calcular | c F • dr, onde 

F(jc, y, z) = x 2 y i + 5 x 3 j + xy k e C e a curva da intersecgao 
do paraboloide hiperbolico z = y 2 — x 2 e o cilindro x 2 + y 2 
= 1 com orientagao no sentido anti-horario quando visto de 
cima. 

(b) Trace o grafico do paraboloide hiperbolico e do cilindro com 
dommios escolhidos de forma a ver a curva C e a superficie 
que voce usou na parte (a). 

(c) Determine equagoes parametricas para C e use-as para tragar 
o grafico de C. 

13-15 Verifique que o Teorema de Stokes e verdadeiro para o 

campo vetorial dado F e a superficie S. 


13. F(x, y, z) = — y i + x j — 2 k. 

S 60 cone z 2 = x 2 + y 2 , 0 =£ z =£ 4, com orientagao descendente 

14. F(x, y, z) = - 2yz i + y j + 3xk, 

Sea parte do paraboloide z — 5 — x 2 — y 2 que esta acima do 
piano z = 1, com orientagao ascendente 

15. F(jc, y, z) = y i + z j + x k, 

S e o hemisferio x 2 + y 2 + z 2 = 1, y 3* 0, orientado na diregao 
do eixo positivo y 

16. Seja C uma curva fechada simples suave que se situa no piano 
x + y + z = 1. Mostre que a integral de linha 

j c zdx — 2 xdy + 3ydz 

depende apenas da area da regiao englobada por C e nao da 
forma de C ou de sua posigao no piano. 

17. Uma partlcula se move ao longo de segmentos de reta da ori- 
gem aos pontos (1, 0, 0), (1, 2, 1), (0, 2, 1), e de volta para a ori- 
gem sob a influencia do campo de forgas 

F(x, y, z) = z 2 i + 2xy j + 4y 2 k 
Encontre o trabalho realizado. 

18. Calcule 

f c (y + sen x) dx + (z 2 + cos y) dy + x 3 dz 
onde C e a curva curva r(t) = (sen t, cos t, sen 2 1), 
2tt. [ Dica : observe que C esta na superficie z = 2xy.\ 

19. SeS e uma esfera e F satisfaz as hipoteses do Teorema de Sto¬ 
kes, mostre que j [ rot F ■ dS = 0. 

20. Suponha que S e C satisfagam as hipoteses do Teorema de Sto¬ 
kes e /e g tenharn derivadas parciais de segunda ordem contl- 
nuas. Use os Exerclcios 24 e 26 da Segao 16.5 para demonstrar 
o seguinte: 

( a ) Jc (/ v 3) ' dr = jj s (V/ X Vg) ■ dS 

(b) J c (/V/) -dr = 0 

(c) fc(fVg + gVf) ■ dr = 0 


TRES H0MENS E D0IS TE0REMAS 


A ilustragao mostra um vitral da Universidade 
de Cambridge em homenagem a George Green. 



Apesar de dois dos mais importantes teoremas em calculo vetorial terem seus nomes em homenagem a 
George Green e George Stokes, um terceiro homem, William Thomson (tambem conhecido como lorde 
Kelvin), teve um papel muito importante na formulagao, disseminat^ao e aplicagao dos dois resultados. Os tres 
homens estavam interessados em como usar os dois teoremas para explicar e predizer fenomenos fisicos em 
eletricidade e magnetismo e em escoamento de fluidos. 

Escreva um trabalho sobre as origens historicas dos Teoremas de Green e de Stokes. Explique as semel- 
hangas e as relagoes entre os teoremas. Discuta o papel que Green, Thomson e Stokes tiveram na descoberta 
desses teoremas e em toma-los conhecidos. Mostre como esses teoremas apareceram em pesquisas em elet¬ 
ricidade e magnetismo e foram depois usados no estudo de diversos outros problemas fisicos. 

O dicionario editado por Gillispie [2] e uma boa fonte tanto para dados biograficos como para infor- 
magoes cientificas. O livro de Hutchinson [5] trata da vida de Stokes e o livro de Thomson [8] e uma biografia 
de lorde Kelvin. Os artigos de Grattan-Guinness [3] e Gray [4] e o livro de Cannell [1] fornecem uma 
descrigao da vida extraordinaria e dos trabalhos de Green. Informagoes adicionais historicas e matematicas 
podem ser encontradas nos livros de Katz [6] e Kline [7]. 


Cortesia de Masters and Fellows of Gonville e Caius 
College, University of Cambridge, Inglaterra 


1. D. M. Canned. George Green , Matematico e Fisico 1793-1841: Ofundo para sua vida e obra (Filadel- 
fia: Society for Industrial and Applied Mathematics, 2001. 


2. C. C. Gillispie, (Ed.). Dictionary of Scientific Biography. Nova York: Scribner’s, 1974. Veja o artigo em 
Green por P. J. Wadis no Volume XV e os artigos no Thomson por Jed Buchwald e em Stokes por E. M. 

Parkinson no Volume XIII. 
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J. Gray. "Houve um moleiro alegre". The New Scientist , Vol. 139 (1993), p. 24-27. 

G. E. Hutchinson. The Enchanted Voyage and Other Studies. Westport, CT: Greenwood Press, 1978. 
Victor Katz. AHistory of Mathematics: An Introduction. Nova York: HarperCollins, 1993, p. 678-80. 
Morris Kline. Mathematical Thought from Ancient to Modern Tunes. Nova York: Oxford University 
Press, 1972, p. 683-85. 

Sylvanus P. Thompson. The Life of Lord Kelvin. Nova York: Chelsea, 1976. 



0 Teorema do Divergente 


Na Se£ao 16.5, reescrevemos o Teorema de Green na versao vetorial 

j F • n ds = J J div F ( x , y) dA 

D 

onde C e a fronteira positivamente orientada da regiao do piano D. Se quisermos estender esse 
teorema para campos de vetores em IR 3 , podemos fazer a suposicao de que 


m 


ffF-„rfS 

s 


Iff 


div F(x, y, z) dV 


0 Teorema do Divergente e as vezes 
chamado Teorema de Gauss, em 
homenagem ao grande matematico alemao 
Karl Friedrich Gauss (1777 -1855), que 
descobriu esse teorema durante suas 
pesquisas sobre eletrostatica. Em muitos 
paises da Europa, o Teorema do Divergente 
e conhecido como Teorema de 
Ostrogradsky, em homenagem ao 
matematico russo Mikhail Ostrogradsky 
(1801-1862), que publicou esse resultado 
em 1826. 


onde Sea superflcie fronteira da regiao solida E. A Equaqao 1 e verdadeira sob hipoteses 
apropriadas e e chamada Teorema do Divergente. Observe sua semelhanca com os Teoremas 
de Green e de Stokes, pois ele relaciona a integral da derivada de uma funcao (div F, nesse 
caso) sobre uma regiao com a integral da funqao original F sobre a fronteira da regiao. 

Nesta fase voce pode querer rever os varios tipos de regioes sobre as quais calculamos 
integrals triplas na Segao 15.7. Enunciaremos e demonstraremos o Teorema do Divergente 
para regioes E que sao, simultaneamente, dos tipos 1, 2 e 3 e que chamamos de regioes soli- 
das simples. (Por exemplo, as regioes delimitadas por elipsoides ou caixas retangulares sao 
simples regioes solidas.) A fronteira de E e uma superflcie fechada e usaremos a convencao, 
introduzida na Secao 16.7, de que a orientagao positiva e para fora, ou seja, o vetor normal 
unitario n apontara para fora de E. 


0 Teorema do Divergente Seja E uma regiao solida simples e seja S a superflcie fron¬ 
teira de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial cujas fun- 
cbes componentes tenham derivadas parciais contlnuas em uma regiao aberta que 
contenha E. Entao 

JjF.rfS-jlfdivFrfV 

S E 


Portanto, o Teorema do Divergente afirma que, sob as condicoes dadas, o fluxo de F pela 
fronteira de E e igual a integral tripla da divergencia de F em E. 


DEM0NSTRAQA0 Seja F 


P i + Q j + R k. Entao 

dP dQ dR 

div F =-+ — +- 

dx dy dz 


assim, 




,,, dR 
dV+ —dV 


dz 


dP , 

— dV + 
dx 

E E E ' E 

Seneo vetor normal unitario para fora de S. entao a integral de superflcie do lado esquer- 
do do Teorema do Divergente e 


jj F • dS = jj F • n dS = jj (P i + Q j + R k) • n dS 

s s s 

= JJ Pi • ndS + jj <2j • n dS + jj Rk • ndS 
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Portanto, para demonstrar o Teorema do Divergente, e suficiente demonstrar as tres seguin- 


tes equacbes: 

2 

JJ™=flE 

5 E 

s 

S E y 

s 

ffRU-ndS-jfj^dV 


S E 


Para demonstrarmos a Equacao 4, usamos o fato de que E e uma regiao do tipo 1: 

E = {(X y, z) | (x, y ) E D , ui(x, y) =£ z s£ u 2 {x, y)} 


onde De a projecao de E sobre o piano xy. Pela Equagao 15.7.6, temos 


m-dV-U f" U ” ^-(x,y,z)di 

JJJ dz JJ J« ,(*,y) dz 


dA 


E D <- 

e, portanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo, 

Ilf ~dz dv = II y> - R ( x > y> Ui ( x > >’))] dA 


A fronteira S e constitufda por tres partes: a superffcie inferior Su a superffcie superior 
Si, e, possivelmente, uma superffcie vertical S 3 , que se situa acima da curva fronteira de D. 
(Veja a Figura 1. S 3 pode nao aparecer, tal como no caso de uma esfera.) Observe que em S 3 
temos k • n = 0, porque k e vertical ene horizontal, e assim 

jj R k • n dS = | j 0 dS = 0 

S 3 S 3 

Logo, independentemente da existencia de uma superffcie vertical, podemos escrever 


E 


)J Rk-ndS = jj R k • n dS + jj R k • n dS 

S S , Si 


A equacao de S-> e z = u 2 (x, y), (x, y) e D, e o vetor normal que sai de n aponta para cima. 
Da Equaqao 16.7.10 (com F substitufdo por R k), temos 


JJfifc-nrfS-JJ ,y, u 2 (x, y)) dA 

Si D 

Sobre Si temos z = u 1 (x, y), mas aqui a normal n aponta para baixo, entao multiplicamos 
por —1: 

|| R k • n dS = — jj R(x, y, ui(x, y)) dA 

S 1 D 

Portanto, a Equacao 6 fornece 


[x, y, u 2 (x, y)) - R(x, y, Ui(x, y))] dA 

s D 

Comparando com a Equacao 5, temos que 


JJ -Jiff" 

i E 

As Equa 5 oes 2 e 3 sao demonstradas de modo analogo, usando as expressoes para E como 
uma regiao do tipo 2 ou do tipo 3. 


EXEMIRO 1 


Determine o fluxo do campo vetorial F (x, y, z) = z i + y j +ik sobre aunidade 
esferica x 2 + y 2 + z 2 = 1. 


S0LUQA0 Primeiro calcularemos o divergente de F: 


d d 3 

div F = — (z) + — (y) + — (x) 
ox oy dz 



FIGURA 1 


Observe que 0 metodo de demonstragao do 
Teorema do Divergente e muito semelhante 
ao do Teorema de Green. 











1010 


CALCULO 


A solugao do Exemplo 1 deve ser 
comparada com a solugao do Exemplo 4 na 
Segao 16.7. 


A esfera unitaria Sea fronteira da bola unitaria B dada por xr + y 2 + z 2 =£ 1. Entao, o Teo- 
rema do Divergente da o fluxo como 

jj F • dS = div F dV - f 1 dV _ V(B) _ _ ±L 


EXEMPLO 2 


( 0 , 0 , 1 ) 


y = 2 — z 


Calcule jj F • dS, onde 

F(x, y, z) = xy i + {y 2 + e x ^) j + sen (xy) k 



ESea superffcie da regiao E delimitada pelo cilindro parabolico z = 1 — x 2 e os pianos 
z = 0,y = 0ey + z = 2. (Veja a Figura 2.) 

S0LUQA0 Seria extremamente diffcil calcular a integral de superffcie determinada direta- 
mente (terfamos de calcular quatro integrals de superficies correspondentes as quatro partes 
de S ). Alem disso, o divergente de F e muito menos complicado que o proprio F: 

div F = ( x y) + T“ (y 2 + eX: l + T~ ( sen xy) = y + 2y = 3 y 
dx dy dz 

Portanto, usamos o Teorema do Divergente para transformar a integral da superffcie dada em 
uma integral tripla. O modo mais facil de calcular a integral tripla e escrever E como uma 
regiao do tipo 3: 

E = {(x, y, z) I — 1 =£ x s£ 1, 0 ^ ^ 1 - x 2 , 0 y 2 - z} 

Assim, temos 


jfF-dS-f dwFdV-f 3,dV 

S E E 

p p- z p p -, 2 (2 - z ) 2 

= 3 J-iJo Jo y d y dzdx = 3 LL 


dz dx 


_ f 1 

” 2 J_j 


(2 - z ) 3 


dx = 


= -i£ i [(x 2 + l) 3 -8] 


dx 


— f (x 6 + 3x 4 + 3jc 2 — 7) dx ■ 
Jo 


184 

^5~ 



FIGURA 3 


Apesar de termos demonstrado o Teorema do Divergente somente para o caso de regioes 
solidas simples, ele pode ser demonstrado para regioes que sao a uniao finita de regioes soli- 
das simples. (O procedimento e semelhante ao usado na Segao 16.4 para estender o Teore¬ 
ma de Green.) 

Por exemplo, vamos considerar a regiao E que esta entre as superficies fechadas Si e Si, 
onde Si esta dentro de Si. Sejam ni e m as normais apontando para fora de Si e Si- Entao, a 
fronteira de E e S = Si U Si e a sua normal n e dada por n = —ni em Si e n = m em Si (veja 
a Figura 3). Aplicando o Teorema do Divergente para S, obtemos 


0 


fdivF^-JJr.rfS-JjF.niS 

E S S 


= (J F - (-m)dS + jj F • n 2 dS 
--JJ F . rfS + jj F . „S 


EXEMPLO 3 


No exemplo 5 na Segao 16.1 consideramos o campo eletrico 


E(x) = 


eQ 


onde a carga eletrica Q esta localizada na origem e x = (x, y, z) e um vetor posigao. Use o 
Teorema do Divergente para mostrar que o fluxo eletrico de E atraves de qualquer superffcie 
fechada Si que inclui a origem e 

jj E • dS = 4ttbQ 

S 2 
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SOLUQAO A dificuldade e que nao temos uma equagao explfcita para S 2 porque S 2 e qualquer 
superffcie fechada envolvendo a origem. O exemplo mais simples de tal superffcie seria uma 
esfera. Seja entao Si uma pequena esfera de raio a e centrada a origem. Voce pode verificar 
que div E = 0. (Veja a Exercfcio 23.) Portanto, a Equagao 7 da 

|| E • dS = || E • dS + |’|| div E dV = || E • dS = || E • n dS 

Si S, E S, S, 

O ponto importante nesse calculo e que podemos calcular a integral de superffcie sobre Si 
porque Si e uma esfera. O vetor normal em x e x/|x|. Portanto, 



uma vez que a equagao de Si e |x| = a. Assim, temos 

|| E • dS = || E • n dS = || dS = MSi) = 47ra 2 = 47reQ 

S2 Si Si 

Isso mostra que o fluxo eletrico de E e 4ttbQ atraves de qualquer superffcie fechada S 2 que 
contenha a origem. [Esse e um caso especial da Lei de Gauss (Equagao 16.7.11) para uma 
unica carga. A relagao entre s e so e e = l/(47reo).] 


Outra aplicagao do Teorema do Divergente aparece no escoamento de fluidos. Seja 
\{x, y, z) o campo de velocidade de um fluido com densidade constante p. Entao F = pv e a 
taxa de vazao do fluido por unidade de area. Se Pi,(x n , y Q , z.u) e um ponto no fluido e B„ e uma 
bola com centro em P 0 e raio muito pequeno a , entao div F (P) ~ div F(P 0 ) para todos os 
pontos em B a uma vez que div F e contfnuo. Aproximamos o fluxo sobre a fronteira esferi- 
ca S a como segue: 

|| F • dS = HI div F dV ~ ||| div F(P 0 ) dV = div F(P 0 )V{B a ) 

Sa Bq Ba 

Essa aproximagao se torna melhor a medida que a —> 0 e sugere que 

in div F ( p o) = lim T ff F • dS 

L?J a-*0 V{B a ) JJ 

Sa 

A Equagao 8 diz que div F(P 0 ) e a taxa lfquida de fluxo para o exterior por unidade de volu¬ 
me em P 0 . (Esta e a razao para o nome divergente). Se div F( P) > 0, o fluxo lfquido e exte- 
riormente perto de P e P 6 chamado uma fonte. Se div V(P) < 0, o escoamento total perto 
de P e para dentro e P 6 denominado sorvedouro. 

Para o campo vetorial da Figura 4, parece que os vetores que terminam proximo de P\ 
sao menores que os vetores que iniciam perto do mesmo ponto P\. Entao, o fluxo total e para 
fora perto de Pi, assim, div F(Pi) > 0 e Pi e uma fonte. Por outro lado, perto de P 2 , os veto¬ 
res que chegam sao maiores que os que saem. Aqui o fluxo total e para dentro, assim 
div F(P 2 ) < 0 e P 2 e um sorvedouro. Podemos usar a formula para F para confirmar essa 
impressao. Uma vez que F = x 2 i + y 2 j, temos div F = 2x + 2v, que e positivo quando 
y > —x. Assim, os pontos acima da linha y = —x sao fontes e os que estao abaixo sao sor- 
vedouros. 


/ ; r t ft i 

y / r t t r 


^ / t t 


r t / 


t t / 

p 

f S 



— *x 


^ S' / t f 

•p 2 

y / r 1 t 


///ft 


r t / y 

t ; / s 


t t ! / / 


FIGURA 4 

Campo vetorial F = x 2 i + y 2 j 



Exercicios 


1-4 Verifique se o Teorema do Divergente e verdadeiro para o 
campo vetorial F na regiao E. 

1. F(x, y, z) = 3x i + xy j + 2xz k,£eo cubo limitado pelos pia¬ 
nos jc = 0, x — 1 , y = 0, y = 1 , z = 0 e z = 1 

2. F(.r, y, z) = x 2 i + xy j + z k. E e o solido delimitado pelo para- 
boloide z = 4 — xr — y 2 e pelo piano xy 

E necessario usar um sistema de computacao algebrica 


3. F(jc, y, z) = (z, y, x ), 

Pea bola solida x 2 + y 2 + z 2 16 

4. F(x, y, z) = (x 2 , - y, z), 

E e o cilindro solido y 2 + z 2 ^ 9, 0 x =£ 2 


5-15 Use o Teorema do Divergente para calcular a integral de 
superffcie |j s F • d S; ou seja, calcule o fluxo de F atraves de 5. 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 


1 \"\\ 










1012 


CALCULO 


5. F(x, y, z) = xye 2 i + xy 2 z 3 j — ye z k, 

Sea superffcie da caixa delimitada pelos pianos coordenados 
e pelos pianos x = 3,y — 2, z — 1 

6. F(x, y, z) = x^yz i + xyh j + xyz 2 k. 

Sea superffcie da caixa delimitada pelos pianos x = 0, x = a, y 
= 0, y = b, z — Oe; = c, onde a, bee sao numeros positivos 

7. F (x,y,z) = 3xy 2 i + xe z j + z 3 k. 

Sea superffcie do solido limitado pelo cilindro y 1 + z 2 — 1 e 
os pianos x = — 1 e x = 2 

8. F(x, y, z) = (x 3 + y 3 ) i + (y 3 + z 3 ) j + (z 3 + x 3 ) k. 

Sea esfera com origem no centro e raio 2 

9. F(x, v, z) = x 2 sen y i + x cos y j — xz sen y k. 

Sea “esfera gorda” x s + y 8 + z 8 = 8 

10 . F(x, y, z) = zi + y j — zxk. 

Sea superffcie do tetraedro limitado pelos pianos coordena¬ 
dos e o piano 

± + L+*- = l 

a b c 

onde a,bec sao numeros positivos 

11. F(x, y, z) = (cos z + xy 2 ) i + xe z j + (sen y + x 2 z) k, 

Sea superffcie do solido limitado pelo paraboloide 

z — x 2 + y 2 eo piano z = 4 


2 


V l l 

^ \ \ \ l 

: ; ; 

l 1 \ \\] 

i \ \ \ ^ 

l V 

In\ V 1 1 

/;• 

1 \ \ \ ^ 

m\v 


-2 


20. (a) Os pontos Pi e P 2 sao fontes ou sorvedouros no campo veto- 
rial F mostrado na figura? De uma explicagao baseada ex- 
clusivamente na figura. 

(b) Dado que F(x, y) = (x, y 2 ), use a definigao de divergente para 
verificar sua resposta da parte (a). 

2 


\ 1 
, \ P \ t 

V N \ 1 

t t t t f\ 

It/// 

i t / s s 

V. N \ 1 

\ \ \'\ 1 
l\ \ M t 

t r / s s 

It/// 

it nr) 
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SCA 21-22 Trace o campo do vetor e adivinhe onde div F > 0 e onde 
div F < 0. Entao calcule div F para verificar o seu palpite. 


12. F(x, y, z) = x 4 i — x 3 z 2 j + 4 xy 2 z k. 

Sea superffcie do solido limitado pelo cilindro 
x 2 + y 2 = 1 e os pianos z=x + 2 ez = 0 

13. F = r|r|, onde r = x i + y j + z k. 

S consiste no hemisferio z = V1 — x 2 — y 2 e no disco 
x 2 + y 2 =£ 1 no piano xy 

14. F = | r | 2 r, onde r = x i + y j + z k. 

Sea esfera com raio R e origem no centro 

15. F(x, y, z) = e y tg z i + y^/3 — x 2 j + x sen y k. 

Sea superffcie do solido que esta acima do piano xy e abaixo 
da superffcie z =2 - x 4 -/, -l^x^l, -lSy^l 

16. Use um sistema de computagao algebrica para tragar o campo 
vetorial F(x, y, z) = sen x cos 2 y i + sen 3 y cos 4 z j + sen 5 z cos 6 x k 
no cubo obtido cortando o primeiro octante pelos pianos 
x = 7 t/ 2 , y = 7 t /2 e z — 77 / 2 . Em seguida, calcule o fluxo atra- 
ves da superffcie do cubo. 

17. Use o Teorema do Divergente para calcular JJ F • d S, onde 
F(x, y, z) = z 2 x i + (jy 3 + tg z) j + (x 2 z +y 2 ) k 

eSea metade superior da esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. [Dica\ Note 
que S nao e uma superffcie fechada. Calcule primeiro as inte¬ 
gral sobre Si e Si, onde Si e o disco x 2 + y 2 1, orientado para 
baixo, e 52 = 5 U 5i.] 

18. Seja F(x, y, z) = z tg -1 (^ 2 ) i + z 3 ln(x 2 + 1) j + z k. Determine 
o fluxo de F atraves da parte do paraboloide x 2 + y 2 + z = 2 que 
esta acima do piano z = 1 e tem orientagao descendente. 

19. Um campo vetorial F e mostrado. Use a interpretagao do Diver¬ 
gente deduzida nesta segao para determinar se div F e positivo 
ou negativo em Pi e em P 2 . 


21. F(x, y) = (xy, x + y 2 ) 22. F(x, y) = <x 2 , y 2 ) 


23. Verifique se div E = 0 para o campo eletrico E(x) = -j—jv x. 

|x| 3 

24. Use o Teorema do Divergente para avaliar 

|| (2x + 2 y + z 2 ) dS 

s 

onde Sea esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

25-30 Demonstre cada identidade, supondo que S e E satisfagam as 
condigoes do Teorema do Divergente e que as fungoes escalares e as 
componentes dos campos vetoriais tenham derivadas parciais de 
segunda ordem contfnuas. 

“■ JJ a • n dS = 0, onde a e um vetor constante 

s 

26. V(E) = 3 || F ■ dS, onde F(x, y, z) = x i + y j + z k 

s 

27. || rot F ■ dS = 0 

s 

21 . JJ D.fdS - § V'fdV 

S E 

29. If (fVg) -ndS = Iff (/V 2 gf + V/- V 3 ) dV 

S E 

30- || (/Vg - gVf ) • n dS = ||J (/V 2 g - gV 2 /) dV 

- S - E - 

31. Suponha que S e E satisfagam as condigoes do Teorema do Di¬ 
vergente e que/seja uma fungao escalar com derivadas parciais 
contfnuas. Demonstre que 

jjfadS-jjjvfjr 

S E 

Estas integrais de superffcie e triplos de fungoes vetoriais sao 
vetores definidos por meio da integragao de cada fungao do com- 
ponente. [ Dica : Comece por aplicar o Teorema do Divergente 
para F —fc, onde c e um vetor constante arbitrario.] 
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32. Um solido ocupa uma regiao E com superficie See imerso num 
lfquido com uma densidade constante p. Escolhemos um sistema 
de coordenadas de modo que o piano xy coincida com a super¬ 
ficie do lfquido e valores positivos de z sejam medidos para 
baixo, adentrando o lfquido. Entao, a pressao na profundidade z 
6p = pgz , onde g 6 a aceleragao da gravidade (veja a Segao 6.5, 
no Volume I). A forga de empuxo total sobre o solido devida a 
distribuigao de pressao e dada pela integral de superficie 


F = — jj pn dS 

s 

onde n e o vetor normal unitario apontando para fora. Use o re- 
sultado do Exercfcio 31 para mostrar que F = — VKk, onde IV e 
o peso do lfquido deslocado pelo solido. (Observe que F e diri- 
gida para cima porque z e dirigida para baixo.) O resultado e o 
Principio de Arquimedes: A forga de empuxo sobre um objeto e 
igual ao peso do lfquido deslocado. 



Resumo 


Os principals resultados deste capftulo sao versoes em dimensao maior do Teorema Funda¬ 
mental do Calculo. Para facilitarmos a memorizacao, reunimos os teoremas (sem suas hipo- 
teses) para que voce possa visualizar mais facilmente suas semelhanqas essenciais. Observe 
que em cada caso temos uma integral de uma “derivada” sobre uma regiao do lado esquer- 
do e do lado direito temos os valores da funcao original somente na fronteira da regiao. 


Teorema Fundamental do Calculo 


[ F'(x) dx = F(b ) — F{a) 

Ja 


Teorema Fundamental para as Integrals de Linha 


| c V/ • dr =f(r(b)) - f(r(a)) 




Teorema de Stokes 



Teorema do Divergente 
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Revisao 

Verificacao de Conceitos 

1. O que e um campo vetorial? De tres exemplos com significado 
ffsico. 

2 . (a) O que e um campo vetorial conservativo? 

(b) O que e urna fungao potential? 

3. (a) Escreva a definigao da integral de linha para uma fungao es- 

calar/ao longo de uma curva suave C em relagao ao com- 
primento de arco. 

(b) Como calcular tal integral? 

(c) Escreva expressoes para a massa e para o centra de massa de 
um arame fino com o formato da curva C se o arame tiver 
fungao densidade linear p(x, y). 

(d) Escreva as definigoes das integrals de linha sobre C de uma 
fungao escalar/com relagao ax, y & Z. 

(e) Como calcular essas integrals de linha? 

4. (a) Defina a integral de linha do campo vetorial F ao longo da 

curva suave C dada pela fungao vetorial r(f). 

(b) Se F e um campo de forga, o que essa integral de linha re- 
presenta? 

(c) Se F = (P, Q, R), qual e a relagao entre a integral de linha de 
F e as integrais de linha das componentes P, Q e R1 

5. Enuncie o Teorema Fundamental das Integrais de Linha. 

6. (a) O que significa dizer que | c F ■ dr e independente do cami- 

nho? 

(b) Se voce souber que | c F • dr e independente do caminho, o 
que podera dizer sobre F? 

7. Enuncie o Teorema de Green. 

8. Escreva expressoes para a area delimitada pela curva C em ter- 
mos da integral de linha em tomo de C. 

9. Suponha que F seja um campo vetorial sobre IR 3 . 

(a) Defina rot F. (b) Defina div F. 

Teste - Verdadeiro ou Falso 

Determine se a afirmaqao e falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por 
que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que mostre que e falsa. 

1. Se F for um campo vetorial, entao div F e um campo vetorial. 

2. Se F for um campo vetorial, entao rot F e um campo vetorial. 

3. Se/tem derivadas parciais de todas as ordens contfnuas sobre 
IR 3 , entao divfrot V/) = 0. 

4. Se/tem derivadas parciais contfnuas sobre IR 3 e C for um cfrculo 
qualquer, entao | c V/- dr = 0. 

5. Se F = P i + Q j e P y = Q, em uma regiao aberta D, entao F e 
conservativo. 

6 - J-c /( x ’ y) ds = “Jc /(*> >') ds 

7. Se F e G sao campos vetoriais e F = div G, entao F = G. 


(c) Se F for um campo de velocidade em um fluido, qual a in- 
terpretagao ffsica de rot F e de div F? 

10. Se F = T 3 i + <2 j, como e que voce testa para determinar se F e 
conservativo? E se F for um campo vetorial em IR 3 ? 

11. (a) O que e uma superffcie parametrizada? O que sao suas cur- 

vas de grade? 

(b) Escreva uma expressao para a area de uma superffcie para¬ 
metrizada. 

(c) Qual e a area da superffcie dada pela equagao z = g(x, y)? 

12. (a) Escreva a defmigao da integral de superffcie de uma fungao 

escalar/sobre uma superffcie S. 

(b) Como calcular tal integral se S for uma superffcie parame¬ 
trizada dada por uma fungao vetorial r(«, it)? 

(c) E se S for dada pela equagao z = g(x, y)l 

(d) Se uma folha fina tern o formato de uma superffcie Sea den¬ 
sidade em (x, y, z) e p(x, y, z), escreva expressoes para a 
massa e o centra de massa da folha. 

13. (a) O que e uma superffcie orientada? De um exemplo de su¬ 

perffcie nao orientavel. 

(b) Defina a integral de superffcie (ou fluxo) de um campo ve¬ 
torial F sobre uma superffcie orientada S com vetor normal 
unitario n. 

(c) Como calcular tal integral se S for uma superffcie parame¬ 
trizada dada por uma fungao vetorial r (u, u)? 

(d) E se S for dada pela equagao z = g(x, y)? 

14. Enuncie o Teorema de Stokes. 

15. Enuncie o Teorema do Divergente. 

16. Quais as semelhangas entre o Teorema Fundamental das Inte¬ 
grais de Linha, o Teorema de Green, o Teorema de Stokes e o 
Teorema do Divergente? 


8 . O trabalho feito por um campo de forga conservativo em movi- 
rnento de uma partfcula em tomo de um caminho fechado e igual 
a zero. 

9. Se F e G sao campos vetoriais, entao 

rot(F + G) = rotF + rotG 

10. Se F e G sao campos vetoriais, entao 

rot(F ■ G) = rotF ■ rotG 

11. SeS e uma esfera e F e uma constante de campo vetorial, entao 

Ils F ■ dS = 0. 

12. Existe um campo vetorial F tal que 

rot F = xi + yj + zk 
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Exercicios 

1. Sao mostrados um campo vetorial F, uma curva C e um ponto P. 

(a) J F • dr e positivo, negativo ou zero? Explique. 

(b) div FfP) e positivo ou negativo? Explique. 


yi 

N u U 

i\ ^ t t 

/ c 

^ - ■■ 

^ ' 

r t 

' r A / / 

’ 2 ' V / , 

/ \ / ' ■ 

-* x y x 

/ /\ / i ' 


1 l K> ^ 

' 

i I 


I l v \ \ 



2-9 Calcule a integral de linha. 

2. | x ds, C e o arco de parabola y = x 2 de (0, 0) a (1, 1) 

3. J yz cos x ds, C\ x = t,y — 3 cos t, z — 3 sen t, 0 =£ t tt 

4. J y dx + (x + y 2 ) dy, C e a elipse Ax 1 + 9y 2 = 36 com a orien- 

tagao anti-horaria 

5. | c y 3 dx + x 2 dy, C e o arco da parabola x = 1 — y 2 de (0, — 1) a 
(0,1) 

6. [ yfxy dx + e y dy + xz dz, C e dado por r(f) = t 4 i + t 2 j + t 3 
k, 0 *£ f =£ 1 

7. | xydx + y 2 dy + yz dz, C 6 o segmento de reta de (1, 0, — 1) a 
(3, 4, 2) 

8. | C F ■ dr, onde F(x, y) = xy i + x 2 j, e C e dado por 
r(f) = sen t i + (1 + f) j, 0 ^ t =S 7r 

9. [ c F • dr, onde F(x, y, z) = e z i + xz j + (x + y) k e C e dado por 
r(t) = t 2 i + r 3 j -tk, 0 =s f« 1 

10. Encontre o trabalho feito pelo campo de forga. 

F(x, y, z) = z i + x j + y k 

ao mover uma partfcula do ponto (3, 0, 0) ao ponto (0, tt/ 2, 3) ao 
longo 

(a) de uma reta 

(b) dahelicex = 3 cos t,y = t,z = 3 sen t 

11-12 Mostre que F e um campo vetorial conservativo. Entao deter¬ 
mine uma fungao/tal que F = V/. 

11. F(x, y) = (1 + xy)e xy i + ( e y + x 2 e^) j 

12. F(x, y, z) = sen y i + x cos y j — sen z k 

13-1 Mostre que F e conservativo e use esse fato para calcular 
[ c F • dr ao longo da curva dada. 

13. F(x, y) = (4x 3 y 2 — 2xy 3 ) i + (2x 4 y - 3x 2 y 2 + Ay 3 ) j, 
C: r (t) = (t + sen tt?) i + (2 1 + cos irt) j, 0 t =£ 1 

14. F(x, y,z) — e y i + ( xe y + e : ) j + ye z k, C e o segmento de reta 
que liga (0, 2, 0) a (4, 0, 3) 


15. Verifique que o Teorema de Green e verdadeiro para a integral 
de linha | xy 2 dx — x 2 y dy, onde C consiste na parabola y — x 2 
de (— 1, 1) a (1, 1) e no segmento de reta de (1, 1) a (—1, 1). 

16. Use o teorema de Green para calcular 

J c yj\ + x 3 dx + 2 xydy 

onde Ceo triangulo com vertices (0, 0), (1, 0) e (1, 3). 

17. Use o Teorema de Green para calcular \ c x 2 y dx — xy 2 dy, onde 
Ceo circulo x 2 + y 2 = 4 orientado no sentido anti-horario. 

18. Determine rot F e div F se 

F(x, y, z) = e~ x sen y i + e~ y sen z j + e~ z sen x k 

19. Mostre que nao existe um campo vetorial G tal que 

rot G = 2x i + 3 yz j — xz 2 k 

20. Mostre que, sob algumas condiqoes a serem enunciadas sobre 
campos vetoriais F e G, 

rot(F X G) = F div G - G div F + (G • V)F - (F ■ V)G 


21. Se C e uma curva fechada simples suave por partes e/e g sao 
fun§oes diferenciaveis, mostre que [ f(x) dx + g(y ) dy = 0. 

22. Se/e g sao fungoes com derivadas de segunda ordem, mostre que 

V 2 (/fiO =/V 2 g + gT-f+ 2 V/- Vg 


23. Se/e uma fungao harmonica, ou seja, V 2 / = 0, mostre que a in¬ 
tegral de linha J f y dx — f x dy e independente do caminho em 
qualquer regiao simples D. 

24. (a) Esboce a curva C com equagoes parametricas 

x = cos t y = sen / z=sent 0 =S t ^ 2tt 
( b) Determine 

j c 2 xe ly dx + ( 2x 2 e 2y + 2ycotg z) dy — y 2 cossec 2 zdz. 


25. Determine a area da parte da superffcie z — x 1 + 2y que esta 
acima do triangulo com vertices (0, 0), (1, 0) e (1, 2). 


26. 


(a) Determine uma equagao do piano tangente no ponto 
(A, —2, 1) a superffcie parametrizada S dada por 

r (u, v) = u 2 i — uv j + u 2 k, 0 =£ u 3, — 3 =£ v =s 3 

(b) Use um computador para tragar o grafico da superffcie S e do 
piano tangente encontrado na parte (a). 

(c) Escreva, mas nao calcule, uma integral que de a area da su¬ 
perffcie S. 

(d) Se 


F (x,y,z) = 


1 + x 2 


-i + 


1 + y 


-j + 


1 + z 2 


Encontre J| s F • dS correta ate a quarta casa decimal. 

27—30. Calcule a integral de superffcie. 

27. |J S z dS, onde Sea parte do paraboloide z — x 2 + y 2 que esta 
abaixo do piano z — A 


28 - Jlv (jtz + y 2 z) dS, onde Sea parte do piano z = 4 + x + y que 
esta dentro do cilindro x 2 + y 2 = 4 

29. jj s F ■ dS, onde Ffx, y, z) — xz i — 2y j + 3x k e S e a esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 4 com orientagao para fora 


[4H E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


E necessario usar um sistema de computagao algebrica 
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30. 11 F • dS, onde F(x, y, z) — x 2 i + xy j + z k e 5 e a parte do pa- 

raboloide z — x 2 + y 2 abaixo do piano z= 1 com orientagao as- 
cendente 


31 . Verifique se o Teorema de Stokes e verdadeiro para o campo ve- 
torial F(x, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k, onde Sea parte do parabo- 
loide z — 1 — x 2 — y 2 que esta acima do piano xy e S tem 
orientagao ascendente. 

32 . Use o Teorema de Stokes para calcular | [ rot F ■ dS, onde 
F(x, y, z) = x 2 yz i + yzr j + z’e^ k, S e a parte da esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 5 que esta acima do piano z = 1 e S tem orienta- 
gao ascendente. 

33 . Use o Teorema de Stokes para calcular j c F • dr, onde 
F(x, y, z) — xy i + yzj + zx k e C e o triangulo com vertices 
(1,0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1), orientado no sentido horario, como 
visto de cima. 


34. Use o Teorema do Divergente para calcular a integral de super- 
ffcie jj s F • dS, onde F(x, y, z) = x 3 i + y 3 j + z 3 k 
e S e a superffcie do solido delimitado pelo cilindro x 2 + y 2 = 1 
e pelos pianos z — 0 e z = 2. 

35. Verifique se o Teorema do Divergente e verdadeiro para o campo 
vetorial F (x,y,z) = x i + y j + z k, onde E 6 a bola unitaria x 2 
+ y 2 + z 2 ^ 1. 


36. Calcule o fluxo para fora de 

, _ xi + yj + zk 
F(x,y,.) {x 2 + y 2 + z 2 y ,2 

atraves do elipsoide 4x 2 + 9y 2 + 6z 2 = 36. 


37. Seja 

F(.v, y, z) = (3 x?yz ~ 3y) i + ( x 3 z ~ 3x) j + (x 3 y + 2z) k 
Calcule j F • dr, onde C e a curva com infcio em (0, 0, 2) e ter- 
rnino em (0, 3, 0), como mostrado na figura. 



38. Seja 

FUyj 


(2x 3 + 2xy 2 — 2y) i + (2y 3 + 2x 2 y + 2 jc) j 
x 2 + y 2 


Calcule <jj F • dr, onde C esta representado na figura. 



39. Determine | | x F • n dS, onde F(jc, y, z) — xi + y ] + ~keSea 
superffcie mostrada na figura, com orientagao para fora (o limite 
do cubo com um cubo unitario removido). 



40. Se as componentes de F tem derivadas parciais de segunda 
ordem contfnuas e S e a superffcie limite de uma regiao solida 
simples, mostre que | [ rot F ■ dS = 0. 

41. Se a e um vetor constante, r = vi + y j + zkeSe uma super¬ 
ffcie orientada suave com uma curva fronteira C fechada sim¬ 
ples, suave e positivamente orientada, mostre que 

jj 2a • dS = ) (a X r) • dr 

s 



Problemas Quentes 


1. Seja S uma superffcie parametrizada suave e seja P um ponto tal que cada reta que comece 
em P intercepte S no maximo uma vez. O angulo solido O(.S') subentendido por S em P 
e o conjunto de retas a partir de P c passando por S. Seja S(a) a intersegao de IKS) com a 
superffcie da esfera com centra em P e raio a. Entao, a medida do angulo solido (em es- 
tereoradianos ) e definida como 

1 ^ 1 = areade^) 

Aplique o Teorema do Divergente para a parte de Kl(S) entre S(a) e S e mostre que 

I n(s) | = Jj ^ ds 


^3 E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 
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onde reo vetor radial dc P a um ponto qualquer sobre S, r = | r |, e o sentido do vetor 
normal unitario n e dirigido para longe de P. 

Isso mostra que a definigao de medida de um angulo solido independe do raio a da esfera. 
Assim, a medida do angulo solido e igual a area subtendida sobre uma esfera unitaria 
(observe a analogia com a definigao da medida em radianos). O angulo solido total sub- 
tendido por uma esfera em seu centra e, portanto, 47 t esterradianos. 



2. Encontre uma curva fechada simples C para a qual o valor da integral de linha 

j" (y 3 — y) dx — 2x 3 dy 

e maxima. 

3. Seja C uma curva espacial simples fechada suave por partes que esteja contida em um 
piano com vetor unitario normal n = (a, b, c ) e orientada positivamente em relagao a n. 
Mostre que a area do piano delimitada por C e 

\ 0>z ~ cy) dx + (cx — az) dy + (ay — bx) dz 

gg 4. Investigue a forma da superficie com as equagoes parametrizadas x = sen u, y = sen v, 
Z = sen(u + V). Comece tragando a superficie sob diversos pontos de vista. Explique a 
aparencia dos graficos determinando os cortes nos pianos horizontais z = 0, 
z= ±1 ez = ±\ 

5. Demonstre a seguinte identidade: 

V(F • G)= (F • V)G + (G- V)F + F X rot G + G X rot F 

6. A figura retrata a sequencia de eventos em cada cilindro de um motor de quatro cilindros 
de combustao interna. Cada pistao se move para cima e para baixo e esta ligado por um 
brago-pivo ao virabrequim. Sejam P(t) e V(t') a pressao e o volume dentro de um cilindro 
no instante t, onde a =S t ^ b e o tempo necessario para um ciclo completo. O grafico mos¬ 
tra como P e V variam durante um ciclo em um motor de quatro tempos. 




















































Durante o estagio de inducao (de CD a @) a mistura de ar e gasolina a pressao atmosferica 
e aspirada para o interior do cilindro pela valvula de entrada a medida que o pistao se 
move para baixo. Entao, o pistao comprime rapidamente a mistura com a valvula fechada, 
no estagio de compressao (de (D a ®), durante o qual a pressao aumenta e o volume di- 
minui. Em ® uma fafsca proveniente da vela de ignicao provoca a combustao da mistura, 
elevando a temperatura e a pressao com um volume praticamente constante ate ©. Em se- 
guida, com a valvula fechada, uma rapida expansao do volume fore a o pistao para baixo 
durante o estagio de potencia (de © a ©). A valvula se abre, a temperatura e a pressao 
caem e a energia mecanica armazenada no volante em rotagao impulsiona o pistao para 
cima, forcando a safda dos gases que se formaram no interior pela valvula, no estagio de 
exaustao. A valvula de exaustao se fecha e a valvula de entrada se abre. Estamos de volta 
a ® e o ciclo se reinicia. 

(a) Mostre que o trabalho realizado pelo pistao durante um ciclo de um motor de quatro 
tempos e W = J’ c P dV, onde Ce a curva no piano PV mostrada na figura. 

[ Dica : Seja x(t) a distancia do pistao ate o topo do cilindro e observe que a fore a sobre 
o pistao e F = AP(t) i, onde A e a area do topo do pistao. Entao W = j' f; F • dr, onde 
Ci e dado por r(t) = x(t) i, a =£ t =£ b. Um modo alternative e trabalhar diretamente 
com as somas de Riemann.] 

(b) Use a Formula 16.4.5 para mostrar que o trabalho e a diferenca das areas englobadas 
pelos dois lagos de C. 



17 


Equagoes Diferenciais de 
Segunda Ordem 



© Pichugin Dmitry / Shutterstock 


A ideia central das equagoes diferenciais esta explicada no Capitulo 9, onde nos 
concentramos em equagoes de primeira ordem. Neste caprtulo, estudaremos as equagoes 
diferenciais lineares de segunda ordem e aprenderemos aplica-las na resolugao de 
problemas de vibraqoes de mola e circuitos eletricos. Veremos tambem como series 
infinitas podem ser usadas para resolver eqiiaqoes diferenciais. 
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Equagoes Lineares de Segunda Ordem 


Uma equagao diferencial linear de segunda ordem tem a forma 

[U P(x) + GW + R(x)y = G(x) 


onde P, Q,ReG sao fungoes contmuas. Vimos na Secao 9.1 que equagoes desse tipo surgem 
no estudo do movimento de uma mola. Na Secao 17.3 aprofundaremos essa aplicagao, bem 
como sua aplicagao aos circuitos eletricos. 

Nesta segao, estudaremos o caso onde G(x) = 0 para todo x na Equagao 1. Tais equagoes 
sao chamadas equagoes lineares homogeneas. Assim, a forma de uma equagao diferencial li¬ 
near homogenea de segunda ordem e 

p W 44 + GW ^ + ^W}’ = o 


Se G(x) 7^ 0 para algumx, a Equagao 1 e nao homogenea e sera discutida na Segao 17.2. 

Dois fatos basicos permitem-nos resolver equagoes lineares homogeneas. O primeiro e que, 
se conhecermos duas solugoes y i e y 2 de tal equagao, entao a combinagao linear 
y = Ciyi + c 2 y 2 tambem sera uma solugao. 


3 Teorema Se vi (x) e y 2 {x) sao ambas solugoes da equagao linear homogenea \2} e 
ci e c 2 sao constantes quaisquer, entao a fungao 

y(x) = c,>’iW + c 2 y 2 {x) 

e tambem uma solugao da Equagao 2. 


2 


DEMONSTRAQAO Uma vez que Vi e y 2 sao solugoes da Equagao 2, temos 

P(x)y" + GW>’I + R(x)y\ = 0 

e P(x)y" + Q(x) y 2 + R(x)y 2 = 0 

Portanto, usando as regras basicas para derivagao, temos 
P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y 

= P(x)(c\yi + c 2 y 2 )" + GW(ciyi + c 2 y 2 )' + /J(x)(ci>'i + c 2 y 2 ) 

= P(x)(c ] y" + c 2 y") + GW(ciyl + c 2 y 2 ) + R(x){ciy i + c 2 y 2 ) 

= Ci[P(x)>’i" + GWyi + ^Wyi] + c 2 [p(x)y" + Q(x)y 2 + P(x)y 2 ] 

= d( 0) + c 2 (0) = 0 

Assim, y = c;i vi + c 2 y 2 e uma solugao da Equagao 2. 

O outro fato de que precisamos e dado pelo seguinte teorema, demonstrado em cursos mais 
avangados. Ele diz que a solugao geral e uma combinagao linear de duas solugoes linearmente 
independentes Vi e y 2 . Isso significa que nem yi nem v 2 sao multiplos por constantes um do 
outro. Por exemplo: as fungoes f(x) = x 2 e q{x) — 5x 2 sao linearmente dependentes, mas 
fix) = e x e g(x) = xe 1 sao linearmente independentes. 
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|~4~| Teorema Se \q e y 2 forem solucoes linearmente independentes da Equagao 2 em um 
intervalo, e P(x) nunca for 0, entao a solugao geral sera dada por 

y{x ) = ciyi(x) + c 2 y 2 (x) 

onde ci e c 2 sao constantes arbitrarias. 


O Teorema 4 e muito util, pois diz que, se conhecermos duas solucoes particulares li¬ 
nearmente independentes, entao conheceremos todas as solucoes. 

Em geral, nao e facil descobrir solucoes particulares de uma equagao linear de segunda or- 
dem. Mas e semprepossivel fazer isso se as funcdes coeficientes P, QeR foremfundoes cons¬ 
tantes, isto e, se a equacao diferencial tiver a forma 


5 


ay" + by' + cy = 0 


onde a, b e c sao constantes e a t 4 0. 

Nao e dificil pensar em alguns provaveis candidatos para as solucoes particulares da 
Equagao 5 se a enunciarmos verbalmente. Estamos procurando uma fungao v tal que uma cons- 
tante vezes sua segunda derivada y" mais outra constante vezes y ' mais uma terceira constante 
vezes y e igual a 0. Sabemos que a fungao exponential y = e rx (onde r e uma constante) tem 
a propriedade de que sua derivada e um multiplo por constante dela mesma: y' = re' x . Alem 
disso, y" = r~e rx . Se substituirmos essas expressoes na Equaqao 5, veremos que y = e rx e uma 
solucao se 


ar 2 e rx + bre rx + ce rx = 0 
ou {ar 2 + br + c)e rx = 0 

Mas e rx nunca e 0. Assim, y = e rx e uma solucao da Equagao 5 sere uma raiz da equacao 


a 


ar 2 + br + c = 0 


A Equagao 6 e denominada equagao auxiliar (ou equagao caracteristica) da equagao dife¬ 
rencial ay" + by' + cy = 0. Observe que ela e uma equagao algebrica que pode ser obtida 
da equagao diferencial substituindo-se y" por r 2 , y' por r, e v por 1. 

Algumas vezes as raizes iy e r 2 da equagao auxiliar podem ser determinadas por fatoragao. 
Em outros casos, elas sao encontradas usando-se a formula quadratica: 


m 


r i 


■ h + sjb 2 — 4ac 
2 a 


r 2 = 


—b — i Jb 2 — 4 ac 

2 a 


Separamos em tres casos, de acordo com o sinal do discriminante b 2 — 4ac. 


CAS0 b 1 - 4ac > 0 

Nesse caso as raizes iq and r 2 da equagao auxiliar sao reais e distintas, logo jq = e r " e y 2 = e rix 
sao duas solugoes linearmente independentes da Equagao 5. (Observe que e r2A nao e um nuil- 
tiplo por constante de e rix .) Portanto, pelo Teorema 4, temos o seguinte fato. 


8 Se as raizes ?q e r 2 da equagao auxiliar ar 2 + br + c = 0 forem reais e distintas, 
entao a solugao geral de ay" + by' + cy = 0 e 

y = cie rix + c 2 e r - x 
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EXEMPLO 1 


Resolva a equagao y" + y' — 6y = 0. 


S0LUQA0 A equagao auxiliar e 

r~ + r - 6 = (r - 2)(r + 3) = 0 


cujas raizes sao r = 2, —3. Portanto, por [8], a solucao geral da equagao diferencial dada e 


Na Figura 1, o grafico das solugoes basicas 
f(x) = e lx eg{x) = <T 3j[ da equagao 
diferencial do Exemplo 1 e exibido em azul 
e vermelho, respectivamente. Algumas das 
outras solugoes, combinagoes lineares de 
f eg, sao exibidas em preto. 



y = cie 2x + c 2 e~ lx 

Poderiamos verificar que isso e de fato uma solucao derivando e substituindo na equagao di¬ 
ferencial. 


EXEMPLO 2 


Resolva 3 


d 2 y dy 


dx 




SOLUCAO Para resolvermos a equagao auxiliar 3r 2 + r — 1 = 0, usamos a formula quadratica: 

-1 ± 713 


Uma vez que as raizes sao reais e distintas, a solucao geral e 

y = Cl e { ~ l+ ^ )x/6 + c 2 e { - 1 -^ )x/6 


FIGURA 1 


CASO b 2 - Aac = 0 

Nesse caso, n = r 2 \ isto e, as raizes da equaqao auxiliar sao reais e iguais. Vamos denotar por 
r o valor comum de n e r 2 . Entao, das Equaqoes 7, temos 


9 


r =-entao 2ar + b = 0 

2a 


Sabemos que y, = e rx e uma solucao da Equactio 5. Agora verifiquemos que y 2 = xe ' 1 tam- 
bem e uma solucao: 

ay" + by 2 + cy 2 = a(2re rx + r 2 xe rx ) + b(e rx + rxe rx ) + cxe rx 
= (2 ar + b)e rx + ( ar 2 + br + c)xe rx 
= 0(e rx ) + 0(xe rx ) = 0 

O primeiro termo e 0, pela Equaqao 9; o segundo termo e 0, pois r e uma raiz da equaqao au¬ 
xiliar. Uma vez que yq = e rx e y 2 — xe rx sao solugoes linearmente independentes, o Teorema 
4 nos fornece a soluqao geral. 


A Figura 2 apresenta as solugoes basicas 
f(x) = e _3x/2 e g(x) = xe^ x/1 do 
Exemplo 3 e alguns outros membros da 
famflia de solugoes. Observe que todas 
elas tendem a 0 quando x —» 


10 


Se a equagao auxiliar ar 2 + br + c = 0 tem apenas uma raiz real r, entao a so- 
lugao geral de ay" + by' + cy = 0 e 

y = Cie rx + c 2 xe rx 



EXEMPLO 3 


Resolva a equagao 4y" + 12v' + 9 y = 0. 

S0LUQA0 A equagao auxiliar 4r 2 + 12 r + 9 = 0 pode ser fatorada como 

(2 r + 3) 2 = 0 


de modo que a unica raiz e r = Por 1101 , a solugao geral e 

y = c\e~ 2xl2 + c 2 xe~ 2xl2 


FIGURA 2 
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CASO b 2 - 4ac < 0 

Nesse caso, as raizes r x e r 2 da equagao auxiliar sao numeros complexos. (Veja o Apendice H 
para informagoes sobre numeros complexos.) Podemos escrever 

n = a + ifi r 2 = a — ifi 

onde a e fi sao numeros reais. [Na verdade, a = —b/(2a), fi = \j\ac — b 2 /(2a).\ Entao, 
usando a equagao de Euler 

e ,e = cos 0 + i sen 0 

do Apendice H, escrevemos a solugao da equagao diferencial como 

y = C\_e r ' x + C 2 e rix = C x e (a+ili)x + C 2 e {a ~ if))x 

= Cie'* J (cos fix + i sen f3x) + C 2 e ax (cos f3x — i sen fix) 

= e ax [(Ci + C 2 ) cos f3x + i(C] — C 2 ) sen /3x\ 

= e ax (c i cos fix + c 2 sen fix) 

onde Ci = Ci + C 2 , c 2 = i{C i — C 2 ). Isso nos da todas as solugoes (reais ou complexas) da 
equagao diferencial. As solugoes serao reais quando as constantes o e c 2 forem reais. Resu- 
miremos a discussao da seguinte forma: 


[rf| Se as raizes da equagao auxiliar ar 2 + br + c = 0 forem os numeros complexos 
r\ = a + if 1, r 2 = a — ifi, entao a solugao geral de ay" + by 1 + cy = 0 sera 

y = e ax (c i cos fix + c 2 sen fix) 


EXEMPLO 4 


Resolva a equagao y" — 6 y’ + 13_y = 0. 

S0LUCA0 A equagao auxiliar e r 2 — 6r + 13 = 0. Pela formula quadratica, as raizes sao 


6 ± V36 - 52 6 ± „ , .. 

r =-=-= 3 ± 2i 

2 2 

Por 1111 , a solugao geral da equagao diferencial e 

y = e 3x (c i cos 2x + c 2 sen 2x) 


Problemas de Valores Iniciais e Valores de Contorno 

Um problema de valor inicial para a Equagao 1 ou 2 de segunda ordem consiste em deter- 
minar uma solugao y da equagao diferencial que satisfaga as condigoes iniciais da forma 

y(x o) = yo y\x 0 ) = yi 

onde yo e yt sao constantes. Sc P, Q, R c G forem continuas em um intervalo onde P(x) 0, 
entao um teorema encontrado em livros mais avangados garante a existencia e a unicidade de 
uma solugao para esse problema de valor inicial. Os Exemplos 5 e 6 mostram como resolver 
tal problema. 


EXEMPLO 5 


Resolva o problema de valor inicial 


y" + y 1 — 6y = 0 y(0) = 1 


j'(0) = 0 


S0LUQA0 Do Exemplo 1, sabemos que a solugao geral da equagao diferencial e 

y(x) = C\e lx + c 2 e~ 3x 


3 



-3 

FIGURA3 


A Figura 3 apresenta os graficos das 
solugoes do Exemplo 4, 
f(x) = e ,x cos 2x e g(x) = e u sen 2x, 
com algumas combinagoes lineares. Todas 
as solugoes tendem a 0 como * —» —». 
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CALCULO 


A Figura 4 apresenta o grafico da solugao 
do problema de valor inicial do Exemplo 5. 
Compare com a Figura 1. 


20 



FIGURA 4 


A solugao do Exemplo 6 tem seu grafico na 
Figura 5. Ela parece ser uma senoide 
deslocada. Realmente, voce pode verificar 
que outra maneira de escrever a solugao e 

y = VL? sen(.r + (b) onde tu cb = l 


5 
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FIGURA 5 


Derivando essa solugao, obtemos 

y’(x) = 2 Cl e 2x - 3c 2 e~ 3x 

Para satisfazermos as condigoes iniciais exigimos que 


12 


y( 0 ) = ci + c 2 = 1 


13 


y'(0) = 2ci - 3c 2 = 0 


De 1131 , temos c 2 = 5 C 1 ; logo, 1121 resulta em 

,2 _ , 3 

Ci + 3C1 = 1 Ci = 5 

Assim, a solugao pedida do problema de valor inicial e 


2 

C2 = 5 


v = :c ? ' + \e~ 3x 


EXEMPLO 6 


Resolva o problema de valor inicial 

y" + y = 0 }’(o) = 2 /(o) = 3 


SOLU A equagao auxiliar e r 2 + 1 = 0, ou r 2 = — 1, cujas raizes sao ±i. Assim, a = 0, 
[3 = 1, e, uma vez que e 0x = 1, a solugao geral e 

y(x) = ci cos x + c 2 sen x 

Uma vez que v'(x) = —ci sen x + c 2 cos x 

as condigoes iniciais tornam-se 

y(0) = ci = 2 y'(0) = c 2 = 3 

Logo, a solugao do problema de valor inicial e 

y(x) = 2 cos x + 3 sen x 


Um problema de valor de contorno para a Equagao 1 ou 2 consiste em determinar uma 
solugao y da equagao diferencial que tambem satisfaga as condigoes de contorno da forma 

2tt 


y{x a )=y Q y(xi)=yi 


Em contraste com a situagao para problemas de valor inicial, um problema de valor de con¬ 
torno nem sempre tem uma solugao. O metodo esta ilustrado no Exemplo 7. 


EXEMPLO 7 


Resolva o problema de valor de contorno 
y" + 2 / + y = 0 y( 0 ) = 1 


y(i) = 3 


S0LUQA0 A equagao auxiliar e 

r 2 + 2 r + 1 = 0 ou (r + l ) 2 = 0 
cuja unica raiz e r = — 1. Alem disso, a solugao geral e 

y(x) = cie - " + c 2 xe~ x 


As condigoes de contorno sao satisfeitas se 

y(0) = Ci = 1 
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y(l) = Cie 1 + c 2 e 1 = 3 


A primeira condigao resulta em Ci = 1, de modo que a segunda condigao torna-se 

e~ l + c 2 e~ l = 3 

Isolando C 2 nessa equagao, primeiro multiplicando ambos os membros por e, obtem-se 
1 + ci = 3e logo Ci = 3e — 1 
Assim, a solugao do problema de contorno e 

y = e~ x + (3e - l)xe~ x 


Resumo: Solugoes de ay" + by' + c = 0 


Raizes de ar 2 + br + c = 0 

Solugao Geral 

r\, r 2 reais e distintas 

n = r 2 = r 

r\, r 2 complexas: a ± i[3 

y = cie nx + c 2 e rix 
y = c\e rx + c 2 xe rx 
y = e ax (c i cos /3x + c 2 sen (3x ) 


A Figure 6 mostra o grafico da solugao do 
problema de valor de contorno no Exemplo 
7. 

5 



FIGURA6 



Exercicios 


1-13 Resolva a equagao diferencial. 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

12 . 

13. 


y" ~ y' ~ 6y = o 

y" + 16y = 0 

9y" - 12y' + 4y = 0 

y’ = 2 y" 

y" - Ay’ + 13y = 0 

~ d 2 y , 0 dy „ 

2 -pr + 2— - y = 0 

dt 2 dt 


d 2 y 
~dt 2 


+ 12 


dy 

dt 


+ 5y = 0 


d 2 P dP 

100 — T + 200 - 

dt 2 dt 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 


y " + Ay' + Ay = 0 
y" - 8 / + I2y = 0 
25 y" + 9y = 0 
y" - Ay' + y = 0 
y" + 3y' = 0 


+ 101P = 0 


23. y" ~ y' ~ 12 y = 0, y(l) = 0, y'(l) = 1 

24. Ay" + Ay’ + 3y = 0, >'(0) = 0, y'(0) = 1 


Resolva o problema de valor de contorno, se posslvel. 

25. y" + Ay = 0, y(0) = 5, y{tr/A) = 3 

26. y" = Ay, y(0) = 1, y(l) = 0 

27. y" + Ay' + Ay = 0, y(0) = 2, y(l) = 0 

28. y" - 8 / + lly = 0, y(0) = 3, y(tr) = 2 

29. y" = y', y(Q) = 1, y(l) = 2 

30. Ay" - Ay’ + y = 0, y(0) = 4, y(2) = 0 

31. y" + Ay' + 20y = 0, y(0) = 1, y(ir) = 2 

32. y" + Ay' + 20y = 0, y(0) = 1, y(ir) = e“ 2,r 


■16 Faga o grafico das duas solugoes basicas da equagao diferencial 
e de varias outras solugoes. Que aspecto as solugoes tem em comum? 
d 2 y dy 

14. —4 + 4 ^- + 20y = 0 

dx dx 

d 2 y dy 

15. 5 -4 - 2 -f- - 3y = 0 

dx dx 


16. 9 


£y 

dx 


dy 


2+6 ^ + y = ° 


17-24 Resolva o problema de valor inicial. 

17. 2y" + 5y' + 3y = 0, y(0) = 3, y'(0) = -A 

18. y" + 3y = 0. >40) = 1, v'(0) = 3 

19. 9y" + \2y' + 4>; = 0, y(0) = 1, /(0) = 0 

20. 2y" + y’ - y = 0, >>(0) = 3, y'(0) = 3 

21. y" - 6y’ - Wy = 0, y(0) = 2, y'(0) = 3 

22. Ay" - 20y' + 25y = 0, >40) = 2, y’(0) = -3 


33. Seja L um numero real nao nulo. 

(a) Mostre que o problema de contorno y" + Ay = 0, y(0) = 0, 
y(L) = 0 tem apenas a solugao trivial y = 0 para os casos 
A = 0 e A < 0. 

(b) Para o caso A > 0, determine os valores de A para os quais 
este problema tenha uma solugao nao trivial e de a solugao 
correspondente. 

34. Sea, be c sao todas constantes positivas e y(x) e uma solugao da 
equagao diferencial ay" + by 1 + cy = 0, mostre que 
lim x _»„y(x) = 0. 

35. Considere o problema de valor de contorno y" — 2y‘ + 2y = 0, 
y (a) = c , y (b) = d. 

(a) Se este problema tem uma solugao unica, como aeb estao re- 
lacionados? 

(b) Se este problema nao tem uma solugao unica, como a, b, c e 
d estao relacionados? 

(c) Se este problema tem uma infmidade de solugoes, como a, b, 
c e d estao relacionados? 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 
















CALCULO 


Equacoes Lineares Nao Homogeneas 


Nesta segao, aprenderemos a resolver equacoes diferenciais lineares nao homogeneas com coe- 
ficientes constantes, isto e, equagoes da forma 

pT| ay" + by' + cy = G(x) 


onde a,bec sao constantes eGe uma fungao contlnua. A equagao homogenea correspondente 


2 


ay" + by' + cy = 0 


e chamada equagao complementar e desempenha urn papel importante na solugao da equa¬ 
gao nao homogenea original [T]- 


3 Teorema A solugao geral da equagao diferencial nao homogenea [T] pode ser es- 
crita como 

y{x) = y P (x) + ydx) 

onde y p e uma solugao particular da Equagao 1 e v, e' a solugao geral da Equagao com¬ 
plementar 2. 


DEMONSTRAQAO Verificamos que, sey for qualquer solugao da Equagao 1, entao y — y p sera 
uma solugao da Equagao complementar 2. De fato, 

a(y - yp)" + b(y ~ y P )' + c{y - y P ) = ay" - ay p + by' - by’ p + cy - cy p 

= {ay" + by' + cy) - ( ay p + by' p + cy p ) 

= G( x) - G(x) = 0 

Isso demonstra que cada solugao e da forma y(x) = y p {x) + y r: (x). E facil verificar que cada 
fungao desta forma e uma solugao. 


Sabemos, da Segao 17.1, como resolver a equagao complementar. (Recorde que a solugao 
e y c = Ci> ! i + C 2 }' 2 , onde y t e y 2 sao solugoes linearmente independentes da Equagao 2.) Alem 
disso, o Teorema 3 diz que conheceremos a solugao geral da equagao nao homogenea assim 
que conhecermos uma solugao particular y p . Existem dois metodos para encontrar uma solu¬ 
gao particular: O metodo dos coeficientes indeterminados e simples, mas funciona apenas para 
uma classe restrita de fungoes G. O metodo de variagao de parametros funciona para todas as 
fungoes G, mas, geralmente, e mais diffcil de aplicar na pratica. 

0 Metodo dos Coeficientes Indeterminados 

Vamos primeiro ilustrar o metodo dos coeficientes indeterminados para a equagao 

ay" + by 1 + cy = G(x) 

onde Gix) e um polinomio. E razoavel prever que exista uma solugao particular y,, que seja um 
polinomio de mesmo grau de G, pois, se y for um polinomio, entao ay" + by 1 + cy tambem 
sera um polinomio. Portanto, substitufmos y p {x) = a, um polinomio (de mesmo grau de G), 
na equagao diferencial e determinamos os coeficientes. 


EXEMPLO 1 


Resolva a equagao y" 


SOLUfAO A equagao auxiliar de y" 


+ y’ — 2y = x 2 . 
+ y' — 2y = 0 e 
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r 2 + r — 2 = (r - l)(r + 2) = 0 

com as raizes r = 1, —2. Logo, a solugao da equagao complementar e 

= cie 1 + c 2 e~ 2x 

Uma vez que G(x) — x 2 e um polinomio de grau 2, procuramos uma solugao particular da 
forma 

y P (x) = Ax 2 + Bx + C 

Entao, y' p = 2Ax + B e v " = 2 A. Assim, substituindo na equagao diferencial dada, temos 
(2A) + (2Ax + B) - 2{Ax 2 + Bx + C) = x 2 
ou —2Ax 2 + (2A - 2 B)x + (2 A + B - 2C) = x 2 

Polinomios sao iguais quando seus coeficientes sao iguais. Assim, 

—2A =1 2A - 2B = 0 2A + B — 2C = 0 
A solugao desse sistema de equagoes e 

A = B = —\ C = —| 

Uma solugao particular e, portanto, 

y p (x) = ~h 2 ~ ix - l 
e, pelo Teorema 3, a solugao geral e 

y = yc + y P = Cie A ' + C2e“ 2A — l * 2 - - I 


Se G(x) (lado direito da Equagao 1) e da forma Ce kx , onde C e k sao constantes, entao to- 
mamos como uma tentativa de solugao uma fungao de mesma forma, y r ,(x) = Ae kx , pois as de- 
rivadas de e kx sao multiplas por constantes de e kx . 


EXEMPLO 2 


Resolvay" + 4y = e 3x . 


SOLUCAC A equagao auxiliar e r 2 + 4 = 0 com raizes ±2 i, logo, a solugao da equagao com¬ 
plementar e 


y c (x) = Ci cos 2x + c 2 sen 2 x 

Para uma solugao particular tentemos y P {x) = Ae 3x . Entao y p = 3Ae 3v e y p = 9Ae 3x . Subs¬ 
tituindo na equagao diferencial, temos 

9 Ae 3v + 4(Ae 3A ) = e 3 * 

logo 13 Ae 3x = e 3x e A = Assim, uma solugao particular e 

y P W = he 3x 

e a solugao geral e 

y(x) = ci cos 2 x + C 2 sen 2x + j^e 3x 

Se G(x) 6 C cos kx ou C sen kx, entao, por causa das regras de derivagao para as fungoes 
seno e cosseno, tentamos, como solugao particular, uma fungao da forma 


A Figura 1 mostra quatro solugoes da 
equagao diferencial do Exemplo 1 em 
termos da solugao particular jg, e das 
fungoes f(x) = e x eg(x ) = e~ lx . 


8 y p + 2f+3g 
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FIGURA 1 


A Figura 2 mostra as solugoes da equagao 
diferencial do Exemplo 2 em termos de y P e 
as fungoes f(x) = cos lx e 
g(x) = sen 2x. Observe que todas as 
solugoes tendem a °° quando x —» 00 e 
todas as solugoes (exceto y p ) parecem 
fungoes seno quando x e negativo. 


4 
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FIGURA 2 


y P {x) = A cos kx A B sen kx 











Resolvay" + y' — 2y = sen x. 
SOLUQAC Tentemos uma soluqao particular 


EXEMPLO 3 


y p (x ) = A cos x + B sen x 

Entao, y' p = —A sen x + B cos x y", = —A cos x — B sen x 

logo, substituindo na equacao diferencial, temos 

(—A cos x — B sen x) + (—A sen x + B cos x) — 2(A cos x + B sen x) = sen x 
ou (—3A + B ) cos x + (—A — 3 B) sen x = sen x 

Isso acontece se 

— 3A + B = 0 e -A-3B =1 


A solucao deste sistema e 


A = 


' 10 


B = - 


_ 3 _ 

10 


logo, uma soluqao particular e 

y p (x) = — ,0 cos x — , 3 0 sen x 


No Exemplo 1, determinamos que a soluqao da equaqao complementar e y c = c\e x + c 2 e 
Assim, a soluqao geral da equaqiio dada e 

y(x) = c\e x + c 2 e~ 2x — ^(cos x + 3 sen x) 


Se G(x) for um produto de funcoes dos tipos precedentes, entao tentamos a solucao como 
um produto de funcoes do mesmo tipo. Por exemplo, ao resolver a equacao diferencial 

y" + 2y' + 4y = xcos 3x 

tentamos 

y p (x) = (Ax + B ) cos 3x + (Cx + D) sen 3x 

Se G(x) for uma soma de funqoes desses tipos, usamos o principio da superposigao, que 
e facilmente verificavel e nos diz que se y P] e y Pi forem solucoes de 

ay" + by' + cy = Gi(x) ay" + by' + cy = G 2 (x) 

respectivamente, entao y Pl + y Pl e uma solucao de 

ay" + by' + cy = Gi(x) + G 2 (x) 


EXEMPLO 4 


Resolva y" — 4 y = xe x + cos 2x. 


A equacao auxiliar 6 r 2 — 4 = 0 com as raizes ±2, logo, a solucao da equaqao 
complementar e v r (x) = c i e 2x + c 2 e~ 2x . Para a equacao y" — 4y — xe 1 tentamos 


y P ,(x) = (Ax + B)e x 


Entao y Pl = (Ax + A + B)e x , y Pl = (Ax + 2A + B)e x , Logo, substituindo na equacao dada, 
(Ax + 2A + B)e x - 4(Ax + B)e x = xe v 


ou 


(—3Ax + 2A - 3 B)e x = xe x 


Assim —3A = 1 e 2A — 3B = 0, logo A = —\,B= ~l,e 
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y Pl (x) \)e x 

Para a equagao v" — 4 y = cos 2x, tentamos 

y P2 (x) = C cos 2 x + D sen 2x 

Substituindo, temos 

—4 C cos 2x — 4D sen 2x — 4 (C cos 2 x + D sen 2x) = cos 2x 
ou — 8 C cos 2x — 8 D sen 2x = cos 2x 

Portanto — 8C = 1, —8 D = 0, e 

y P2 (x ) = - | cos 2x 


Pelo principio da superposigao, a solucao geral e 

y = y c + y Pl + y Pl = ae 2x + c 2 e~ 2x - (jx + \)e x - l cos 2x 

Finalmente, observamos que a solucao tentativa recomendada y p algumas vezes resulta em 
uma solugao da equagao complementar e, portanto, nao pode ser uma solucao de uma equa- 
gao nao homogenea. Em tais casos, multiplicamos a soluqao tentativa recomendada por x (ou 
porx 2 se necessario) de modo que nenhum termo em v,,(xj seja uma solucao da equaqao com¬ 
plementar. 


EXEMPLO 5 


Resolva y" + y = sen x. 


A equacao auxiliar e r 2 + 1=0 com raizes ±i, logo, a soluqao da equaqao com¬ 
plementar e 

y c {x) = ci cos x + c 2 sen x 
Geralmente, teriamos usado a soluqao tentativa 

y p (x) = A cos x + B sen x 

mas observe que ela e uma soluqao da equaqao complementar. Entao, em vez disso, tentemos 

y p (x ) = Ax cos x + Bx sen x 

Entao y' P {x) = A cos x — Ax sen x + B sen x + Bx cos x 

y"(x) = — 2 A sen x — Ax cos x + 2B cos x — Bx sen x 


Substituindo na equacao diferencial temos 

y p + y p = —2A sen x + 2B cos x = sen x 

logo A = — §, B = 0, e 

y p (x) = — kx cos x 

A solugao geral e 

y(x) = Ci cos x + C 2 sen x — \x cos x 


Na Figura 3 mostramos a solugao particular 
yp = y Pi + y Pl da equagao diferencial do 
Exemplo 4. As outras solugoes sao dadas 
em termos de f(x) = e 2x e g(x) = e~ 2x 


5 
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FIGURA 3 


Os graficos de quatro solugoes da equagao 
diferencial do Exemplo 5 estao apresenta- 
dos na Figura 4. 


4 
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FIGURA 4 


Resumimos o metodo dos coeficientes indeterminados como segue: 
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Resumo do Metodo dos Coeficientes Indeterminados 

1. Se G(x) = e kx P(x), onde P e um polinomio de grau n, entao tente y p {x) = e kx Q(x), 
onde Q(x) e um polinomio de n-esimo grau (cujos coeficientes sao determinados 
atraves da substituigao na equagao diferencial). 

2. Se G(x) = e kx P{x) cos mx ou G(x) = e kx P(x) sen rax, onde P e um polinomio de 
n-e'simo grau, entao tente 

y P (x) = e kx Q(x) cos mx + e kx R(x) sen mx 
onde Q e R sao polinomios de grau n-esitno. 

Modificagao: Se algum termo de y p for uma solugao da equagao complementar, mul- 

tiplique y p por x (ou por x 2 se necessario). 


EXEMPLO 6 


y 


Determine a forma da solucao tentativa para a equagao diferencial 
4y’ + 13y = e 2x cos 3x. 


SOLUQAO Aqui G(x) tern a forma encontrada na parte 2 do resumo, onde k = 2, m = 3 e 
P(x) = 1. Assim, a primeira vista, a forma da soluqao tentativa deveria ser 


y P (x) = e 2x (A cos 3x + B sen 3x) 

Mas a equacao auxiliar e r 1 — 4r + 13 = 0, com raizes r = 2 ± 3 i, portanto a solucao da 
cquacao complementar e 


y c (x) = e 2x (c i cos 3x + C 2 sen 3x) 

Isso significa que temos de multiplicar a solucao tentativa sugerida porx. Entao, em vez disso, 
usamos 

y P (x) = xe 2x (A cos 3 x + B sen 3x) 


0 Metodo da Variagao dos Parametros 

Suponha que, apos resolver a equaqao homogenea ay" + by 1 + cy = 0, escrevamos a solu- 
cao como 

|~4~| y(x) = ciyi(x) + c 2 y 2 (x) 

onde yi e y 2 sao solucoes linearmente independentes. Vamos substituir as constantes (ou pa¬ 
rametros) ci e c 2 da Equacao 4 pelas funcbes arbitrarias u i(x) e u 2 {x). Procuramos uma solu- 
§ao particular da cquaqao nao homogenea ay" + by’ + cy = G(x) da forma 


5] y P (x) = ui(x)yi(x) + u 2 (x)y 2 (x) 


(Esse metodo e chamado variagao dos parametros porque variamos os parametros ci e c 2 , 
tornando-os funcbes.) Derivando a Equagao 5, obtemos 


6] y p = (u[y i + u 2 y 2 ) + (uiy[ + u 2 y 2 ) 


Uma vez que U\ e u 2 sao funcbes arbitrarias, podemos impor duas condigoes sobre eles. Uma 
condigao e que y p e uma solugao da equagao diferencial e podemos escolher a outra condigao 
de modo a simplificar nossos calculos. Considerando a expressao da Equagao 6, vamos im¬ 
por a condigao de que 


m 


u[yi + u 2 y 2 = 0 
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Entao, y'p = u[y[ + u 2 y 2 + wiy" + u 2 y" 

Substituindo na equagao diferencial, obtemos 

a(u [y[ + u 2 y 2 + uiy'i + u 2 y") + b(u\y[ + u 2 y 2 ) + c(«iyi + u 2 y 2 ) = G 
ou 


8 Mi(ayf + £>yl + cyO + u 2 (ay 2 + £>y 2 + cy 2 ) + a(M[y! + u’ 2 y 2 ) = G 

Mas Vi e v 2 sao solucoes da equa 5 ao complementar, logo 

ay" + by[ + cyi = 0 e ay" + by 2 + cy 2 = 0 

e a Oquacao 8 simplifica para 

|~9~| a(u[y[ + u 2 y 2 ) = G 

As Equagoes 7 e 9 formam um sistema de duas equagoes nas tuncdes desconhecidas u[ e u 2 . 
Apos resolver esse sistema, podemos integrar para encontrar iii e u 2 e entao a solucao parti¬ 
cular e dada pela Equagao 5. 


EXEMPLO 7 


Resolva a equagao y" + y = tg x, 0 < x < 7 r/ 2 . 


SOLI A equagao auxiliar 6 r 2 + 1=0 com as raizes ±i; logo, a solugao de y" + y = 0 
e y(x) = Ci sen x + c 2 cos x. Usando a variagao dos parametros, buscamos uma solugao da 
forma 

y p (x) = «i(x) sen x + u 2 (x) cos x 

Entao y’p = («! sen x + u 2 cos x) + («i cos x — u 2 sen x) 

Faga 




u[ sen x + u 2 cos x = 0 


Entao, y p = u[ cosx — u 2 senx — «i senx — u 2 cosx 

Para y p ser uma solugao, devemos ter 


0 


y p + y p = u[ cos x — u 2 sen x = tg x 


Resolvendo as Equagoes 10 e 11, obtemos 

nj(sen 2 x + cos 2 x) = cos x tg x 
u[ = sen x Ui(x) = —cos x 

(Procuramos uma solugao particular, logo nao precisaremos de uma constante de integragao 
aqui.) Em seguida, a partir da Equagao 10, obtem-se 

senx sen 2 x cos 2 x — 1 

ui =- u I =-=-= cos x — sec x 

cos x cos x cos x 


Entao 


u 2 {x) = sen x — ln(sec x + tg x) 


A Figura 5 mostra quatro solugoes da 
equagao diferencial do Exemplo 7. 

2,5 



(Observe que sec x + tg x > 0 para 0 < x < tt/2.) Portanto 


FIGURA 5 
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y p (x ) = —cosx senx + [senx — ln(secx + tgx)] cosx 
= —cos x ln(sec x + tg x) 


e a solugao geral e 


y(x) = Ci senx + C 2 cos x — cosx ln(secx + tgx) 


E 


Exercicios 


1 — 1 ( Resolva a equagao diferencial ou problema de valor inicial 
usando o metodo dos coeficientes indeterminados. 

1. y" - 2y' - 3y = cos 2x 

2. y" - y = x 3 - x 

3. y" + 9y = e 

4. y" + 2y' + 5y = \ + e x 

5. y" - Ay' + 5y = e~ x 

6. y" — Ay' + Ay = x — senx 

7. y" + y = e x + x\ >'(0) = 2, y'(0) = 0 

8. y" - Ay = e x cos x, y(0) = 1, y'(0) = 2 

9. y" - y' = xe x , y(0) = 2, y’(0) = 1 

10 . y" + y’ - 2y = x + sen 2x, y(0) = 1, y'(0) = 0 


^ 11-12 Fa§a o grafico da solugao particular e de varias outras soluqoes. 
Que caracteristicas essas solugoes tem em comum? 

11 . y" + 3/ + 2y = cosx 12 . y" + Ay = e~ x 


13-1 Escreva uma solugao tentativa para o metodo dos coeficientes 
indeterminados. Nao determine os coeficientes. 

13 . y" + 9y = e 2x + x 2 senx 

14 . y" + 9y' = xe _l cos ttx 

15 . y" - 3y’ +2 y = e x + senx 


16 . y" + 3 y' - Ay = (x 3 + x)e x 

17 . y" + 2y' + lOy = xV'cos 3x 

18 . y" + Ay = e 3x + x sen 2x 


19-22 Resolva a equagao diferencial usando (a) coeficientes indeter¬ 
minados e (b) variagao dos parametros. 

19. 4v" + y = cos x 20. y" - 2y' — 3y = x + 2 

21. y" - 2y' + y = e 2x 22. y" - y' = e x 

23-28 Resolva a equagao diferencial usando o metodo da variagao dos 
parametros. 

23. y" + y = sec 2 x, 0 < x < tt/2 

24. y" + y = sec 3 x, 0 < x < rr/2 

25. y" - 3/ + 2y= ' ^ 

26. y" + 3y' + 2y = sen(e x ) 

27. y"-2y'+y = r ^ 

e 2x 

28. y" + 4y + 4y = —r- 

JC 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao disponfveis em www.stewartcalculus.com 


17.3 


Aplicagoes de Equagoes Diferenciais de Segunda Ordem 



m posigao de 
equilfbrio 



As equagoes diferenciais lineares de segunda ordem tem diversas aplicagoes na ciencia e na en- 
genharia. Nesta segao exploraremos dois deles: a vibragao de molas e os circuitos eletricos. 

Vibracao de Molas 

Consideremos o movimento de um objeto com massa m na extremidade de uma mola que esta 
na vertical (como na Figura 1) ou na horizontal sobre uma superffcie plana (como na Figura 2). 

Na Segao 6.4, no Volume I, discutimos a Lei de Hooke, que diz que, se uma mola for es- 
ticada (ou comprimida) x unidades a partir de seu tamanho natural, entao ela exerce uma forga 
que e proporcional a x: 


forga elastica = — kx 


FIGURA 1 


onde k e uma constante positiva (chamada constante elastica). Se ignorarmos qualquer forga 
de resistencia externa (devido a resistencia do ar ou ao atrito), em seguida, pela Segunda Lei 
de Newton (forga e igual a massa vezes aceleragao), temos 
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m 


d~x 

m — 7- = —kx ou 
dt 2 


d 2 x 

m — 7- + kx = 0 
dt 2 


Essa e uma equacao diferencial linear de segunda ordem. Sua equa£ao auxiliar e mr 2 + k = 0 
com as raizes r = ± m, onde a> = yjkjm . Assim, a soluqao geral e 


x(t) = ci cos cot + c 2 sen cut 


que pode tambem ser escrita como 


posigao de equilfbrio 

IvwvwwH™ 

0 * * 

FIGURA2 


x(t) = A cos (cot + 8) 


onde 


(ti — yjk/m (frequency 


A = yjc 2 + C 2 (amplitude) 


cos 8 = — 
A 


sen 8 = 


£l 

A 


(8 e o angulo de fase) 


(Veja o Exercicio 17.) Esse tipo de movimento e chamado movimento harmonico simples. 


EXEMPLO 1 


Uma mola com uma massa de 2 kg tem comprimento natural de 0,5 m. Uma 
fore a de 25,6 N e necessaria para mante-la esticada ate um comprimento de 0,7 m. Se a mola 
e esticada ate um comprimento de 0,7 m e, em seguida, libertada com uma velocidade inicial 
0 , encontre a posiqao da massa em qualquer momento t. 


S0LUQA0 Pela Lei de Hooke, a fore a necessaria para estender a mola e 

k{ 0,2) = 25,6 


e, dessa forma, k = 25,6/0,2 = 128. Usando esse valor da constante da mola k, junto com 
m = 2 na Equacao 1, temos 


d 2 x 

2 — 7 - + 128x = 0 

dt 2 

Como na discussao anterior, a solueao dessa equacao e 


2 


x{t ) = ci cos 8 1 + C 2 sen 8 f 


Estamos dando a condicao inicial que x(0) = 0,2. Mas, da Equa 5 ao 2, x(0) = Ci. 
Portanto, ci = 0,2. Derivando a Equa 5 ao 2, obtemos 


x'(t) = — 8 ci sen 8 f + 8 c 2 cos 8 r 


Uma vez que a velocidade inicial e dada como x'(0) = 0, temos c 2 = 0 e a solueao e 


x(t) = 5 cos 8 r 


Vibragoes Amortecidas 

A seguir, estudaremos o movimento de uma massa presa a uma mola que esta sujeita a uma forea 
de atrito (no caso da mola horizontal da Figura 2) ou a uma forea de amortecimento (no caso de 
uma mola vertical que se movimenta em meio a um fluido, como na Figura 3). Um exemplo e 
a forea de amortecimento fornecida pelo amortecedor em um carro ou uma bicicleta. 

Vamos supor que a forqa de amortecimento seja proporcional a velocidade da massa e atue 
na dire 5 ao oposta ao movimento. (Isso foi confirmado, pelo menos aproximadamente, por al- 
gumas experiencias ffsicas.) Assim 



FIGURA 3 


forqa de amortecimento 


dx 
c — 
dt 
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onde c e uma constante positiva, chamada constante de amortecimento. Assim, nesse caso, 
a Segunda Lei de Newton fornece 

d 2 x dx 

m — 7 - = forca restauradora + forca de amortecimento = —kx — c — 
dt 2 dt 


ou 


m 


d 2 x dx 

m — 7 - + c -I- kx = 0 

dt 2 dt 


A Equagao 3 e uma equacao diferencial linear de segunda ordem e sua equacao auxiliar e 
mr 2 + cr + k = 0. As raizes sao 


H 


r\ 


c + y/c 2 — 4 mk 


2m 


r 2 = 


—c — \Jc 2 — 4 mk 


2 m 


De acordo com a Segao 17.1, precisamos discutir tres casos. 




FIGURA 4 


CASO c 2 — 4 mk > 0 (superamortecimento) 

Nesse caso, r\ e r 2 sao raizes reais distintas e 


x = c l e r " + c 2 e T2 ' 


Uma vez que c, m e k sao todas positivas, temos •Jc 2 — 4mk < c, logo, as raizes r\ e r 2 da- 
das pela Equacao 4 devem ser ambas negativas. Isto mostra que x —» 0 quando t —>■ Os gra- 
ficos caracterlsticos de x como l uncao de t estao mostrados na Figura 4. Observe que nao ocor- 
rem oscilaqoes. (E posslvel que a massa a passe para a posiqao de equillbrio uma vez, porem 
apenas uma vez.) Isso porque c 2 > 4 mk significa que ha uma forte forca de amortecimento 
(oleo de alta viscosidade ou graxa) comparada com uma mola fraca ou com uma massa pe- 
quena. 

CASO c 2 — 4 mk = 0 (amortecimento crltico) 

Esse caso corresponde a raizes iguais 


: \ k y = Ae- {cl2m)l 

V 


/ 


— 


\ / v-"" 

\ / ^ 

y x=-Ae^ cl2m) ' 


FIGURA 5 

Subamortecimento 


c 

fi = r 2 = - — 

2 m 

A solucao e dada por 

x = (d + c 2 i)e~ (cl2m)t 

Isto e semelhante ao Caso I, e graficos tlpicos sao mostrados na Figura 4 (Veja o Exerclcio 12.), 
mas o amortecimento e so o suficiente para suprimir as vibragoes. Qualquer decrescimo na vis¬ 
cosidade do fluido gera as vibracdes do caso seguinte. 


CASO I c 2 = 4 mk < 0 (subamortecimento) 

Aqui, as raizes sao complexas: 



onde 

A solucao e dada por 


yj4mk 


2m 


x = e (c/2 " !, '(ci cos cot + c 2 sen cot) 


Vemos que ha oscilacdes amortecidas pelo fator e _<c/ ' 2 "'’'. Uma vez que <: > 0 e m > 0. temos 
—(c/2m) < 0, logo, e -(c / 2m) ' —> 0 quando t —> Isso implica que x —> 0 quando t —> isto 
e, o movimento decai a 0 a medida que o tempo cresce. Um grafico caracterlstico e mostrado 
na Figura 5. 
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EXEMPLO 2 


Suponha que a massa do Exemplo 1 esteja imersa em um fluido com constante 
de amortecimento c = 40. Determine a posigao da massa em qualquer instante t se ele iniciar 
da posigao de equilfbrio e for dado um empurrao para que a velocidade inicial seja de 0,6 m/s. 


S0LUQA0 Do Exemplo 1, a massa e m i = 2 e a constante da mola e k = 128, logo a equagao 
diferencial [3] torna-se 


d 2 x dx 

2—t- + 40 — + 128x = 0 
dt 2 dt 

d 2 x dx 

— r + 20 — + 64x = 0 
dr dt 


A equagao auxiliar e r 2 + 20 r + 64 = (r + 4)(r + 16) = 0 com raizes —4 e —16, logo o 
movimento e superamortecido e a solugao e 

x(t) = cie~ 4 ' + C 2 e~ 16 ' 

Temos que x(0) = 0, logo ci + C 2 = 0. Derivando, obtemos 

x'(t ) = —4cie -4 ' — 16 c 2 e -16 ' 
entao jr'( 0 ) = — 4ci — I 6 C 2 = 0,6 

Uma vez que C 2 = — Ci, isso nos fornece 12ci = 0,6 ou Ci = 0,05. Portanto 

x = 0,05(e -4 ' - e~ 16 ') 


Vibragoes Forgadas 

Suponha que, em adigao a forga restauradora e a forga de amortecimento, o movimento da 
massa presa a mola seja afetado pela forga externa F(t). Entao, a Segunda Lei de Newton for¬ 
nece 


d 2 x 


U A. 

— 7 - = forga restauradora + forga de amortecimento 
dt 2 


+ forga externa 


= —kx — c -F F(t ) 

dt 

Assim, em lugar da equagao homogenea [3], o movimento da massa e agora governado pela 
seguinte equagao diferencial nao homogenea: 


5 


d 2 x dx 

m — 7 - + c - V kx — Fit) 

dt 2 dt y ’ 


O movimento da massa pode ser determinado pelos metodos da Segao 17.2. 

Uma forga externa que ocorre comumente e uma fungao forga periodica 

F(t) = F 0 cos a> 0 t onde co 0 ^ w = y/k/m 

Nesse caso, e na falta de uma forga de amortecimento (c = 0), sera pedido no Exercfcio 9 que 
voce use o metodo dos coeficientes indeterminados para mostrar que 


a 


x(t) = ci cos wt + C 2 sen wt + 


F 0 


m(co 2 — cuo) 


cos (Ogt 


A Figura 6 mostra 0 grafico da fungao 
posigao para 0 movimento superamortecido 
do Exemplo 2. 

0,03 



FIGURA 6 
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Se a>o = a>, entao a frequencia aplicada reforga a frequencia natural e o resultado sao vi- 
bragoes de grande amplitude. Esse e o fenomeno da ressonancia (veja o Exercfcio 10). 


Circuitos Eletricos 


R 



Nas Scenes 9.3 e 9.5 usamos equacoes lineares e separaveis de primeira ordem para analisar 
circuitos eletricos que contem resistor e indutor (veja a Figura 5 na Secao 9.3 e a Figura 4 na 
Secao 9.5) ou um resistor e um capacitor (veja o Exercfcio 29 na Secao 9.5). Agora que sa- 
bemos como resolver equagoes lineares de segunda ordem, estamos em posigao de analisar o 
circuito mostrado na Figura 7, que contem uma fore a eletromotriz E (proporcionada pela pi- 
lha ou gerador), um resistor R, um indutor L e um capacitor C, em serie. Se a carga no capa¬ 
citor no instante t e Q = < 2 ( 0 , entao a corrente e a taxa de variagao de Q em relacao a t: 
I = dQ/dt. Como na Secao 9.5, e sabido da ffsica que as quedas de voltagem no resistor, in¬ 
dutor e capacitor sao dadas por 


FIGURA 7 


RI 



Q 

c 


respectivamente. A lei de voltagem de Kirchhoff diz que a soma destas quedas de voltagem e 
igual a voltagem fornecida: 



Q 

RI + — = 
C 


E(t) 


Uma vez que I = dQ/dt, essa equagao se torna 


m 



dQ 1 

+ R ~* + c Q - m 


que e uma equagao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes. Se a carga 
Qo e a corrente Io forem conhecidas no instante 0, entao temos as condigoes iniciais 

2 ( 0 ) = Qo 2 '( 0 ) = 1(0) = Io 


e o problema de valor inicial pode ser resolvido pelos metodos da Segao 17.2. 

Uma equagao diferencial para a corrente pode ser obtida derivando-se a Equagao 7 em re- 
lagao ate lembrando que I = dQ/dt: 


L 


d 2 I 

dt 2 


dl 1 

+ R — + — I = E\t) 
dt C 


EXEMPL0 3 


Determine a carga e a corrente no instante t no circuito 
R = 40 O, L = 1 H, C = 16 X IO -4 F, E(t) = 100 cos lOf e a carga e a 
forem ambas 0. 


da Figura 7 se 
corrente inicial 


S0LUQA0 Com os valores dados de L, R,C e E(t), a Equagao 7 torna-se 


H 


d 2 Q dQ 

—t- + 40 — + 6252 = 100 cos lOf 
dt 2 dt 


A equagao auxiliar e r 1 + 40 r + 625 = 0 com raizes 


-40 ± V - 900 


-20 ± 15/ 


de modo que a solugao da equagao complementar e 

Q c (t) = e -20 '(ci cos 15r + c 2 sen 15f) 
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Para o metodo dos coeficientes indeterminados, tentamos a solugao particular 

Q,,{t ) = A cos 10r + B sen 10r 

Entao Qp(t) — —10A senior + lOBcoslOr 

Qp(t) = — lOOAcoslOr — 100B senior 
Substituindo na Equagao 8 , temos 

(— 100A cos lOr — 100B sen lOr) + 40(— 10A sen lOr + 10B cos lOr) 

+ 625(Acosl0r + B senior) = lOOcoslOr 
ou (525A + 400B) cos 1 Or + (—400A + 525B) sen lOr = 100 cos lOr 

Igualando os coeficientes, temos 

525A + 400B = 100 21A + 16B = 4 

ou 

-400A + 525B = 0 -16A + 21B = 0 

A solugao deste sistema e A = ^eB = logo, uma solugao particular e 

Q p (t ) = ^(84 cos 10r + 64 sen 10r) 

e a solugao geral e 

Q(t) = Q c (t ) + Q P (t) 

= e _20 '(ci cos 15r + C 2 sen 15r) + ^(21 cos lOr 4- 16 sen 10r) 

Impondo a condigao inicial Q(0) = 0, obtemos 

Q( 0) = Cl + 597 = 0 Cl = — 697 

Para impormos a outra condigao inicial, primeiro vamos derivar para determinar a corrente: 


I = -= e 20 '[(— 20ci + 15c2) cos 15r + (— 15ci — 2 OC 2 ) sen 15r] 

at 

+ ^(—21 sen lOr + 16 cos lOr) 

7(0) = -20ci + 15 c 2 + Wi = 0 c 2 =-^|r 


Assim, a formula para a carga e 


Q(t ) = 


4 

697 



(—63 cos 15r — 116 sen 15r) + (21 cos 1 Or + 16 sen lOr) 


e a expressao para a corrente e 

7(f) = 2.591 [e _20 '(-l 920cos 15r + 13 060senl5r) + 120(—21 sen 10r + 16cosl0r)] 

0BSERVACA0 1 No Exemplo 3 a solugao para Q{t) consiste em duas partes. Uma vez que 
e~ 20r —> 0 quando r —> °° e tanto cos 15r quanto sen 15r sao fungoes limitadas, 

Q c (t ) = 2 tm e _20 '(— 63 cos 15r — 116 sen 15r) —> 0 quando t —» °o 


Logo, para valores grandes de r, 


Q(t ) ~ Q p (t) = ^ 7(21 cos lOr + 16 sen lOr) 
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0,2 



- 0,2 

FIGURA8 


0 

m 


d 2 x 

ht 2 

d 2 Q 


dx 

dt 

dQ 


+ kx = F(t) 


L 2 —h R —-— + — Q — E(f) 


dt 


dt 


e, por essa razao, Q,,(t) e denominada solugao estacionaria. A Figura 8 mostra uma compa- 
ragao entre o grafico de Q nesse caso e a solugao estacionaria. 

0BSERVACA0 2 Comparando as Equagoes 5 e 7, vemos que matematicamente elas sao iden- 
ticas. Isso sugere a analogia dada na tabela a seguir entre situagoes frsicas que, a primeira vista, 
sao muito diferentes. 


Sistema de molas 

Circuito eletrico 


deslocamento 

Q 

carga 

dx/dt 

velocidade 

1 = dQ/dt 

corrente 

m 

massa 

L 

indutancia 

c 

amortecimento constante 

R 

resistencia 

k 

constante da mola 

1/C 

elastancia 

F{t) 

forga externa 

Fit) 

forga eletromotriz 


Podemos tambem transferir outras ideias de uma situagao para outra. Por exemplo, a so- 
lugao estacionaria discutida na Obs. 1 faz sentido no sistema de massa-mola. E o fenomeno 
da ressonancia no sistema de massa-mola pode ser proveitosamente transportado para circui- 
tos eletricos como ressonancia eletrica. 



Exercicios 


1. Uma mola tem comprimento natural 0,75 m e 5 kg de massa. Uma 
forga de 25 N e necessaria para manter a mola esticada ate um 
comprimento de 1 m. Se a mola for esticada para um compri- g5j g 
mento de 1,1 me entao solta com velocidade 0, encontre aposi¬ 
gao da massa apos t segundos. 

2. Uma mola com uma massa de 8 kg presa a ela e mantida esticada 
0,4 m alem de seu comprimento natural por uma forga de 32 N. A 
mola comega em sua posigao de equillbrio com velocidade inicial 
de 1 m/s. Localize a posigao da massa em qualquer momento t. 

3. Uma mola presa a uma massa de 2 kg tem uma constante de amor- 
tecimento 14 e uma forga de 6 N e necessaria para manter a mola 
esticada 0,5 m alem de seu comprimento natural. A mola e esticada 
1 m alem de seu comprimento natural e entao e solta com veloci¬ 
dade 0. Localize a posigao da massa em qualquer momento t. 

4. Uma forga de 13 N e necessaria para manter uma mola presa a 
uma massa de 2 kg esticada 0,25 m alem de seu comprimento na¬ 
tural. A constante de amortecimento da mola e c = 8. 

(a) Se a massa comega na posigao de equillbrio com velocidade 
de 0,5 m/s, encontre a posigao no instante t. 

(b) Faga o grafico da fungao posigao da massa. 

5. Para a mola do Exerclcio 3, determine a massa que produziria 
amortecimento crltico. 

6 . Para a mola do Exerclcio 4, determine a constante de amorteci¬ 
mento que produziria amortecimento crltico. 

7. Uma mola tem massa de 1 kg e a sua constante de mola 6 k =100. 

A mola e liberada em um ponto 0,1 m acima da sua posigao de 
equillbrio. Faga os graficos da fungao posigao para os seguintes 


valores da constante de amortecimento c: 10, 15, 20, 25, 30. Que 
tipo de amortecimento ocorre em cada caso? 

A mola tem uma massa de 1 kg e a sua constante de amorteci¬ 
mento e c = 10. A mola comega a partir da sua posigao de equi¬ 
llbrio a uma velocidade de 1 m/s. Faga os graficos da fungao po¬ 
sigao para os seguintes valores da constante de mola k: 10, 20, 25, 
30, 40. Que tipo de amortecimento ocorre em cada caso? 

9. Suponha que uma mola tenha uma massa m e constante de mola 
k e seja co = *Jk/m . Suponha uma constante de amortecimento 
tao pequena que a forga de amortecimento seja desprezlvel. Se 
uma forga externa F{t) = Fo cos co 0 t for aplicada, onde co 0 ¥= co, 
use o rnetodo dos coeficientes indeterminados para mostrar que 
o movimento da massa e descrito pela Equagao 6. 

10. Como no Exerclcio 9, considere uma mola com uma massa m, 
constante da mola k e constante de amortecimento c = 0, e seja 
co = s[k]m. Se uma forga externa F(t) = F 0 cos cot for aplicada 
(a frequencia aplicada e igual a frequencia natural), use o rnetodo 
dos coeficientes indeterminados para mostrar que o movimento 
da massa e dado por 

x(t) = Ci cos cot + C'i sen cot + F a /Imcot sen cot 

11 . Mostre que se co 0 A co, mas co/co 0 e um numero racional, entao o 
movimento descrito pela Equagao 6 e periodico. 

12 . Considere uma massa presa a uma mola sujeita a uma forga de 
atrito ou de amortecimento. 

(a) No caso de amortecimento crltico, o movimento e dado por 
x = cie" + C 2 te rl . Mostre que o grafico de x cruza o eixo t 
sempre que Ci e C 2 tiverem sinais opostos. 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao dispom'veis em www.stewartcalculus.com 
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(b) No caso de superamortecimento, o movimento e dado por 
x = C\e r '' + Cie r ’ , \ onde r\ > r 2 . Determine uma condigao 
sobre os modulos relativos de Ci e c 2 sob a qual o grafico de 
x cruza o eixo t para um valor positivo de t. 

13. Um circuito em serie consiste em um resistor com R = 20 Q, um 
indutor com L = 1 H, um capacitor com C = 0,002 F, e uma pi- 
lha de 12 V. Se a carga inicial e a corrente forem 0, encontre a 
carga e a corrente no instante t. 

14. Um circuito em serie content um resistor com R = 24 12, um in¬ 
dutor com L = 2 H, um capacitor com C = 0,005 F e uma pilha 
de 12 V. A carga inicial e Q = 0,001 C e a corrente inicial e 0. 
(a) Determine a carga e a corrente no instante t. 

FR (b) Faga o grafico das fungoes carga e corrente. 

15. A pilha no Exercfcio 13 e substitufda por um gerador produzindo 
uma voltagem de E(t) = 12 sen 10/. Determine a carga no ins¬ 
tante t. 

16. A pilha no Exercfcio 14 e substitufda por um gerador produzindo 
uma voltagem de E(t ) = 12 sen lOf. 

(a) Determine a carga no instante t. 
gg (b) Faga o grafico da fungao carga. 

17. Verifique se a solugao para a Equagao 1 pode ser escrita na forma 
x(t) = A cos (cot + 8). 


18. A figura exibe um pendulo com comprimento Leo angulo 6 a 
partir da vertical do pendulo. Pode ser mostrado que 6, como uma 
fungao do tempo, satisfaz a equagao diferencial nao linear 


d~6 g 

—r + — sen 8 = 0 
dt~ L 


onde g e a aceleragao da gravidade. Para valores pequenos de 6 
podemos usar a aproximagao linear sen 8 ~ 6 e entao a equagao 
diferencial se torna linear. 

(a) Determine a equagao do movimento de um pendulo com 
comprimento lmseO e inicialmente 0,2 rad e a velocidade 
angular inicial e dd/dt = 1 rad/s. 

(b) Qual o angulo maximo a partir da vertical? 

(c) Qual o perfodo do pendulo (isto e, o tempo necessario para 
uma oscilagao completa)? 

(d) Quando o pendulo estara pela primeira vez na vertical? 

(e) Qual a velocidade angular do pendulo quando ele esta na 
vertical? 



17.4 


Solugoes em Series 


Muitas equagoes diferenciais nao podem ser resolvidas explicitamente em termos de combi- 
nacoes finitas de fungoes usuais simples. Isso e verdade mesmo para uma equagao com apa- 
rencia bem simples, como 


m 


y" — 2 xy' + y = 0 


Todavia, e importante poder resolver equagoes como a que foi dada acima, pois elas surgem 
de problemas ffsicos, especialmente em conexao com a equagao de Schrodinger na mecanica 
quantica. Em tais casos, vamos usar o metodo das series de potencia, isto e, procuraremos por 
uma solugao da forma 

y = f{x) = ^ Cnx n = Co + c\X + C2X 2 + C3X 3 + • • • 

n=o 

O metodo e substituir essa expressao na equagao diferencial e determinar os valores dos 
coeficientes Co, Ci, c 2 ,... . Essa tecnica assemelha-se ao metodo dos coeficientes indetermi- 
nados, discutido na Segao 17.2. 

Antes de usarmos as series de potencias para resolver a Equagao 1, ilustraremos o metodo 
com uma equagao mais simples, y" + y = 0, no Exemplo 1. Realmente ja sabemos como re¬ 
solver essa equagao pelas tecnicas da Segao 17.1, contudo e mais facil entender o metodo das 
series de potencias quando ele e aplicado a essa equagao mais simples. 


EXEMPLO 1 


Use series de potencias para resolver a equagao y" + y = 0. 


0LUCA0 Vamos supor que haja uma solugao da forma 


y = c 0 + C]_x + c 2 x 2 + C 3 X 3 + • ■ ■ = 2 c„x" 

n=o 


2 







1040 


CALCULO 


Escrevendo os primeiros termos de [T], 
voce vera que sao iguais a [T|. Para 
obtermos [T], substitufmos n por n + 2 e 
comegamos a somatoria em 0 em vez de 2 


Podemos derivar a serie de potencias termo a termo. Assim 

y' = Ci + 2c 2 x + 3c 3 x 2 + ■ • • = 2 nc n x"~ l 

n= 1 

T] y" = 2c 2 + 2 ■ 3 c 3 x + ■ ■ ■ = 2 n ( n ~ 1 )c„x“~ 2 

n=2 

A fim de compararmos as expressoes dey e y" mais facilmente, reescrevemos y" como segue: 
|~4~| y" = 2 (« + 2)(« + 1 )c„+ 2 x" 

n =0 

Substituindo as expressoes nas Equacdes 2 e 4 na equacao diferencial, obtemos 
2 (n + 2){n + 1 )c n + 2 x n + 2 c„x n = 0 

n =0 n—0 

OU 

~5~| 2 [(« + 2)(« + l)c„ +2 + c„]x" = 0 

n =0 

Se duas series de potencias sao iguais, entao os coeficientes correspondentes devem ser 
iguais. Portanto, os coeficientes de x n da Equacao 5 devem ser 0: 


(n + 2 )(n + l)c „ +2 + c„ = 0 


H 


C„+2 — 


(n + 1)(m + 2) 


n = 0, 1, 2, 3,... 


A Equa 5 ao 6 e chamada relagao de recorrencia. Se Co e ci forem conhecidos, essa equa- 
cao nos permite dcterminar os coeficientes restantes recursivamente, usando n = 0, 1, 2, 3,... 
em sucessao. 


Co 


1 • 2 

Cl 

2 • 3 


Usando n = 0: c 2 = — 

Usando n =1: C 3 = — ■ 

Usando n = 2: C 4 = — ■ 

Usando n = 3: C 5 = — 

Usando n = 4: = — ■ 

Usando n = 5: c 2 = — ■ 

Agora, ja percebemos o seguinte padrao: 

Para os coeficientes pares, c 2 „ = (— 1)" 


C 2 


Co 


Co 

3 • 4 

1 

• 2 • 3 • 

4 

4! 

c 3 


Cl 


Cl 

4 • 5 

2 

• 3 • 4 • 

5 

5! 

c 4 


Co 


Co 

5 • 6 


415-6 


6 ! 

C 5 


Cl 


Cl 

6 • 7 


5! 6 • 7 


7! 


Co 


(2m)! 


Para os coeficientes l'mpares, C' 2,,+1 = (—1)" 


Cl 


(2 n + 1 )! 


Colocando esses valores na Equacao 2, escrevemos a soluqao como 
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y = Co + c iX + C 2 X 2 + C 3 X 3 + C 4 X 4 + C 5 X 5 + • • • 


— Col 1-1-F • • • + (—1)" -—-— 

' 2! 4! 6 ! (2 ri)\ 


+ • • 


r 3 5 7 2n+\ 

+ Ci ( X-h - h • ■ ' + (—1)" —-;— 

1 3! 5! 7! (In + 1)! 

“ r 2 n » r 2n+l 

= Co S (- 1 )" 7^7 + C! 2 (- 1 )" n, 

n=o ( 2 n)! «=o ( 2 n + 1 )! 


Observe que ha duas constantes arbitrarias, Co e ci. 

OBSERVAQAO 1 Reconhecemos as series obtidas no Exemplo 1 como as series de Maclau- 
rin para cos x e sen x. (Veja as Equagoes 1E 10.16 e 11.10.15.) Portanto, podemos escrever a 
solucao como 

y(x) = Co cos x + Ci senx 

Entretanto, em geral nao somos capazes de expressar solucoes das equagoes diferenciais em 
series de potencias em termos de fundoes conhecidas. 

Resolva y" — 2xy' + y = 0. 

S0LUQA0 Vamos supor que haja uma solucao da forma 


y 


= ^ Cn x n 


Entao 


y 


’ = 2 nc n x" 1 


e y" = 2 n(n - 1 )c„x" 2 = 2 (« + 2 )(n + l)c„+ 2 x" 

n =2 n =0 

como no Exemplo 1. Substituindo na equacao diferencial, obtemos 

2 (n + 2 )(n + l)c„+ 2 x" — 2x 2 nc„x"~ l + 2 c„x" = 0 

11=0 n=l n=0 

2 (n + 2)(w + l)c„ +2 x" — 2 2 nc n x" + 2 c„x" = 0 


2 [(« + 2 )(n + l)c „+ 2 - ( 2 n — l)c„]x" = 0 

n=0 

Essa cquacao estara satisfeita se o coeficiente de x" for 0: 

(n + 2 )(n + l)c „ +2 - ( 2 n - l)c„ = 0 
2 n - 1 


0 


Cn+2 — 


c„ n = 0,1, 2, 3,... 


(« + l)(n + 2 ) 

Resolvemos essa rela§ao de recursao usando n = 0, 1, 2, 3,... sucessivamente na Equagao 7: 


Usando « = 0 : c 2 = 


-1 
1 • 2 

1 

2 • 3 


Co 


Cl 


, 2 nc„x" = 2 2 nCnX n 

1 H=0 


Usando n = 1: 


c 3 = 
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Usando n = 2 : C 4 =-C 2 = 

3-4 


Usando « = 3: C 5 =-C 3 = 


Usando n = 4: C 6 =-C 4 = 

5 • 6 


9 

Usando n = 5: Ci =-C 5 = 

6 • 7 

11 

Usando n = 6: eg =-c 6 = 

7-8 


13 

Usando n = 1: eg =-C 7 = 

8-9 


1 • 2 • 

3 - 4 ' 

1 • 5 


2-3-4 

• 5 M 

3 • 7 


4! 5 • 1 

6 Lu 

1-5-9 


5! 6 • 7 

Cl 

3 • 7 • 

11 

8 ! 

Co 

1-5-9 

• 13 


c° - 4! Co 


1 • 5 

5! 


3 • 7 
6 ! 


■Co 


7! 


■Ci 


9! 


Em geral, os coeficientes pares sao dados por 

3 • 7 • 11 • 


C2n 


(An - 5) 


( 2 n)! 


■ Co 


e os coeficientes fmpares sao dados por 

1-5-9 


C2n+1 — 


(An - 3) 


(2 n + 1 )! 


Ci 


A soluqao e 


y = co + cix 4- C2X~ + C 3 X 3 + C 4 X 4 + • ■ • 

, , 1 , 3 , 3-7 , 3-7-11 . 

= Col 1- X --x 4 - X 6 - X s — 

' 2! 4! 6 ! 8 ! 


1 , 1-5 , 1-5-9 , 1-5-9-13 


+ Ci I X 4-x H-x + 


3! 


5! 


7! 


-x' + 


9! 


-x y + • ■ • 


ou 


2! „=2 (2«)! 


+ Ci x + 2 


1-5-9 


(4« - 3) 


(2 n + 1 )! 


OBSERVACAO2 No Exemplo 2, supusemos que a equactio diferencial tivesse uma solucao 
em serie. Mas agora podemos verificar diretamente que a fun quo dada pela Equaqao 8 e de fato 
uma solucao. 

0BSERVA£A03 Ao contrario da situaqao do Exemplo 1, as series de potencias que surgem 
na soluqao do Exemplo 2 nao definem funcdes elementares. As funcdes 


2 ! n =2 (2n)\ 


y 2 (x) = x + 2 


1-5-9 


(An - 3) 


(2 n + 1 )! 
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sao perfeitamente boas, entretanto nao podem ser expressas em termos de fungoes familiares. 
Podemos usar essas expressoes em serie de potencia de yi e y 2 para calcular os valores aproxi- 
mados das fungoes e ate mesmo seus graficos. A Figura 1 mostra as primeiras somas parciais 
To, T 2 , 7 4 , ... (polinomios de Taylor) parayi(y), e vemos como eles convergem para vi. Dessa 
maneira, podemos fazer ambos os graficos de y i e y 2 na Figura 2. 

OBSERVAQAO4 Se nos pedirem para resolver o problema de valor inicial 
y" - 2xy' + y = 0 y(0) = 0 y'(0) = 1 



-8 

FIGURA 1 


devemos observar, do Teorema 11.10.5, que 


c 0 = y(0) = 0 ci = y'(0) = 1 


Isso simplificaria os calculos no Exemplo 2, uma vez que todos os coeficientes pares seriam 
0. A solugao para o problema de valor inicial e 


y(x) = x + 2 

n=i 


1-5-9 


(An - 3) 


(2 n + 1)! 



-15 


FIGURA 2 



Exercicios 


1 1 Use series de potencias para resolver a equagao i 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 

10 . 
11 . 


-y = 0 


2 . 


2 

= x y 


y =xy 

(x - 3 )y' + 2y = 0 
y" + xy' + y = 0 6. y" = y 

(x — l)y" + y' = 0 8. y" = xy 

y" - xy' - y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0 
y" + x 1 2 3 y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0 

y" + x 2 y' + xy = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 


12. A solugao do problema de valor inicial 

x 2 y" + xy' + x 2 y = 0 y(0) = 1 y'(0) = 0 

e chamada fungao de Bessel de ordem 0. 

(a) Resolva o problema de valor inicial para determinar uma ex- 
pansao em serie de potencias da fungao de Bessel. 

(b) Faga o grafico de varios polinomios de Taylor ate atingir um 
que parega uma boa aproximagao para a fungao de Bessel no 
intervalo [ — 5, 5]. 


E necessario usar uma calculadora grafica ou computador 


1. As Homework Hints estao dispomveis em www.stewartcalculus.com 
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Revisao 


Verificacao de Conceitos 


1. (a) Escreva a forma geral de uma equagao diferencial linear de se- 

gunda ordem com coeficientes constantes. 

(b) Escreva a equagao auxiliar. 

(c) Como voce usaria as raizes da equagao auxiliar para resolver 
a equagao diferencial? Escreva a forma da solugao para cada 
um dos tres casos que podem ocorrer. 

2. (a) O que e um problema de valor inicial para uma equagao dife¬ 

rencial de segunda ordem? 

(b) O que e o problema de contomo para tal equagao? 

3. (a) Escreva a forma geral de uma equagao diferencial linear de se¬ 

gunda ordem nao homogenea com coeficientes constantes. 


(b) O que e a equagao complementar? Como ela pode ajudar a re¬ 
solver a equagao diferencial original? 

(c) Explique o funcionamento do metodo dos coeficientes inde- 
terminados. 

(d) Explique o funcionamento do metodo da variagao dos para- 
metros. 

4. Discuta duas aplicagoes das equagoes diferenciais lineares de se¬ 
gunda ordem. 

5. Como voce usaria as series de potencia para resolver uma equa¬ 
gao diferencial? 
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Testes Verdadeiro-Falso 

Determine se a afirmagao e falsa ou verdadeira. Se forverdadeira, explique 
por que. Caso contrario, explique por que ou de um exemplo que mostre que 
e falsa. 

1. Se Vi e y 2 forem solugoes de y" + y = 0, entao y\ + y 2 tambem 
e uma solugao da equagao. 

2. Se yi e y 2 forem solugoes de y" + 6y' + 5y = x, entao 
Ciyi + c 2 y 2 tambem e uma solugao da equagao. 


3. A solugao geral de y" — y = 0 pode ser escrita corno 

y = ci cosh x + c 2 senh x 

4. A equagao y" — y = e x tem uma solugao particular da forma 

y p = Ae x 


Exercicios 


1-10 Resolva a equagao diferencial. 


1. 4y" - y = 0 

2. y" - 2y' + lOy = 0 

3. v" + 3y = 0 

4. 4y" + 4y' +y = 0 


5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 


d 2 y 

dx 2 

d 2 y 

dx 2 

d 2 y 

dx 2 

d 2 y 

dx 2 

d 2 y 

dx 2 

d 2 y 

dx 2 


4 — 
dx 

d^_ 

dx 



+ 5y = e 2x 
2y = x 2 
+ y = x cos x 


+ 4y = sen 2 jc 



1 + e~ 2x 


+ y = cossecjc, 0 < x < 77/2 


17. Use series de potencias para resolver o problema de valor inicial. 

y" + xy' + y = 0 y(0) = 0 y'(0) = 1 

18. Use a serie de potencia para resolver a equagao 

y" - xy' - 2y = 0 

19. Um circuito em serie content um resistor com R = 40 O, um in- 
dutor com L = 2 H, um capacitor com C = 0,0025 F, e uma pi- 
lha de 12 V. A carga inicial e Q = 0,01 C e a corrente inicial e 0. 
Encontre a carga no instante t. 

20. Uma mola com uma massa de 2 kg presa a ela tem uma constante 
de amortecimento 16 e uma forga de 12,8 N mantem a mola es- 
ticada 0,2 m alem de seu comprimento original. Determine a po- 
sigao da massa no instante t se ela iniciar na posigao de equilfbrio 
com velocidade de 2,4 m/s. 

21 . Suponha que a Terra seja uma esfera solida de densidade uniforme 
com massa M e raio R = 6 370 km. Para uma partfcula de massa 
m a uma distancia r a partir do centro da Terra, a forga gravita- 
cional que atrai a partfcula para o centro e 

— GM r m 


11-1 Resolva o problema de valor inicial. 

11. y" + 6/ = 0, y(l) = 3, /(l) = 12 

12. y" - 6/ + 25 y = 0, y{0) = 2, /(0) = 1 

13. y" - 5/ + 4y = 0, y(0) = 0, /(0) = 1 

14. 9y" + y = ?>x + e~ x , y(0) = 1, y'(0) = 2 


15-16 Resolva o problema de contomo, se possfvel. 

15. y" + 4/+ 29y = 0, y(0) = 1, _y ( 77 -) = — 1 

16. y" + 4/+ 29y = 0, y(0) = 1, y(ir) = -e^ 


onde G e a constante gravitacional e M r e a massa de Terra den- 

tro de uma esfera de raio r. 

—GMm 

(a) Mostre que F r = -3 — r. 

R~ 

(b) Suponha que um buraco seja perfurado na Terra ao longo de 
um diametro. Mostre que, se uma partfcula de massa m cair a 
partir do repouso da superffcie para dentro do buraco, entao 
a distancia y = y(t) da partfcula a partir do centro da Terra no 
instante t e dada por 

y"(t) = -k 2 y{t) 
onde k 2 = GM/R 3 = g/R. 

(c) Conclua, a partir da parte (b), que a partfcula esta submetida 
a um movimento harmonico simples. Encontre o perfodo T. 

(d) Com que velocidade a partfcula passa pelo centro da Terra? 
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CALCULO 


Numeros, Desigualdades e Valores Absolutos 

O calculo baseia-se no sistema de numeros reais. Comegamos com os inteiros: 

-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ... 

Entao, construrmos os numeros racionais, que sao as razoes de inteiros. Assim, qualquer nu- 
mero racional r pode ser expresso como 

m 

r = — onde m e n sao inteiros e/i # 0 
n 


Os exemplos sao 


46 = 


0,17 


17 

100 


(Lembre-se de que a divisao 0 sempre e descartada, portanto expressoes como ( - e [| sao inde- 
finidas.) Alguns numeros reais, como s/2, nao podem ser expressos como a razao de nume¬ 
ros inteiros e sao, portanto, chamados numeros irracionais. Pode ser mostrado, com variado 
grau de dificuldade, que os numeros a seguir sao irracionais: 

y/J t/ 5 y/2 7 t sen 1° logio 2 


O conjunto de todos os numeros reais e geralmente denotado pelo sfmbolo R. Quando usar- 
mos a palavra numero sem qualificativo, estaremos nos referindo a um “numero real”. 

Todo numero tern uma representagao decimal. Se o numero for racional, entao a drzima 
correspondente e repetida indefinidamente (periodica). Por exemplo, 

\ = 0,5000 ... = 0,50 | = 0,66666 ... = 0,6 

4,5 = 0,317171717 ... = 0,317 * = 1,285714285714 ... = 1,285714 


(A barra indica que a sequencia de dfgitos se repete indefinidamente.) Caso contrario, se o nu¬ 
mero for irracional, a drzima nao sera repetitiva: 

V2 = 1,414213562373095 ... tt = 3,141592653589793 ... 

Ao pararmos a expansao decimal de qualquer numero em uma certa casa decimal, obtemos 
uma aproximagao dele. Por exemplo, podemos escrever 

77 « 3,14159265 

onde o sfmbolo ~ deve ser lido como “e aproximadamente igual a”. Quanto mais casas deci¬ 
mals forem mantidas, melhor sera a aproximagao obtida. 

Os numeros reais podem ser representados por pontos sobre uma reta, como na Figura 1. 
A diregao positiva (a direita) e indicada por uma flecha. Escolhemos um ponto de referenda 
arbitrario, O, denominado origem, que corresponde ao numero real 0. Dada qualquer unidade 
conveniente de medida, cada numero positivo x e representado pelo ponto da reta que esta a 
x unidades de distancia, a direita, da origem e cada numero negativo — x e representado pelo 
ponto sobre a reta que esta a x unidades de distancia, a esquerda, da origem. Assim, todo nu¬ 
mero real e representado por um ponto sobre a reta, e todo ponto P sobre a reta corresponde 
a um unico numero real. O numero real associado ao ponto P e chamado coordenada de P, 
e a reta e dita entao reta coordenada, ou reta dos numeros reais, ou simplesmente reta real. 
Frequentemente, identificamos o ponto com sua coordenada e pensamos em um numero como 
um ponto na reta real. 


- 2,63 “ f 
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APENDICES 


A3 


Os numeros reais sao ordenados. Dizemos que a e menor que b e escrevemos a < b se 
b — a for um numero positivo. Geometricamente, isso significa que a esta a esquerda de b so- 
bre a reta real. (De maneira equivalente, dizemos que b e maior que a e escrevemos b > a.) 
O sfmbolo a =£ b (ou h 3= a) significa que a < b ou a = b c deve ser lido como '‘a e menor 
ou igual a b”. Por exemplo, sao verdadeiras as seguintes desigualdades: 

7 < 7,4 < 7,5 -3 > —7r -J2 < 2 ^2 « 2 2 « 2 

A seguir, vamos precisar usar a notagao de conjunto. Um conjunto e uma colegao de ob- 
jetos, chamados elementos do conjunto. Se S for um conjunto, a notagao a E S significa que 
a e um elemento d e S, e a (£ S significa que a nao e um elemento de S. Por exemplo, se Z re- 
presenta o conjunto dos inteiros, entao — 3 E Z, mas 7r (£ Z. Se S e T forem conjuntos, entao 
sua uniao, S U T, e o conjunto que consiste em todos os elementos que estao em S ou T (ou 
ambos, S e T). A intersecgao de S e 7' e o conjunto S D T consistindo em todos os elementos 
que estao em S e em /'. Em outras palavras, S D T 6 a parte comum de S e T. O conjunto va- 
zio, denotado por 0, e o conjunto que nao contem nenhum elemento. 

Alguns conjuntos podem ser descritos listando-se seus elementos entre chaves. Por exem¬ 
plo, o conjunto A consistindo em todos os inteiros positivos menores que 7 pode ser escrito 
como 


A = {1,2, 3, 4, 5, 6} 

Podemos tambem descrever A na notagao construtiva de conjuntos como 

A = { x\x6 um inteiro e 0 < x < 7} 

que deve ser lido “A e o conjunto dos x tal que x e um inteiro e 0 < x < 7”. 


Intervalos 


Certos conjuntos de numeros reais, denominados intervalos, ocorrem frequentemente no cal- 
culo e correspondem geometricamente a segmentos de reta. Por exemplo, se a < lx o inter- 
valo aberto de a ate b consiste em todos os numeros entre a e b e e denotado pelo sfmbolo 
(a, b). Usando a notagao construtiva de conjuntos, podemos escrever 

(a, b) = {x | a < x < b} 

Observe que as extremidades dointervalo, istoe,ae b, estaoexclufdas. Issoe indicadopelos 
parenteses () e pelas bolinhas vazias na Figura 2. O intervalo fechado de a ate b e o conjunto 


a b 

FIGURA 2 

Intervalo aberto (a, h) 


[a, b] = {x | a x =£ b} 

Aqui, as extremidades do intervalo estao inclufdas. Isso e indicado pelos colchetes [ ] e pelas 
bolinhas cheias na Figura 3. Tambem e possfvel incluir somente uma extremidade em um in¬ 
tervalo, conforme mostrado na Tabela 1. 


a b 

FIGURA 3 

Intervalo fechado [a, b\ 


|~T~| Tabela de Intervalos 


Notagao 

Descrigao do conjunto 

Ilustragao 

(a, b) 

[a, b] 

[a, b) 

(a, b] 

(a, °°) 

[a, 00 ) 

b) 

(—°°, b\ 

(— oo ? oo) 

{x | a < x < b} 

{x | a =S x =£ b} 

{x | a x < b} 

{x\ a < x =£ b} 

{x\x > a} 

{x | x 3= a} 

{x\x < b} 

{x | jc =£ b} 

R (conjunto dos numeros reais) 


a h 

a h 

a b 

a b 

a 

a 

b 

b 



A Tabela 1 da uma lista dos nove tipos 
possfveis de intervalos. Em todos os casos, 
sempre presumimos que a < b. 


















E necessario tambem considerar intervalos infmitos, como 


(a, °°) = {x | x> a} 

Isso nao significa que co (“infinito”) seja um numero. A notagao ( a , 0°) representa o conjunto 
de todos os numeros maiores que a\ dessa forma, o sfmbolo °° indica que o intervalo se estende 
indefinidamente na direcao positiva. 


Desigualdades 


Quando trabalhar com desigualdades, observe as seguintes regras: 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 


Regras 

Se a < 
Se a < 
Se a < 
Se a < 
SeO < 


para Desigualdades 

b, entao a + c < b + c. 
b e c < d, entao a + c < b + d. 
b e c > 0, entao ac < be. 
b e c < 0, entao ac > be. 
a < b, entao 1 /a > 1/ b. 


A Regra 1 diz que podemos adicionar qualquer numero a ambos os lados de uma desi- 
gualdade e a Regra 2 diz que duas desigualdades podem ser adicionadas. Porem, devemos ter 
cuidado com a multiplicacao. A Regra 3 diz que podemos multiplicar ambos os lados de uma 
desigualdade por um numero positivo, mas a Regra 4 diz que se multiplicarmos ambos os la- 
@ dos de uma desigualdade por um numero negativo, entao inverteremos o sentido da desigual¬ 
dade. Por exemplo, se tomarmos a desigualdade 3 < 5 e multiplicar por 2, obtemos 6 < 10, 
mas se multiplicarmos por —2, obtemos —6 > —10. Por fim, a Regra 5 diz que se tomarmos 
recfprocos, entao inverteremos o sentido de uma desigualdade (desde que os numeros sejam 
positivos). 


EXEMPLO 1 


Resolva a inequa 5 ao 1 + x < lx + 5. 


SOLUCAO A desigualdade dada e satisfeita por alguns valores de x, mas nao por outros. 
Resolver uma incquacao significa determinar o conjunto dos numeros x para os quais a desi¬ 
gualdade e verdadeira. Isto e conhecido como conjunto solugao. 

Primeiro, subtraimos 1 de cada lado da desigualdade (usando a Regra 1 com c = — 1): 


x < lx + 4 


Entao subtraimos lx de ambos os lados (Regra 1 com c = — lx): 

-6x < 4 

Vamos dividir agora ambos os lados por —6 (Regra 4 com c = — g): 

^4 2 

* > “fi = “I 


Esses passos podem ser todos invertidos; dessa forma, o conjunto solugao consiste em todos os 
numeros maiores que — f. Em outras palavras, a solugao da inequacao e o intervalo (— §, °°). 


EXEMPLO 2 


Resol va as inequacoes 4 3x — 2 < 13. 

SOLUQAO Aqui o conjunto solugao consiste em todos os valores de x que satisfazem a ambas 


as desigualdades. Usando as regras dadas em 
equivalentes: 


2 , vemos que as seguintes desigualdades sao 
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4 < 3x - 2 < 13 
6 ' 3x <15 


2 =£ x < 5 

Portanto, o conjunto solugao e [2, 5). 


(divida por 3) 


EXEMPLO 3 


Resolva a inequagao x 2 — 5x + 6 =£ 0. 
S0LUQA0 Primeiro vamos fatorar o lado esquerdo: 


(x - 2)(x - 3) < 0 

Sabemos que a equagao correspondente {x — 2)(x — 3) = 0 tem as solugoes 2 e 3. Os nu- 
meros 2 e 3 dividem o eixo real em tres intervalos: 


(-00, 2) (2, 3) (3, oo) 


Em cada um desses intervalos, determinamos os sinais dos fatores. Por exemplo, 
x E (—°°, 2) => x <2 => x — 2 < 0 

Vamos entao registrar esses sinais na seguinte tabela: 


0 metodo visual de resolver o Exemplo 3 e 
usar uma ferramenta grafica para esbogar a 
parabola y = x 2 - 5x + 6 (como na 
Figura 4) e observar que a curva esta sobre 
ou abaixo do eixo x quando 2 =£ * < 3. 


Intervalo 

x — 2 

x — 3 

(x — 2)(x — 3) 

x < 2 

- 

- 

+ 

2 < x < 3 

+ 

- 

- 

x > 3 

+ 

+ 

+ 


Outro metodo para obter a informagao da tabela e usar valores-teste, Por exemplo, se usar- 
mos o valor-teste x = 1 para o intervalo (—2), entao, substituindo em x 2 — 5x + 6, obte- 
remos 


l 2 - 5(1) + 6 = 2 



O polinomio x 2 — 5x + 6 nao muda de sinal dentro de cada um dos tres intervalos; logo, con- FIGURA 4 
clufmos que e positivo em (—oo, 2). 

Entao, vemos a partir da tabela que (x — 2)(x — 3) e negativo quando 2 < x < 3. Assim, 
a solugao da inequagao (x — 2)(x — 3) < 0 c 

- 1 - 

{x | 2 < x < 3} = [2, 3], 0 

Observe que incluimos as extremidades 2 e 3, pois estavamos procurando os valores de x FIGURA 5 
tais que o produto fosse negativo ou zero. A solugao esta ilustrada na Figura 5. 


EXEMPLO 4 


Resolva x 3 + 3x 2 > 4x. 


SOLUCAO Primeiro deixamos todos os termos nao nulos de um lado do sinal de desigualdade 
e entao fatoramos a expressao resultante: 


x 3 + 3x 2 — 4x >0 ou x(x — l)(x + 4) > 0 

Como no Exemplo 3, resolvemos a equagao correspondente x(x — l)(x + 4) = 0 e usamos 
as solugoes x = —4, x = 0 e x = 1 para dividir a reta real nos quatro intervalos (—°°, —4), 
(—4, 0), (0, 1) e (1, oo). Em cada intervalo o produto mantem um sinal constante, conforme 
mostra a tabela: 


Intervalo 


X - 1 

x + 4 

x(x — l)(x + 4) 

x < -4 

- 

- 

- 

- 

-4 < x < 0 

- 

- 

+ 

+ 

0 < x < 1 

+ 

- 

+ 

- 

x > 1 

+ 

+ 

+ 

+ 
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-4 

FIGURA 6 


0 1 


Vemos a partir da tabela que o conjunto solugao e 

{x | —4 < x < 0 ou jc > 1} = (—4, 0) U (1, °°) 

A solugao esta ilustrada na Figura 6. 

Valor Absoluto 

O valor absoluto de um numero a, denotado por | a \, e a distancia de a ate 0 na reta real. Como 
distancias sao sempre positivas ou nulas, temos 



Por exemplo, 

| a | 3= 0 para todo numero a. 


3=3 | —3 | = 3 

Em geral, temos 

1 

II 

1 

o 

II 

o 

Lembre-se de que se a for negativo, entao 

3 

| a | = a se a 3= 0 

-a sera positivo. 


| a | = — a se a < 0 


EXEMPLO 5 


Expresse | 3x — 2 | sem usar o sfmbolo de valor absoluto. 


S0LUQA0 


3x - 2 = 


3x - 2 
~{3x - 2) 


se 3x — 2 5® 0 
se 3x — 2 < 0 


3x 
2 - 


- 2 

3x 


se x ? 
se x < 


Lembre-se de que o sfmbolo yj~ significa “raiz quadrada positiva de”. Entao y[r = s sig- 
nifica j 2 = res & 0. Portanto, a equagao sjuO = a nao e sempre verdadeira. So e verdadeira 
quando a & 0. Se a < 0, entao —a > 0, portanto obtemos yfaP- = —a. Em vista de 
mos entao a equagao 


te¬ 


rn 


a A = a 


que e verdadeira para todos os valores de a. 

As sugestoes para as demonstragoes das propriedades a seguir serao dadas nos exercfcios. 



5 

Propriedades dos Valores Absolutos Suponhamos que ae b sejam numeros reais 

quaisquer e n um inteiro. Entao 


1 . 

ab | = | a 11 b \ 2. 

a 

~b 

= (b ^ 0) 3. \a"\ = \a\" 

b 


Para resolver as equagoes e as inequagoes envolvendo valores absolutos, e frequentemente 
muito util usar as seguintes afirmagoes. 


|~6~| Suponha a > 0. Entao 


4. | x | = a se e somente se 

x = ±a 

5. | x | < a se e somente se 

—a < x < a 

6. | x | > a se e somente se 

x > a ou x < —a 
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Por exemplo, a desigualdade x | < a diz que a distancia dex a origem e menor que a, e voce 
pode ver a partir da Figura 7 que isso e verdadeiro se e somente se x estiver entre — a e a. 

Se a e b forem numeros reais quaisquer, entao a distancia entre a e b e o valor absolute da 
diferenga, isto e, \a — b\, que tambem e igual a | b — a |. (Veja a Figura 8.) 


EXEMPLO 6 


Resolva 2x — 5 I = 3. 


UQAO Pela Propriedade 4 de |_6_|, | 2x — 5 | =36 equivalente a 
2x — 5 = 3 ou 2x — 5 = — 3 


Logo, 2x = 8 ou 2x = 2. Assim, x = 4 ou x = 1. 


a a 



- 1 - 


—a x 

0 

a 

V-\* 



FIGURA 7 



i*- 

1 a b\ 


b 

a 

\n h\ 



\a o | 



a b 


EXEMPLO 7 


SOLUQAO 1 


Resolva | x — 5 | <2. 
Pela Propriedade 5 de 


5 | < 2 e equivalente a 


—2 < x — 5 < 2 


FIGURA 8 

Comprimento de um segmento de 
reta =\a — b\ 


Assim, adicionando 5 a cada lado, temos 


3 < x < 7 


e o conjunto solugao e o intervalo (3, 7). 

SOLUQAO 2 Geometricamente, o conjunto solugao consiste em todos os numeros x cuja dis¬ 
tancia de 5 e menor que 2. Pela Figura 9, vemos que este e o intervalo (3,7). 


- 2 - - 2 - 

—i- o - 1 -1- t - > 

3 5 7 

FIGURA 9 


EXEMPLO 8 


Resolva 


3x + 2 5* 4. 


OLUQAO Pelas Propriedades 4 e 6 de 6 , | 3x + 2 


&4e equivalente a 


3x + 2 3s 4 ou 3x + 2 =£ -4 


No primeiro caso 3x 3® 2, o que resulta em x 3= |. No segundo caso 3x — 6, o que resulta 
em x =£ — 2. Logo, o conjunto solucao e 


ou x 


} = (-00, -2] U [f, oo) 


Outra propriedade importante do valor absoluto, denominada Desigualdade Triangular, e 
frequentemente usada nao apenas no calculo, mas em geral em toda a matematica. 


|~7] A Desigualdade Triangular Se a e b forem quaisquer numeros reais, entao 

|a + fe|^|a| + |fe| 


Observe que se os numeros a eb forem ambos positivos ounegativos, entao os dois lados 
na Desigualdade Triangular serao realmente iguais. Mas se a e b tiverem sinais opostos, o lado 
esquerdo envolve uma subtragao, ao passo que o lado direito, nao. Isso faz com que a Desi¬ 
gualdade Triangular pareca razoavel, mas podemos demonstra-la da forma a seguir. 

Observe que 

— | a | =£ a ^ | a \ 

6 sempre verdadeira, pois a 6 igual a | a \ ou — | a \ . A afirmagao correspondente a be 

~\b \ b \ b\ 

Somando-se essas desigualdades, obtemos 

— (| a | + |7>|)sSa + Z?^|a| + \ b\ 
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Se aplicarmos agora as Propriedades 4 e 5 (com x substitufdo por a + b e a por a + \ b |), 
obteremos 

I a + b I =£ I a I + \ b\ 


que e o que queriamos mostrar. 


EXEMPLO 9 


I (x + y) 


Se 

11 I. 


4 | < 0,1 e | _y — 7 | < 0,2, use a Desigualdade Triangular para estimar 


S0LUQA0 A fim de usarmos a informacao fornecida, utilizamos a Desigualdade Triangular 
com a=X'~Aeb=y — 7: 


(* + ?) - 11| = |(jc- 4) + (y -7) 
=£ \x - 4| + |y - 7| 
< 0,1 + 0,2 = 0,3 


Logo, 


| (x + y) — 111 <0,3 



Exercicios 


1-12 Reescreva a expressao sem usar o sfmbolo de valor absoluto. 


1. 

|5 — 23 | 

2. 

/5 | - ] - 

23 | 

3. 

1 -^l 

4. 

| 7T- 2j 


5. 

| x/5 — 5 | 

6. 

11-21- 

-3 || 

7. 

| x — 2 | se x < 2 

8 . 

|x - 2 | 

se x > 2 

9. 

x + 1 

10. 

1 2x - 1| 


11. 

|x 2 +l| 

12. 

| 1 - 2x 2 



13-1 Resol va a inequa^ao em termos de intervalos e represente o con- 
junto solu§ao na reta real. 


13. 2x + 7 > 3 

15. 1 - x =S 2 

17. 2x + 1 < 5x — 8 

19. -1 < 2x - 5 < 7 

21. 0 =s 1 - x < 1 

23. 4x < 2x + 1 =£ 3x + 2 

25. (x - l)(x - 2) > 0 

27. 2x 2 + x =£ 1 

29. x 1 + x + 1 > 0 

31. x 2 < 3 


14. 3x - 11 < 4 

16. 4 - 3x 2® 6 

18. 1 + 5x > 5 — 3x 

20. 1 < 3x + 4 =s 16 

22. —5 =S 3 — 2x =s 9 

24. 2x — 3 < x + 4 < 3x — 2 

26. (2x + 3)(x - 1) =S 0 

28. x 2 < 2x + 8 

30. x 2 + x > 1 

32. x 2 2® 5 


sius e F e a temperatura em graus Fahrenheit. Qual e o intervalo 
sobre a escala Celsius correspondente a temperatura no intervalo 
50 < F < 95? 

40. Use a rela^ao entre C e F dada no Exerclcio 39 para determinar 
o intervalo na escala Fahrenheit correspondente a temperatura no 
intervalo 20 =£ C < 30. 

41. A medida que sobe, o ar seco se expande, e ao fazer isso se res- 
fria a uma taxa de cerca de 1 °C para cada 100 m de subida, ate 
cerca de 12 km. 

(a) Se a temperatura do solo for de 20 °C, escreva uma formula 
para a temperatura a uma altura h. 

(b) Que variaQao de temperatura voce pode esperar se um aviao 
decola e atinge uma altura maxima de 5 km? 

42. Se uma bola for atirada para cima do topo de um ediflcio com 
30 m de altura com velocidade inicial de 10 m/s, entao a altura 
h acima do solo t segundos mais tarde sera 

h = 30 + 10/ - 5 1 1 


Durante que intervalo de tempo a bola estara no mini mo a 15 m 
acima do solo? 

43-46 Resolva a equa§ao para x. 

43. | 2x | = 3 44. | 3x + 5 | = 1 


45. | x + 3 | = | 2x + 1 | 


46. 


2x - 1 


x + 1 


= 3 


33. x 3 - x 2 s£ 0 

34. (x + l)(x - 2)(x + 3) 3 ® 0 

35. x 3 > x 36. x 3 + 3x < 4x 2 


1 

37. — < 4 

x 


1 

38. —3 < — =S 1 
x 


39. A rela§ao entre as escalas de temperatura Celsius e Fahrenheit e 
dada por C = 9 (F — 32), onde C e a temperatura em graus Cel- 


47- 

■56 Resolva a inequa§ao. 




47. 

1 x | < 3 


48. 

|x|>3 


49. 

1 x — 4 | 

< 1 

50. 

1 x — 61 

< 0,1 

51. 

| x + 5 | 

& 2 

52. 

1 x + 1 | 

- 3 

53. 

to 

«**> 

1 

OJ 

/A 

o 

V 

54. 

| 5x — 2 

| <6 

55. 

l<|x| 

- 4 

56. 

0 < | x - 

-5| <5 
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57-58 Isole x, supondo que 

a, b e c sejam constantes positivas. 

64. 

57. a(bx — c) be 

58. a =S bx + c < 2a 

65. 

59-60 Isole x, supondo que 

a, b e c sejam constantes negativas. 

66 . 

59. ax + b < c 

ax + b 

60. -' b 

67. 



68 . 

61. Suponha que \x — 2| < 0,01 e \y — 3 | < 0,04. Use a Desi- 
gualdade Triangular para mostrar que | (x + y) — 5 | < 0,05. 

69. 

62. Mostre que se | x + 3 | 

< entao 4x + 13 | < 3. 

70. 

a + b 

63. Mostre que sea < b, entao a < < b. 



Use a Regra 3 para comprovar a Regra 5 d 
Demonstre que ab = \ a | | b |. [Dica: Use a Equagao 4.] 


Demonstre que 


a 

~b 



Mostre que se 0 < a < b, entao a 2 < b 2 . 


Demonstre que \x — y | 3® | jt | — | y |. [Dica: Use a Desigual- 
dade Triangular com a = x — y e b = y.] 


Mostre que a soma, a diferenga e o produto dos numeros racio- 
nais sao numeros racionais. 


(a) A soma de dois numeros irracionais e sempre irracional? 

(b) O produto de dois numeros irracionais e sempre irracional? 



Geometria Analitica e Retas 


Da mesma forma que os pontos sobre uma reta podem ser identificados com numeros reais 
atribuindo-se a eles coordenadas, conforme descrito no Apendice A, tambem os pontos no piano 
podem ser identificados com pares ordenados de numeros reais. Vamos comeqar desenhando 
duas retas coordenadas perpendiculares que se interceptam na origem O de cada reta. Geral- 
mente uma reta e horizontal com direqao positiva para a direita e e chamada reta x; a outra reta 
e vertical com direcao positiva para cima e e denominada reta y. 

Qualquer ponto P no piano pode ser localizado por um par ordenado de numeros exclusi- 
vos como a seguir. Desenhe as retas pelo ponto P perpendiculares aos eixos x ey. Essas retas 
interceptam os eixos nos pontos com as coordenadas a e b como mostrado na Figura 1. En¬ 
tao ao ponto P e atribufdo o par ordenado (a, b). O primeiro numero a e chamado de coorde- 
nada jc (ou abscissa) do P\ o segundo numero b e chamado de coordenada y (ou ordenada) 
de P. Dizemos que P 6 o ponto com as coordenadas (a, b ) e denotamos o ponto pelo sfmbolo 
P(a, b). Na Figura 2 estao varios pontos com suas coordenadas. 


y 1 

b 


y 1 

P(a, b) 4- 

■ • (1, 3) 

(5,0) 

3 ■ 

II 2 

1 

I 

3 ■ 

(-2, 2) 

. 2 - 

1 ■ 

-3 -2 -1 0 

1 2 3 

45* -3-2-1 0 

1 2 3 4 5 * 

-1 


-1 



a 


-2 ■ 


• -2 ■ 


lit 

IV 

(-3, -2) 


-3 ■ 


-3 ■ 


-4 


-4 

. (2, -4) 


FIGURA 1 FIGURA 2 


Ao revertermos o processo anterior, podemos comeg ar com um par ordenado (a, b) e che- 
gar ao ponto correspondente P. Muitas vezes, identificamos o ponto com o par ordenado (a, 
b) e nos referimos ao “ponto (a, b)”. [Embora a notagao usada para um intervalo aberto (a, b) 
seja a mesma usada para o ponto {a, b), voce sera capaz de distinguir pelo contexto qual o 
significado desejado.] 

Esse sistema de coordenadas e dito sistema coordenado retangular ou sistema de coor¬ 
denadas cartesianas, em homenagem ao matematico Rene Descartes (1596-1650), embora 
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outro frances, Pierre Fermat (1601-1665), tenha inventado os princlpios da geometria anall- 
tica ao mesmo tempo que Descartes. O piano fornecido por esse sistema de coordenadas, de- 
nominado piano coordenado ou cartesiano, e denotado por IR 2 . 

Os eixos x e y sao chamados eixos coordendos e dividem o piano cartesiano em quatro 
quadrantes denotados por I, II, III, e IV na Figura 1. Observe que o primeiro quadrante con- 
siste nos pontos com coordenadas x e y positivas 


EXEMPLO 1 


Descreva e esboce as regioes dadas pelos seguintes conjuntos. 

(a) {(*, y) IX 5* 0} (b) {(x, y) |y = 1} (c ) {(x, y) | |y | < l} 

SOLUQAO 

(a) Os pontos cujas coordenadas x sao 0 ou sao positivas estao situados no eixo v ou a direita 
dele, como indicado pela regiao sombreada da Figura 3(a). 




y 

y = i 

y 

y=l 





1 0 

X 

0 

X 

0 

X 






y = -1 


FIGURA 3 (a )x &0 (b)y = l (c)|y|<l 

(b) O conjunto de todos os pontos com coordenada y igual ale uma reta horizontal uma uni- 
dade acima do eixo x [veja a Figura 3(b)]. 

(c) Lembre-se, do Apendice A, de que 


y | < 1 se e somente se — 1 < y < 1 


A regiao dada consiste naqueles pontos do piano cuja coordenada y esta entre —lei. Assim, 
a regiao consiste em todos os pontos que estao entre (mas nao sobre) as retas horizontais v = 1 
e y = — 1. [Essas retas estao mostradas como retas tracejadas na Figura 3(c) para indicar que 
os pontos sobre essas retas nao estao no conjunto.] 



Lembre-se, a partir do Apendice A, de que a distancia entre os pontos a c b sobre o eixo 
real e | a — b \ = \ b — a \. Portanto, a distancia entre os pontos Pi(xi, yi) e Pi(xi, yi) sobre 
uma linha horizontal deve ser | x 2 — xi | e a distancia entre Piixi, >’ 2 ) e P^(x 2 , )'i) sobre uma 
linha vertical deve ser |y 2 — y\ |. (Veja a Figura 4.) 

Para encontrarmos a distancia | P 1 P 2 \ entre dois pontos quaisquer Pi{x\, y 1 ) e Pjix-i, yi), 
observamos que o triangulo P 1 P 2 P 3 na Figura 4 e retangulo e, portanto, pelo Teorema de Pi- 
tagoras, temos 


FIGURA 4 


P 1 P 2 I = Vl^i^l 2 + \P 2 P 3 \ 2 = VI *2 - Xi| 2 + \y 2 - yi 


= VU 2 - X 1) 2 + (y 2 - yi) 2 


|~T~| Formula de Distancia A distancia entre os pontos P i(xi, yO e ^ 2 (^ 2 , y 2 ) e 
| P 1 P 2 1 = Vfe ~ xi) 2 + (y 2 - yi) 2 


EXEMPLO 2 


A distancia entre (1, — 2) e (5, 3) e 

V(5 - l) 2 + [3 - (—2)] 2 = V4 2 + 5 2 = V^T 
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Retas 

Desejamos encontrar uma equacao para uma dada reta L: essa equacao e satisfeita pelas coor- 
denadas dos pontos em L e por nenhum outro ponto. Para encontrarmos a cquacao de L, usa- 
mos sua inclinagao, que e uma medida do grau de declividade da reta. 


2 


Definicao A inclinacao (ou coeficiente angular) de uma reta nao vertical que passa 


pelos pontos P i(xi, y i) e P 2 (x 2 , y 2 ) e 



- )’l 
X 2 — X\ 


A inclinacao de uma reta vertical nao esta definida. 


Assim, a inclinacao de uma reta e a razao da variactio em y, Ay, e da variaqao em x. Ax. 
(Veja a Figura 5.) A inclinacao e, portanto, a taxa de variactio dey com rclacao ax. O fato de 
tratar-se de uma reta significa que a taxa de variactio e constante. 

A Figura 6 mostra varias retas acompanhadas de suas inclinacdes. Observe que as retas com 
inclinacao positiva inclinam-se para cima a direita, enquanto as retas com inclinacao negativa 
inclinam-se para baixo a direita. Observe tambem que as retas mais fngremes sao aquelas para 
as quais o valor absoluto da inclinacao e maior, e que uma reta horizontal tem inclinacao zero. 

Agora determinemos uma equacao da reta que passa por um determinado ponto P 1 (x 1 , yi) 
e tem inclinacao m. Um ponto P(x, y) com x^xi esta nesta reta se e somente se a inclinacao 
da reta por Pi e P for igual a m\ isto e, 


>' “ >’1 

-= m 

x — Xi 


Essa cquacao pode ser reescrita na forma 


y - yi = m(x - xi) 

e observamos que essa equacao tambem e satisfeita quando x = Xi e y = yi. Portanto, ela e 
uma equaqao da reta dada. 


y. 


L 


p i{ x 2-> y 2 ) 


Pi(x 

<yi) - 

Ay = y 2 - yi 

= subir 





A x = x 2 — x, 



= caminhar 

0 

X 


FIGURA 5 



FIGURA 6 


3 Equacao de uma Reta na Forma Ponto-lnclinagao Uma equaqao da reta passando pelo 


ponto Pi(xi, yi) e tendo inclinacao m e 


y - yi = mix - xi) 


EXEMPLO 3 


Determine uma equaqao da reta por (1, —7) com inclinacao 


OLUQAO Usando 3 comm = —\,X\ = leyi = —7, obtemos uma equacao da reta como 

y + 7 = -\{x - 1 ) 

que pode ser reescrita como 


2y + 14 = —x + 1 


x + 2y+ 13 = 0 


EXEMPLO 4 


Determine uma equacao da reta que passa pelos pontos (— 1, 2) e (3, —4). 
SOLUQAO Pela Definicao 2, a inclinacao da reta e 


-4-2 
" 3 - (-1) 


3_ 

2 


Usando a forma ponto-inclinacao com xi = — 1 e yi = 2, obtemos 
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FIGURA 8 


y ~ 2 = 

que se simplifica para 3x + 

Suponha que uma reta nao vertical tenha inclinagao m e intersecgao com o eixo y igual a 
b. (Veja a Figura 7.) Isso significa que ela intercepta o eixo y no ponto (0, b), logo, a equagao 
da reta na forma ponto-inclinagao, com X\ = 0 e y\ = b, torna-se 

y — b = m(x — 0) 

Isso pode ser simplificado como a seguir. 


|~4~| Equagao de uma Reta na Forma Inclinagao-lntersecgao com o Eixo Uma equagao da reta 
com inclinagao m e intersecgao com o eixo v em b 6 

y = mx + b. 


-§(* + 1 ) 
2y = 1 


Em particular, se a reta for horizontal, sua inclinagao e m = 0, logo sua equagao 6y = b, 
onde b 6a intersecgao com o eixo v. (Veja a Figura 8.) Uma reta vertical nao tern uma inclina¬ 
gao, mas podemos escrever sua equagao como x = a, onde a 6 a intersecgao com o eixo x, pois 
a coordenada x de todo ponto sobre a reta e a. 

Observe que a equagao de toda reta pode ser escrita na forma 


5 Ax + By + C = 0 


porque uma reta vertical tern a equagao x = a ou x — a = 0 (A = l, B = 0, C = —a) e uma 
reta nao vertical tern a equagao y = mx + b ou —mx + y — b = 0 (A = —m, B — 1, 
C = —b). Reciprocamente, se comegarmos com uma equagao geral de primeiro grau, isto e, 
uma equagao da forma 5 , onde A,8eC sao constantes eAefi nao sao ambos 0, entao po¬ 
demos mostrar que ela e a equagao de uma reta. Se B = 0, a equagao torna-se Ax + C = 0 
ou x = —C/A, que representa uma reta vertical com intersecgao com o eixo x em —C/A. Se 
B 7^ 0, a equagao pode ser reescrita isolando-se v: 


y 


B 


£ 

B 



FIGURA 9 


e reconhecemos isso como a equagao de uma reta na forma inclinagao-intersecgao com o eixo 
(m = —A/B,b= —C/B). Portanto, uma equagao da forma 5 e chamada equagao linear ou 


equagao geral de uma reta. Para resumirmos, nos referimos frequentemente “a reta 
Ax + By + C = 0” em vez de “a reta cuja e Ax + By + C = 0”. 


EXEMPL0 5 


Esboce o grafico da fungao 3x — 5y = 15. 


S0LUQA0 Uma vez que a equagao e linear, seu grafico e uma reta. Para desenharmos o grafico, 
podemos simplesmente determinar dois pontos sobre a reta. E facil determinar as intersecgoes 
com os eixos. Substituindo y = 0 (a equagao do eixo x) na equagao dada, obtemos 3x = 15, 
portanto x = 5ea intersecgao com o eixo x. Substituindo x = 0 na equagao, vemos que a inter¬ 
secgao com o eixo y 6 — 3. Isso nos permite esbogar o grafico na Figura 9. 


EXEMPL0 6 


Represente graficamente a inequagao x + 2y > 5. 

-UQA0 Devemos esbogar o grafico do conjunto {Yx, v) | x + 2y > 5} e comegamos ao iso- 


lar y na desigualdade: 


x + 2y > 5 


2 y > —x + 5 

. 1.5 

y > ~2 X + 2 
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Compare essa desigualdade com a equagao y = — \x + §, que representa uma reta com incli- 
nagao —\ e intersecgao com o eixo y igual a §. Observamos que inequagao em questao consiste 
nos pontos cuja coordenada y e niaior do que aquela sobre a reta y = — \x + §. Assim, a repre- 
sentagao grafica e a da regiao que se situa acima da reta, conforme ilustrado na Figura 10.11 

Retas Paralelas e Perpendiculares 

As inclinagoes podem ser usadas para mostrar que as retas sao paralelas ou perpendiculares. 
Os fatos a seguir sao comprovados, por exemplo, em Precalculus: Mathematics for Calculus, 
6 - edicao de Stewart, Redlin e Watson (Belmont, CA, 2012). 


y> 




2,5 ■ 






/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

•'•A 

/ /<v 


0 
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X 

s 


FIGURA 10 


|~6~| Retas Paralelas e Perpendiculares 

1 . Duas retas nao verticais sao paralelas se e somente se tiverem a mesma inclinagao. 

2. Duas retas com inclinagoes m i e mi sao perpendiculares se e somente se 
m\mi = — 1 ; isto e, suas inclinacoes sao recfprocas opostas: 

1 

mi = - 

mi 


EXEMPLO 7 


Determine uma equagao da reta que passa pelo ponto (5, 2) e que e paralela a 
reta 4x + 6 y + 5 = 0. 


S0LUQA0 A reta dada pode ser escrita na forma 

2 5 

y = - 3 * - e 

que esta na forma inclinagao-intersecgao com o eixo com m = — |. As retas paralelas tern a 
mesma inclinagao, logo, a reta pedida tem a inclinagao - je sua equagao na forma ponto-in- 
clinagao e 

y ~ 2 = -\(x ~ 5) 

Podemos reescrever essa equagao como 2x + 3y = 16. 


EXEMPLO 8 


Mostre que as retas 2x + 3y = 1 e 6 x — Ay — 1 = 0 sao perpendiculares. 
S0LUCA0 As equagoes podem ser escritas como 


2 . 1 

y = - 3 X + 3 


de onde vemos que as inclinagoes sao 

2 

m 1 = — 3 e 

Como niim 2 = —1, as retas sao perpendiculares. 


3 1 

y = 2 * - 4 


m 2 = 2 


Exercicios 


1-6 Determine a distancia entre os dois pontos. 

1. (1,1), (4,5) 2. (1,-3), (5,7) 

3. (6,-2), (-1,3) 4. (1,-6), (-1,-3) 

5. (2, 5), (4, -7) 6 . (a, b ), (b , a) 

7—10 Determine a inclinagao da reta que passa por P e Q. 

7. P(l, 5), 2(4,11) 8 . P(—1,6), 2(4.-3) 

9. P(—3,3), 2(-l, -6) 10. P(-l, -4), 2(6,0) 


11. Mostre que o triangulo com vertices A(0,2), B(—3, —l)eC(—4, 3) 
e isosceles. 

12. (a) Mostre que o triangulo com vertices A(6, —7), B(ll, —3) e 

C(2, — 2) e um triangulo retangulo usando a recfproca do 
Teorema de Pitagoras. 

(b) Use as inclinagoes para mostrar que ABC e um triangulo re¬ 
tangulo. 

(c) Determine a area do triangulo. 

13. Mostre que os pontos ( — 2, 9), (4, 6), (1, 0) e (—5, 3) sao os ver¬ 
tices de um quadrado. 
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14. (a) Mostre que os pontos A( — 1, 3), B( 3, 11) e C(5, 15) sao 

colineares (pertencem a mesma reta) mostrando que 
| AB | + \BC\ = | AC\. 

(b) Use as inclinagoes para mostrar que A.B.eC sao colineares. 

15. Mostre que A(l,l), fi(7, 4), C(5, 10) e D(— 1, 7) sao vertices de 
um paralelogramo. 

16. Mostre que A(l, 1), £(11, 3), C(10, 8 ) e D( 0, 6 ) sao vertices de 
um retangulo. 

17-20 Esboce o grafico da equagao. 

17. x = 3 18. y = —2 

19. xy = 0 20. \y \ = 1 

21-36 Ache uma equagao da reta que satisfaga as condigoes dadas. 

21. Passa pelo ponto (2, —3), inclinagao 6 

22. Passa pelo ponto (—1,4), inclinagao —3 

23. Passa pelo ponto (1,7), inclinagao 3 

24. Passa pelo ponto (—3, —5), inclinagao — \ 

25. Passa pelos pontos (2, 1) e (1, 6 ) 

26. Passa pelos pontos ( — 1, — 2) e (4, 3) 

27. Inclinagao 3, intersecgao com o eixo y igual a —2 

28. Inclinagao f, intersecgao com o eixo y igual a 4 

29. Intersecgao com o eixo x igual a 1, intersecgao com o eixo y 
igual a —3 

30. Intersecgao com o eixo x igual a — 8 , intersecgao com o eixo y 
igual a 6 

31. Passa pelo ponto (4, 5), paralela ao eixo x 

32. Passa pelo ponto (4, 5), paralela ao eixo y 

33. Passa pelo ponto (1, — 6 ), paralela a retax + 2y= 6 

34. Intersecgao com o eixo y igual a 6 , paralela a reta 
2x + 3y + 4 = 0 

35. Por (—1, —2), perpendicular a reta 2x + 5y + 8 = 0 

36. Por (|, —|), perpendicular a reta 4x — 8 y = 1 


43-52 Esboce a regiao no piano xy. 

43. {(jc, y) | x < 0} 44. {(x, y) \ y > 0} 

45. {(x, y) | xy < 0} 46. {(x, y) \ x 3= 1 e y < 3} 


47. { (x, y) | | x | =£ 2} 48. { (x, y) \ \ x \ < 3 e | y \ < l] 

49. {(x, y) | 0 « y =S 4 e x =S 2} 50. {(x, y) \ y > 2x - 1} 

51. {(x, y) | 1 + x =£ y =£ I - 2x} 

52. {(x, y) | -x y < |(x + 3)} 

53. Ache um ponto sobre o eixo y que seja equidistante de (5, — 5) e 
(1,1). 

54. Mostre que o ponto medio do segmento de reta de £i(xi, yi) ate 
Pi{.X 2 ,yi) e 

Xi + x 2 yi + yi \ 

2 ’ 2 / 

55. Encontre o ponto medio do segmento de reta que une os pontos 
dados. 

(a) (1, 3) e (7, 15) (b) (-1, 6) e (8, -12) 

56. Determine os comprimentos das medianas do triangulo com ver¬ 
tices A(l, 0), £(3, 6) e C(8, 2). (A mediana e um segmento de reta 
de um vertice ate o ponto medio do lado oposto.) 

57. Mostre que as retas 2x — y = 4 e 6x — 2y = 10 nao sao para- 
lelas e ache o seu ponto de intersecgao. 

58. Mostre que as retas 3x — 5y + 19 = 0 e lOx + 6y — 50 = 0 
sao perpendiculares e ache o seu ponto de intersecgao. 

59. Ache uma equa§ao da mediatriz do segmento de reta com extre- 
midades nos pontos A(l, 4) e fi(7, —2). 

60. (a) Encontre as equates dos lados do triangulo com vertices 

£(1,0), 2(3, 4)e£(—1,6). 

(b) Ache equates para as medianas desse triangulo. Onde elas 
se interceptam? 

61 . (a) Mostre que as intersec§oes com os eixos x e y de uma reta sao 

os numeros a e b diferentes de zero, entao a equaqao da reta 
pode ser colocada na forma 



Esta equagao e chamada a forma a partir das duas inter- 
sec^Ses da equagao de uma reta. 

(b) Use a parte (a) para encontrar a equagao da reta cuja inter- 
secgao com o eixo x e 6 e cuja intersecgao com o eixo y e — 8. 
Kelly parte de Winnipeg as 14 h e dirige a uma velocidade cons- 
tante para oeste na rodovia Trans-Canada. Ela passa por Brandon, 
a 210 km de Winnipeg, as 16 h. 

(a) Expresse a distancia percorrida em termos do tempo decorrido. 

(b) Trace o grafico da equagao na parte (a). 

(c) Qual a inclinagao desta reta? O que ela representa? 


37-42 Ache a inclinagao 

e a intersecgao da reta e faga o esbogo de seu 

grafico. 


37. x + 3y = 0 

38. 2x — 5y = 0 

39. y = -2 

40. 2x — 3y + 6 = 0 

41. 3x — 4y = 12 

42. 4x + 5y = 10 


Graficos das Equagoes de Segundo Grau 

No Apendice B vimos que uma equagao Ax + By + C = 0, de primeiro grau ou linear, re¬ 
presenta uma reta. Nesta segao vamos discutir as equagoes do segundo grau, tais como 

x 2 + y 2 = 1 y = x 2 + 1 — + = 1 x 2 - y 2 = 1 

que representam uma circunferencia, uma parabola, uma elipse e uma hiperbole, respectivamente. 

O grafico de tais equagoes em xeyeo conjunto de todos os pontos (x, y) que satisfazem 
aquela equagao; ele da uma representagao visual da equagao. Reciprocamente, dada uma curva 
no piano xy, podemos ter de achar uma equagao que a represente, isto e, uma equagao satis- 
feita pelas coordenadas dos pontos na curva e por nenhum outro ponto. Esta e a outra metade 
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dos princfpios basicos da geometria analftica conforme formulada por Descartes e Fermat. A 
ideia e que se uma curva geometrica pode ser representada por uma equagao algebrica, entao 
as regras da algebra podem ser usadas para analisar o problema geometrico. 


Circunferencias 

Como um exemplo desse tipo de problema, vamos determinar uma equagao da circunferen- 
cia com raio r e centra (h, k). Por defmigao, a circunferencia e o conjunto de todos os pontos 
P(x, y) cuja distancia do centra C(h, k ) e r. (Veja a Figura 1.) Logo, P esta sobre a circunfe¬ 
rencia se e somente se | PC \ = r. Da formula de distancia, temos 

y/{x — h ) 2 + (y — k ) 2 = r 

ou, de maneira equivalente, elevando ao quadrado ambos os membros, obtemos 

(x - hf + (y - kf = r 2 

Esta e a equagao desejada. 

\T\ Equagao da Circunferencia Uma equagao da circunferencia com centra (h, k) e raio r e 

(x — h) 1 + (y — k ) 2 = r 2 

Em particular, se o centra for a origem (0, 0), a equagao sera 

x 2 + y 2 = r 2 



EXEMPLO 1 


Ache uma equagao da circunferencia com raio 3 e centro (2, —5). 


S0LUQA0 Da Equagao 1 com r = 3,h = 2ek = —5, obtemos 


(x - 2) 2 + (y + 5) 2 = 9 


EXEMPLO 2 


Esboce o grafico da equagao x 2 + y 2 + 2x — 6y + 7 = 0 mostrando primeiro 
que ela representa uma circunferencia e entao encontrando seu centro e raio. 


S0LUQA0 Vamos primeiro agrupar os termos em xeyda seguinte forma: 

(x 2 + 2x) + (y 2 — 6y) = —7 


Entao, completando o quadrado dentro de cada parentese e somando as constantes apropria- 
das (os quadrados da metade dos coeficientes de x e y) a ambos os lados da equagao, temos: 

(x 2 + 2x + 1) + (y 2 - 6y + 9) = -7 + 1 + 9 

ou (x + l) 2 + (y - 3) 2 = 3 

Comparando essa equagao com a equagao padrao da circunferencia [T], vemos que h = — 1, 
k = 3 e r = *J3, assim, a equagao dada representa uma circunferencia com centro (— 1, 3) e raio 
-y/3". Ela esta esbogada na Figura 2. 
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Parabolas 

As propriedades geometricas das parabolas serao revisadas na Segao 10.5. Aqui, considera- 
remos uma parabola como um grafico de uma equagao da forma y = ax 2 + bx + c. 


EXEMPLO 3 


Esboce o grafico da parabola y = x 2 . 


S0LUQA0 Vamos fazer uma tabela de valores, marcar os pontos e depois junta-los por uma 
curva suave para obter o grafico da Figura 3. 



X 

II 

0 

0 

+ > 

1 

— 2 

4 

± l 

l 

± 2 

4 

± 3 

9 



FIGURA 4 


A Figura 4 mostra os graficos de diversas parabolas com equagoes da forma y = ax 2 para 
diversos valores do numero a. Em cada caso o vertice, o ponto onde a parabola muda de di- 
regao, e a origem. Vemos que a parabola v = ax 2 abre-se para cima se a > 0 e para baixo se 
a < 0 (como na Figura 5). 




(b) y = ax 2 , a< 0 


Observe que se (. x, y ) satisfaz y = ax 2 , entao (— x, y) tambem o cumpre. Isso corresponde ao 
fato geometrico de que, se a metade direita do grafico for refletida em torno do eixo y, obtere- 
mos a metade esquerda do grafico. Dizemos que o grafico e simetrico em relagao ao eixo y. 


O grafico de uma equagao e simetrico em relagao ao eixo v se a equagao ficar invariante 
quando substituirmos x por —x. 


Se trocarmos x e y na equagao y = ax 2 , teremos x = ay 2 , que tambem representa uma pa¬ 
rabola. (Trocar x e y significa fazer uma reflexao em torno da reta bissetriz y = x.) A parabola 
x = ay 2 abre para a direita sea > 0 e para a esquerda se a <0. (Veja a Figura 6.) Dessa vez 
a parabola e simetrica em relagao ao eixo x, pois se (x, y) satisfizer a equagao x = ay 2 , entao 
o mesmo acontece com (x, — v). 
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FIGURA 6 




(b) x = ay 1 , a< 0 


O grafico de uma equagao e simetrico em relacao ao eixo x se a equagao ficar invariante 
quando substituirmos y por —y. 


EXEMPLO 4 


Esboce a regiao limitada pela parabola x = v 2 e pela reta y = x — 2. 


SOLUQAO Primeiro encontramos os pontos da intersecgao, resolvendo as duas equagoes. 
Substituindo x = y + 2 na equagao x = y 2 , obtemos y + 2 = y 2 , o que resulta em 


0 = y 2 — y — 2 = (y — 2 )(y + 1) 


Logo, y = 2 ou — 1. Assim, os pontos de intersecgao sao (4, 2) e (1, — 1) e, passando por es¬ 
ses dois pontos, tragamos a reta y = x — 2. Esbogamos entao a parabola x = y 2 lembrando- 
-nos da Figura 6(a) e fazendo com que a parabola passe pelos pontos (4, 2) e (1, — 1). A re¬ 
giao delimitada por x = y 2 sy=x — 2 significa a regiao finita cuja fronteira e formada por 
essas curvas. Ela esta esbogada na Figura 7. 



Elipses 


A curva com a equagao 


2 



onde a e b sao numeros positivos e chamada elipse na posigao-padrao. (As propriedades geo- 
metricas serao discutidas na Segao 10.5.) Observe que a Equagao 2 fica invariante se x for subs- 
tituldo por — x ou y por — y; dessa forma, a elipse e simetrica em relagao aos eixos. Como uma 
ajuda no esbogo da elipse, vamos determinar suas intersecgoes com os eixos. 


As intersecgoes com o eixo x de um grafico sao as coordenadas a dos pontos onde ele 
intercepta o eixo x. Eles sao encontrados fazendo-se y = 0 na equagao do grafico. 

As intersecgoes com o eixo y de um grafico sao as coordenadas v dos pontos onde ele 
intercepta o eixo y. Eles sao encontrados fazendo-se x = 0 na equagao do grafico. 


Se fizermos y = 0 na Equagao 2, obteremos x 2 = a 2 e, dessa forma, as intersecgoes com 
o eixo a sao ±a. Fazendo a = 0, obteremos y 2 = b 2 \ assim, as intersecgoes com o eixo y sao 
±b. Usando essa informagao, junto com a simetria, fazemos o esbogo da elipse na Figura 8. 
Se a = b, a elipse e uma circunferencia com raio a. 



EXEMPLO 5 


Esboce o grafico de 9a 2 4- 16y 2 = 144. 


SOLUQAO Dividimos ambos os lados da equagao por 144: 



= 1 


A equagao esta agora na forma padrao para uma elipse 2 , e assim temos a 2 = 16, A ~ = 9 


a = 4 e b = 3. As intersecgoes com o eixo a sao ±4; e as intersecgoes com o eixo v sao ±3. 
O grafico esta esbogado na Figura 9. 
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FIGURA 9 

9x 2 + 16/ = 144 



Hiperboles 


A curva com a equagao 



x y 

A hiperbole —r-, = 1 

a b 



y " 

A hiperbole —r — —x = 1 
a ft 


3 



e denominada hiperbole na posicao padrao. Novamente, a Equacao 3 fica invariante quando x 
e substituldo por — x ou y e substituldo por — v; dessa forma, a hiperbole e simetrica em relaqao 
aos eixos. Para encontrarmos as interseccbes com o eixo x, fazemos y = 0 e obtemos x 2 = a 2 
e x = ±a. Mas, se colocarmos x = 0 na Equacao 3, teremos y 1 = ~b 2 , o que e impossfvel; 
dessa forma, nao existe interseccao com o eixo y. Na verdade, da Equaqao 3 obtemos 


o que demonstra que x 2 5= a 2 e, portanto, | x \ = i fx 2 a. Assim, temos x ^ a ou x ^ —a. 
Isso significa que a hiperbole consiste em duas partes, chamadas ramos. Ela esta esbocada na 
Figura 10. 

Quando desenhamos uma hiperbole e util tracar primeiro as assintotas, que sao as retas 
y = (b/a)x e y = —{b/a)x mostradas na Figura 10. Ambos os ramos da hiperbole tendem para 
as assintotas; isto e, ficam arbitrariamente perto das assintotas. Isso envolve a ideia de limite, 
como discutido no Capitulo 2 (veja tambem o Exercicio 73 na Secao 4.5). 

Trocando os papeis de x e v, obtemos uma equacao da forma 


y 


2 


a 


2 



que tambem representa uma hiperbole e esta esbocada na Figura 11. 


EXEMPLO 6 


Esboce a curva 9x 2 — 4v 2 = 36. 


S0LUCA0 Dividindo ambos os lados por 36, obtemos 




2 


4 



que e a equagao de uma hiperbole na forma padrao (Equacao 3). Visto que a 2 = 4, as inter- 
seegoes com o eixo x sao ±2. Como b 2 = 9, temos b = 3 e as assintotas sao y = ±(|)x. A 
hiperbole esta esbocada na Figura 12. 
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Se b = a, a hiperbole tem a equagao x 2 — y 2 = a 2 (ou y 2 — x 2 = a 2 ) e e chamada hi¬ 
perbole equilatera [veja a Figura 13(a)]. Suas assfntotas sao v = ±x, que sao perpendicula- 
res. Girando-se uma hiperbole equilatera em 45°, as assfntotas tornam-se os eixos xey,e pode- 
-se mostrar que a nova equacao da hiperbole e xy = k, onde k e uma constante [veja a Figura 
13(b)], 



Conicas Deslocadas 

Lembre-se de que uma equagao da circunferencia com centra na origem e raio rex 2 + v 2 = r 2 , 
mas se o centra for o ponto (h, k), entao a equagao da circunferencia fica 

(x — It) 2 + (y — k) 2 = r 2 

Analogamente, se tomarmos a elipse com a equagao 


s 



e a transladarmos de forma que se seu centra esteja no ponto (h, k), entao sua equagao fica 


(x ~ h) 2 (y - kf = 
a 2 b 2 


(Veja a Figura 14.) 
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Observe que ao transladarmos a elipse, substitufmos x por x — hey por y — k na Equa¬ 
cao 4 para obter a Equagao 5. Usando o mesmo procedimento, deslocamos a parabola y = ax 2 
de forma que seu vertice (a origem) torna-se o ponto (h, k), como na Figura 15. Substituindo 
x por x — h ey por y — k, vemos que a nova equacao e 

y — k = a{x — h ) 2 ou y = a(x — h ) 2 + k 


y. 

/ \ / 


\ y = a(x — h) 2 + k 


y — ax 2 v-/ 


(*. k) 

0 

X 

FIGURA 15 



EXEMPLO 7 


Esboce o grafico da equacao y = 2x 2 — 4x + 1. 


SOLUCAO Primeiro vamos completar os quadrados: 


y = 2(x 2 — 2x) + 1 = 2(x — l) 2 — 1 


Nessa forma vemos que a equagao representa a parabola obtida deslocando-se y = 2x 2 tal que 
seu vertice seja o ponto (1, — 1). O grafico esta esbogado na Figura 16. 


FIGURA 16 

y = lx 1 - 4x + 1 



EXEMPLO 8 


Esboce a curva x 


1 -y 2 


SOLUCAO Dessa vez comegamos com a parabola x = — y 2 (como na Figura 6 com a = — 1) e 
deslocamos uma unidade para a direita para obter o grafico de x = 1 — v 2 . (Veja a Figura 17.) 




FIGURA 17 


(a) x = —y 1 


(b) x = l — y 
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Exercicios 


I- 4 Determine uma equagao de uma circunferencia que satisfaga as 
condigoes dadas. 

1. Centro (3, —1), raio 5 

2. Centro (—2, —8), raio 10 

3. Centro na origem, passa por (4, 7) 

4. Centro (—1, 5), passa por (—4, —6) 

Mostre que a equagao representa uma circunferencia e determine 
o centro e o raio. 

5. x 2 + y 2 - 4x + lOy + 13 = 0 

6 . x 2 + y 2 + 6y + 2 = 0 

7. x 2 + y 2 + x = 0 

8 . 16jc 2 + 16/ + 8.r + 32y + 1 = 0 

9. 2x 2 + 2/ — x + y = 1 

10. Que condigoes nos coeficiente a, bee fazem com que a equagao 
x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 represente uma circunferencia? 
Quando a condigao for satisfeita, determine o centro e o raio da 
circunferencia. 

II- 32 Identifique o tipo de curva e esboce o grafico. Nao marque os 
pontos. Somente use os graficos-padrao dados nas Figuras 5. 6. 8. 10 
e 11 e desloque se for necessario. 

11 . y = -x 2 12 . / -x 2 = 1 

13. x 2 + 4/ = 16 14. x = -2/ 


15. 

16jc 2 - 25/ = 400 

16. 

25x 

2 + 4/ = 

= 100 

17. 

II 

+ 

'xt' 

18. 

y = 

x 2 + 2 


19. 

x = y 2 - 1 

20. 

9x 2 

- 25/ = 

= 225 

21. 

$ 

! 

S-! 

II 

VO 

22. 

2/ 

+ 5/ = 

10 

23. 

xy = 4 

24. 

y = 

x 2 + 2x 


25. 

9(x - l) 2 + 4(y - 2) 2 = 36 





26. 

16x 2 + 9y 2 - 36y = 108 





27. 

y = x 2 — 6 x + 13 

28. 

/- 

- / - 4x 

■ + 3 

29. 

1 

II 

X 

30. 

/- 

- 2x + 6y + 5 

31. 

X 2 + 4y 2 - 6jf + 5 = 0 





32. 

4x 2 + 9/ - I6x + 54y + 61 

= 

0 




33-34 Esboce a regiao delimitada pelas curvas. 

33. y = 3x, y = x 2 34. y = 4 — x 2 , x — 2y = 2 

35. Determine uma equagao da parabola com vertice (1, —1) que 
passe pelos pontos (— 1, 3) e (3, 3). 

36. Encontre uma equagao da elipse com centro na origem que passe 
pelos pontos (l, — 10/2/3) e (—2, 5/5"/3). 

37 Esboce o grafico do conjunto. 

37. {(*, y) | / + / =S 1} 38. {(x, y)\x 2 + y 2 > 4} 

39. {(x, y)\y^x 2 - 1} 40. {(x, y) \ x 2 + 4y 2 =£ 4} 



Trigonometria 


Angulos 

Os angulos podem ser medidos em graus ou radianos (abreviado por rad). O angulo dado por 
uma revolugao completa tem 360°, que e o mesmo que 2 tt rad. Portanto, 


m 


77 rad = 180° 


e 


0 


1 rad = 



57,3° 


1° = — rad « 0,017 rad 
180 


EXEMPL0 1 


(a) Encontre a medida do radiano de 60°. (b) Expresse 57 t/ 4 rad em graus. 

S0LUQA0 

(a) Da Equagao 1 ou 2 vemos que, para converter de graus para radianos, multiplicamos por 
7 t/ 180. Portanto, 
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FIGURA 1 



(b) Para convertermos de radianos para graus multiplicamos por 180/77. Logo, 


577 577/ 180 . 

-rad =- - = 225° 

4 4 \ 77 


Em calculo, usamos o radiano como medida dos angulos, exceto quando explicitamente 
indicada outra unidade. A tabela a seguir fornece a correspondencia entre medidas em graus 
e em radianos de alguns angulos comuns. 


Graus 

0° 

O 

o 

m 

45° 

o\ 

o 

VO 

o 

o 

120° 

135° 

U\ 

o 

o 

180° 

270° 

360° 

Radianos 

0 

7 T 

~6 

7 T 

~4 

77 

T 

77 

Y 

277 

IT 

377 

Y - 

577 

YT 

IT 

377 

~T 

277 


A Figura 1 mostra um setor de um cfrculo com angulo central 0 e raio r subtendendo um 
arco com comprimento a. Como o comprimento do arco e proporcional ao tamanho do angulo, 
e como todo o cfrculo tern circunferencia 277 r e angulo central 277, temos 

0 a 

277 277 r 


Isolando 0 e a nessa equacao, obtemos 


a 



i ^ 

ii 


Si 

II 

"S 

05 


Lembre que essas equacoes sao validas somente quando 0 e medido em radianos. 

Em particular, fazendo a = r na Equacao 3, vemos que um angulo de 1 rad e um angulo 
subtendido no centra de um cfrculo por um arco com comprimento igual ao raio do cfrculo (veja 
a Figura 2). 


EXEMPLO 2 


(a) Se o raio de um cfrculo for 5 cm, qual o angulo subtendido por um arco de 6 cm? 

(b) Se um cfrculo tern raio 3 cm, qual e o comprimento de um arco subtendido por um angulo 
central de 3ir/8 rad? 

S0LUQA0 

(a) Usando a Equacao 3 com a = 6 e r = 5, vemos que o angulo e 

0 = 1= 1,2 rad 

(b) Com r = 3 cm e 0 = 377/8 rad, o comprimento de arco e 



A posi^ao padrao de um angulo ocorre quando colocamos seu vertice na origem do sis- 
tema de coordenadas e seu lado inicial sobre o eixo x positivo, como na Figura 3. Um angulo 
positivo e obtido girando-se o lado inicial no sentido anti-horario ate que ele coincida com o 
lado final; da mesma forma, angulos negativos sao obtidos girando-se no sentido horario, como 
na Figura 4. 
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FIGURA3 6>s=0 


FIGURA4 6><0 


A Figura 5 mostra varios exemplos de angulos em posicao padrao. Observe que angulos 
diferentes podem ter o mesmo lado final. Por exemplo, os angulos 3tt/4, —5it/4 e 11 tt/4 tem 
os mesmos lados inicial e final, pois 


3 77 5-77 



377 


+ 2tt = 


1177 

~T~ 


e 277 rad representa uma revolupao completa. 


FIGURA 5 

Angulos na posi§ao padrao 


y 

A d = 1 

y. 


y 

3ir 

y> 

0 

y 

a — Uir 

0 

X 

° 

J ** 

»=-! 

0 

X 


y x 

0=- 5 f 

A 

J - 


As Fungdes Trigonometricas 

Para um angulo agudo 0 as seis funcdes trigonometricas sao definidas como razoes de com- 
primento de lados de um triangulo retangulo como segue (veja a Figura 6). 


0 




oposto 


Essa dcfinicao nao se aplica aos angulos obtusos ou negativos, de modo que, para um an¬ 
gulo geral 6 na posicao padrao, tomamos P(x, y) como um ponto qualquer sobre o lado final 
de 6 e r como a distancia | OP |, como na Figura 7. Entao, defmimos 




FIGURA 7 
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Se colocarmos r = 1 na Definigao 5 e 
desenharmos urn circulo unitario com 
centra na origem e rotularmos d como na 
Figura 8, entao as coordenadas de P serao 
(cos 6, sen 6). 



Como a divisao por 0 nao e definida, tg 9 e sec 9 sao indefinidas quando x = 0 e cossec 9 
e cotg 9 sao indefinidas quando y = 0. Observe que as definigoes em 4 e 5 sao consis- 
tentes quando 9 e um angulo agudo. 

Se 9 for um numero, a convengao e que sen 6 significa o seno do angulo, cuja medida em 
radianos e 9. Por exemplo, a expressao sen 3 implica que estamos tratando com um angulo 
x de 3 rad. Ao determinarmos uma aproximagao na calculadora para esse numero, devemos nos 
lembrar de colocar a calculadora no modo radiano, e entao obteremos 


sen 3 « 0,14112 

Para conhecermos o seno do angulo 3°, escrevemos sen 3° e, com nossa calculadora no modo 
grau, encontramos que 

sen 3° * 0,05234 

As razoes trigonometricas exatas para certos angulos podem ser lidas dos triangulos da Fi¬ 
gura 9. Por exemplo, 


sen — = 


1 

77 

77 1 

COS- = —j= 

4 yjl 


77 

tg T = 1 


sen — = — 


sen — = 


71 

2 


77 S 

cos — =- 

6 2 


77 1 

tg 7 = T7 


77 1 

cos — = — 
3 2 


77 i— 

•gy-VT 


sen 6 > 0 


tg 0> 0 

FIGURA 10 


Os sinais das flingoes trigonometricas para angulos em cada um dos quatro quadrantes po- 
todas as razoes > 0 dem ser lembrados pela regra mostrada na Figura 10 “All Students Take Calculus”. 


cos 6 > 0 


EXEMPLO 3 


Encontre as razoes trigonometricas exatas para 0 = 2ir/3. 


S0LUCA0 Da Figura 11 vemos que um ponto sobre a reta final para 0 = 2 77 /3 e p(— 1, VT). 
Portanto, tomando 


x = — 1 y = y/3 

nas definigoes das razoes trigonometricas, temos 


7 = 2 


P(~l n/3) 

y 


n/3 

2 

2tt 


- V 

-1 

7 3 , 

1 

0 X 


FIGURA 11 



2 




= -V3 


277 

cossec-= 


2 

77 




1 

77 


A tabela a seguir fornece alguns valores de sen 9 e cos 9 encontrados pelo metodo do Exem¬ 
plo 3. 


e 

0 

77 

6~ 

77 

~4 

77 

T 

IT 

~2 

277 

~Y 

377 

5tt 

~6~ 

IT 

377 

~T 

277 

sen 6 

0 

1 

2 

1 

V3 

2 

1 

A 

2 

1 

a 

1 

2 

0 

-1 

0 

cos 6 

1 

V3 

2 

1 

vf 

1 

2 

0 

1 

2 

1 

_V3 

2 

-1 

0 

1 


EXEMPLO 4 


Se cos 9 = < 9 < tt/2, determine as outras cincofungoes trigonometricas 


de 9. 

S0LUQA0 Como cos 9 = 1, podemos tomar a hipotenusa como tendo comprimento igual a 5 e 
o lado adjacente como tendo comprimento igual a 2 na Figura 12. Se o lado oposto tem com- 
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primentox, entao o Teoremade Pitagoras fomece x 2 + 4 = 25 e, portanto, x 2 = 21, x = 
Podemos agora usar o diagrama para escrever as outras cinco tu riffles trigonometricas: 


sen 6 = 


V2I 

5 


tg 0 = 


V2T 

2 


cossec 0 = 


5 

V21 


sec 0 = 


_5 

2 


cotg 9 = 


2 


EXEMPLO 5 


Use uma calculadora para aproximar o valor de x na Figura 13. 
SOLUQAO Do diagrama vemos que 



2 

FIGURA 12 


Logo, 


tg 40° 


16 

x 


16 

tg 40° 


19,07 


Identidades Trigonometricas 

Uma identidade trigonometrica e uma relagao entre as funcoes trigonometricas. As mais ele- 
mentares sao dadas a seguir, e sao consequencias imediatas das defini(;des das funcoes trigo¬ 
nometricas. 



FIGURA 13 



Para a proxima identidade, voltemos a Figura 7. A formula da distancia (ou, de maneira 
equivalente, o Teorema de Pitagoras) nos diz que x 2 + y 2 = r 2 . Portanto, 


- . y x 

sen -9 + cos 2 9 = —r H-t = 


x 2 + y 2 



Demonstramos, portanto, uma das mais uteis identidades da trigonometria: 


m 


Se agora dividirmos ambos os lados da Equa^ao 7 por cos 2 9 e usarmos as Equa^oes 6, obte- 
remos 


sen 2 0 + cos 2 0 = 1 


E 


tg 2 0 + 1 = sec 2 9 


Analogamente, se dividirmos ambos os lados da Equacao 7 por sen 2 0, obteremos 


a 


1 + cotg 2 0 = cossec 2 0 


As identidades 


10a 


sen(— 6) = —sen 9 

10b 


cos(—0) = cos 0 
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As fungoes fmpares e as fungoes pares sao 
discutidas na Segao 1.1. 


indicam que seno e cosseno sao fungoes, respectivamente, l'mpar e par. Elas sao facilmente de- 
monstradas desenhando um diagrama mostxando 6 e — 6 na posigao padrao (veja o Exercfcio 39). 
Uma vez que os angulos 0 e 6 + 2tt tem o mesmo lado final, temos 


0 


sen(0 + 2tt) = sen 6 cos (6 + 2tt) = cos 0 


Essas identidades revelam que as fungoes seno e cosseno sao periodicas com perfodo 2tt. 

As identidades trigonometricas restantes sao todas consequencias de duas identidades ba- 
sicas chamadas formulas da adigao: 


12a 


sen(x + y) = sen x cos y + cos x sen y 

12b 


cos(x + y) = cos x cos y — sen x sen y 


As demonstragoes dessas formulas de adigao estao resumidas nos Exercicios 85, 86 e 87. 

Substituindo y por — y nas Equagoes 12a e 12b e usando as Equagoes 10a e 10b, obtemos 
as seguintes formulas de subtragao: 


13a 


sen(x — y) = sen x cos y — cos x sen y 

13b 


cos(x — y) = cos x cos y + sen x sen y 


Entao, dividindo as formulas nas Equagoes 12 ou 13, obtemos as formulas corresponden- 
tes para tg(x ± y): 


14a 


14b 


tg(x + y) 
tg(x - y) 


tg x + tg y 
1 - tg x tg y 
tg x - tg y 
1 + tg x tg y 


Se ftzermos y = x nas formulas de adigao 12 , obteremos as formulas dos angulos du- 
plos: 


15a 


sen 2x = 2 sen x cos x 

15b 


cos 2x = cos 2 x — sen 2 x 


Entao, usando a identidade sen 2 x + cos 2 x = 1, obtemos a seguinte forma alternativa das for¬ 
mulas dos angulos duplos para cos 2x: 


16a 


cos 2x = 2 cos 2 x — 1 

16b 


cos 2x = 1 — 2 sen 2 x 


Se agora isolarmos cos 2 x e sen 2 x nestas equagoes, obteremos as seguintes formulas do angulo- 
metade, que sao uteis em calculo integral: 


17a 


17b 



Finalmente, enunciamos as formulas do produto que podem ser deduzidas das Equagoes 
12 e 13: 






























18a 


sen x cos y = j[sen(x + y) + sen(x — }’)] 

18b 


cos x cos y = j[cos(x + y) + cos(x — }’)] 

18c 


sen x seny = ^[cos(x — y) — cos(x + y)] 


Ha muitas outras identidades trigonometricas, mas as aqui enunciadas sao algumas das mais 
usadas no calculo. Se voce se esquecer alguma das identidades 13-18, lembre-se de que elas 
podem ser deduzidas das Equagoes 12a e 12b. 


EXEMPLO 6 


Determine todos os valores de x no intervalo [0, 27 t] tal que sen x = sen 2x. 
S0LUCA0 Usando a formula do angulo duplo (15a), reescrevemos a equagao dada como 


sen x = 2 sen x cos x 
Portanto, ha duas possibilidades: 

sen x = 0 

X = 0, 7T, 2tt 


sen x{l — 2 cos x) = 0 


1—2 cos x = 0 


cos x 


— 5tt 

T’T~ 


A equagao dada tern cinco solucoes: 0, 7 t/3, tt, 5it/3 e 2tt. 

Graficos das Fungdes Trigonometricas 

O grafico da fungao/(x) = sen x, mostrado na Figura 14(a), e obtido desenhando-se os pon- 
tos para 0 =£ x s£ 27re entao usando-se a periodicidade da fungao (daEquagao 11) para com- 
pletar o grafico. Observe que os zeros da fungao seno ocorrem em multiplos inteiros de n, isto 
e, 


sen x = 0 sempre que x = mr, com n um numero inteiro. 


Em virtude da identidade 


cos x = sen 




(a) f(x) = sen x 


3 TT 


2 “I 


3 TT 
~ 2 ~ 


2tt 


FIGURA 14 (b) g(x) = cos x 

(que pode ser verificada usando-se a Equagao 12a), o grafico do cosseno e obtido deslocando- 
-se em tt/2 para a esquerda o grafico do seno [veja a Figura 14(b)]. Observe que tanto para a 
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fungao seno quanto para a fungao cosseno o dommio e (— 00 , °°), e a imagem e o intervalo fe- 
chado [— 1, 1]. Dessa forma, para todos os valores de x, temos 


— 1 =£ sen x 1 — 1 =S cos x 1 


Os graficos das quatro funcoes trigonometricas restantes estao mostrados na Figura 15, e 
seus dommios estao ali indicados. Observe que a tangente e a cotangente tem a mesma ima¬ 
gem (— 00 , 00 ), enquanto a cossecante e a secante tem a imagem (—°°, — 1] U [1,°°). Todas as 
fungoes sao periodicas: tangente e cotangente tem perfodo 7 r, ao passo que cossecante e se¬ 
cante possuem perfodo 2tt. 







Exercicios 


1-6 Converta de graus para radianos. 


1. 210° 

2. 300° 

3. 9° 

4. -315° 

5. 900° 

6. 36° 

7-12 Converta de radianos para graus. 



7 7T 

577 

7. 4i t 

8.- 

9. - 


2 

12 

817 

37 T 


10. — 

11 .- 

12. 5 

3 

8 



13. Determine o comprimento de um arco circular subtendido pelo 
angulo de 7 t/12 rad se o raio do cfrculo for de 36 cm. 

14. Se um cfrculo tem raio de 10 cm, qual e o comprimento de arco 
subtendido pelo angulo central de 72°? 

15. Um cfrculo tem raio de 1,5m. Qual o angulo subtendido no cen- 
tro do cfrculo por um arco de 1 m de comprimento? 

16. Determine o raio de um setor circular com angulo 3ir/4 e com¬ 
primento de arco 6 cm. 


17-22 Desenhe, na posigao padrao, o angulo cuja medida e dada. 


O 



17. 315' 


18. -150' 
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7t7 

20. -rad 

3 


21 . 2 rad 


22. -3 rad 


23—2 Determine as razoes trigonometricas exatas para o angulo cuja 
medida em radianos e dada. 



377 

477 


977 

23. 


24. - 

25. 

— 


~4~ 

3 


2 



577 


1177 

26. 

— 577 

27. - 

28. 




6 


4 


29-; Determine as demais razoes trigonometricas. 

3 77 

29. sen 8 = —, 0 < # < — 

5 2 

30. tg a = 2, 0 < a < — 

6 2 

31. sec cf> = — 1,5, — < <fi < tt 

1 377 

32. COS JC =-, 7 7 < JC < - 

3 2 

33. cotg [3 = 3, 77 < j8 < 277 

4 377 

34. cossec 8 = -, - < 8 < 2tt 

3 2 



47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 


sec y — cos y = tg y sen y 
tg 2 ac — sen 2 a = tg 2 cr sen 2 a 
cotg 2 # + sec 2 # = tg 2 # + cossec 2 # 
2 cossec 2t = sec t cossec t 


tg 28 


2tg 8 
1 - tg 2 # 


1 


1 


= 2 sec 2 # 


1 — sen # 1 + sen # 

sen x sen 2x + cos x cos 2jc = cos x 
sen 2 jc — sen 2 y = sen(jc + y) sen(jc — y) 
sen 4> 


1 — cos (f> 


= cossec <fi + cotg 


56. tg jc + tgy = 


sen(jc + y) 


cos jc cos y 

57. sen 38 + sen 8 = 2 sen 28 cos # 

58. cos 3# = 4 cos 3 # — 3 cos # 


Se sen x = \e. sec y = 
a expressao. 

59. sen(jc + y) 

61. cos(jc — y) 

63. sen 2y 


4 , onde jc e y estao entre 0 e 77 / 2 , calcule 

60. cos(jc + y) 

62. sen(jc — y) 

64. cos 2y 


Encontre todos os valores de jc no intervalo [0, 277] que satis- 
faqam a equagao. 


65. 2 cos jc — 1 = 0 
67. 2 sen 2 jc = 1 
69. sen 2jc = cos jc 
71 . sen jc = tg jc 


66 . 3 cotg 2 jc = 1 

68 . | tg -ic | = 1 

70. 2 cos jc + sen 2x = 0 

72. 2 + cos 2 jc = 3 cos jc 


Determine todos os valores de jc no intervalo [0, 277 ] que satis- 
fagam a desigualdade. 

73. sen jc =£ \ 74. 2 cos jc + 1 > 0 

75. — 1 < tg jc < 1 76. sen jc > cos jc 


Demonstre cada equagao. 


39. (a) Equagao 10a 

40. (a) Equagao 14a 

41. (a) Equagao 18a 
(c) Equagao 18c 


(b) Equagao 10b 
(b) Equagao 14b 
(b) Equagao 18b 


77-82 Faga o grafico da fungao comegando com o grafico das Figu¬ 
res 14 e 15 e aplicando as transformagoes da Segao 1.3 quando apro- 
priado. 


77. 




= cos 



78. y = tg 2jc 


2—58 Demonstre a identidade. 


42. cos| —— jc ) = sen jc 


43. sen| — + jc ) = cos jc 

45. sen 8 cotg 8 = cos 8 

46. (sen jc + cos jc) 2 = 1 + sen 2jc 


44. sen(77 — jc) = sen jc 


1 / 77 

79 ' y = y l g v jc 2 


81 . y = | sen jc | 


80. y = 1 + sec jc 


82. y = 2 + sen( jc + — 


83. Demonstre a Lei dos Cossenos: se um triangulo tiver lados com 
comprimentos a, b,c e # for um angulo entre os lados com com- 
primentos a e b, entao 

c 2 = a 2 + b 2 — 2ab cos #. 
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[Dica: Introduza um sistema de coordenadas de modo que 8 
esteja na posigao padrao como na figura. Expresse x ey em ter- 
mos de 0 e use a formula de distancia para calcular c.] 

84. Para determinar a distancia | AB | sobre uma pequena enseada, um 
ponto C e colocado como na figura, e as seguintes medidas sao 
registradas: 

AC = 103° | AC | = 820 m |BC|=910m 

Use a Lei dos Cossenos do Exercicio 83 para determinar a dis¬ 
tancia pedida. 


C 


85. Use a figura para demonstrar a formula da subtragao 



[Dica: Calcule c 2 de duas maneiras (usando a Lei dos Cossenos 
do Exercicio 83 e tambem a formula da distancia) e compare as 
duas expressoes.] 



86 . Use a formula do Exercicio 85 para demonstrar a formula da sub¬ 
tragao para cosseno (12b). 

87. Use a formula da adigao para cosseno e as identidades 

\ / 7T \ 

= sen 6 sen- 0 I = cos 0 

) V 2 / 

para demonstrar a formula da subtragao (13a) para a fungao seno. 

88 . Mostre que a area de um triangulo com lados de comprimentos 
a e b e com o angulo entre eles sendo 6 e 

A = \ab sen 8 

89. Determine a area do triangulo ABC , correta ate cinco casas deci¬ 
mals, se 

| AB | = 10 cm | BC | = 3 cm A ABC = 107° 



cos(a — 0) = cos a cos f5 + sen a sen /3 


Notacao de Somatoria (ou Notacao Sigma) 


Isso nos diz para 
terminar com i = n. 

Isso nos diz 
para somar. 

Isso nos diz para 
comegai' com i = m: 




Uma maneira conveniente de escrever as somas usa a letra grega S (sigma maiusculo, cor- 
respondente a nossa letra S) e e chamada notacao de somatoria (ou notacao sigma). 


|T| Definicao Se a m , a m + 1 ,..., a„ forem ruimeros reais e m e n inteiros tais que m /?, 
entao 

n 

^1 &m+l &m+2 &n— 1 &n 

i—m 


Com a notacao de fungao, a Deflnigao 1 pode ser escrita como 


2/(0 =f(m) + f{m + 1) +/(m + 2) + •••+/(«- 1) + f{n) 

i=m 


Assim, o sfmbolo E"= m indica uma soma na qual a letra i (denominada indice da somatoria) 
assume valores inteiros consecutivos comegando em m e terminando em n, isto e, 
m, m + 1, ..., n. Outras letras tambem podem ser usadas como indice da somatoria. 


EXEMPL0 1 


(a) 2 i 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 = 30 

i= 1 
n 

(b) 2 i = 3 + 4 + 5 + • ■ ■ + (n - 1) + n 

i=3 












(c) 2 2 j = 2° + 2 1 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 = 63 

7=0 

" 1 11 1 

(d) 2 "T — 1 + — + — + •••+ — 

*=i k 2 3 n 

3 i - 1 1-1 2-1 3-1 1 1 13 

(e) 2 . 2 ■ - — _ + Ti t — — 0 + — + — — 


i 1 + 3 l 2 + 3 2 + 3 3 +3 

4 

(f) 22 = 2 + 2 + 2 + 2 = 8 
1=1 


7 6 42 


EXEMPLO 2 


Escreva a soma 2 3 + 3 3 + • • • + n 3, na notagao de somatoria. 


SO LUC AO Nao ha uma maneira unica de escrever uma soma na notagao somatoria. Poderia- 
mos escrever 


2 3 + 3 3 + ...+ n 3 = 2i 3 


i=2 
n -1 


2 3 + 3 3 + • • • + « 3 = 2 O' + l) 3 

7=1 

2 3 + 3 3 + • • • + « 3 = 2 (k + 2) 3 


O teorema a seguir apresenta tres regras simples para se trabalhar com a notagao sigma. 


2 Teorema Se c for uma constante qualquer (isto e, nao depender de i), entao 

n n n n n 

(b) 2 («, + b,) = 2 at + 2 


(a) 2 cat = c 2 a i 

i=m i=m 

n / 

(c) 2 (a, - bi) = 2 «/ _ 2 bi 


i=m i=m 


n n 


i=m i=m 


DEMONSTRAQAO Para vermos por que essas regras sao verdadeiras, devemos escrever ambos 
os lados na forma expandida. A regra (a) e tao somente a propriedade distributiva dos niime- 
ros reais: 

ca m + ca m +1 + • • ■ + ca n = c{a m + a m+1 + • • ■ + a„) 

A regra (b) segue das propriedades associativa e comutativa: 

(a in + b m ) + (ci m+1 4- b m +1 ) + ••■+ («» + b „) 

= (a m + a,„+i + ■ ■ ■ + a n ) + (b,„ + fe m+ i + ■•■+&„) 

A regra (c) e demonstrada de modo analogo. 


EXEMPLO 3 


Encontre 2 1- 


SOLUQAO 


2 1 — 1 + 1 + • - - + 1 — 


EXEMPLO 4 


Demonstre a formula para a soma do n primeiros inteiros positivos: 

A . n{n + 1) 

2i = l+2 + 3 + -- '+7! =- 

i=l 


2 
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SOLUQAO Essa formula pode ser demonstrada por inducao matematica ou pelo metodo a 
seguir, usado pelo matematico alemao Karl Friedrich Gauss (1777-1855) quando ele tinha 
10 anos de idade. 

Escreva a soma 5 duas vezes, uma na ordem usual e a outra na ordem invertida: 

5=1+ 2 + 3 + ••• + (/? — 1) + n 

S = n + (n — 1) + (n — 2) + • • • + 2 4- 1 

Somando-se verticalmente todas as colunas, obtemos 

2 S — (n + 1) + (n + 1) + (n + 1) + • ■ ■ + (n + 1) + (n + 1) 


Do lado direito existem n termos, cada um dos quais e n + 1; portanto, 


2 S = n(n + 1) 


S = 


i(n + 1) 


EXEMPLO 5 


tivos: 


Demonstre a formula para a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros posi- 


2 i 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + ■ ■ • + n 2 

i= 1 


n(n + l)(2n + 1) 
6 


A maioria dos termos se cancela em 
pares 


SOLUQAC Seja S a soma desejada. Comegamos com a soma telescopica: 

i [(1 + if - i 3 ] = (f - l 3 ) + (H - f) + (4 3 - ^\) + •••+[(«+ l) 3 - /] 

i=l 

= (n + l) 3 - l 3 = n 3 + 3 n 2 + 3 n. 

Por outro lado, usando o Teorema 2 e os Exemplos 3 e 4, temos 


n n 


2 [(1 + i) 3 - i 3 ] = 2 [3 i 2 + Si + 1] = 3 2 i 2 + 3 2 i + 1 1 

1=1 1=1 1=1 1=1 1=1 


n(n +1) its 

= 35 + 3-—-f n = 35 + 2 ^ 2 + \n 


Entao temos 

n 3 + 3/z 2 + 3 n = 35 + \n 2 + In 


Isolando 5 nessa equagao, obtemos 

35 = n 3 + \n 2 + \n 


Principio de Indugao Matematica 

Seja S„ uma afirmativa envolvendo o 
inteiro positivo n. Suponha que 

1. Si seja verdadeira. 

2. Se S k ifor verdadeira, entao S k +1 e 
verdadeira. 

Entao S„ e verdadeira para todos inteiros 
positivos n. 


ou 


5 = 


2 n 3 + 3 « 2 + n 
6 


n(n + 1)(2 n + 1) 

6 


SOLUQAO 2 Seja 5„ a formula dada. 
1. 5i e verdadeira, pois l 2 


1(1 + 1)(2 -1+1) 
6 


2 . Suponha que Sk seja verdadeira; isto e. 


l 2 + 2 2 + 3 2 + ■■ ■ + k 2 


k{k + l)(2fc + 1) 

6 


Entao 


l 2 + 2 2 + 3 2 + ■ • • + (k + l) 2 = (l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + k 2 ) + (k + l) 2 


k(k + 1)(2 k + 1) 


+ (k + l) - 


6 
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= (* + 1 ) 


k(2k + 1) + 6 (k + 1) 


= (&+!) 


2k~ + Ik + 6 


(k + l)(Jt + 2) (2k + 3) 


(k + !)[(£ + 1) + 1][2 (k + 1) + 1] 


Logo, St +i e verdadeira. 

Pelo Principio da Indugao Matematica, S„ e verdadeira para todo n. 

Vamos agrupar os resultados dos Exemplos 3, 4 e 5 com um resultado similar para cubos 
(veja os Exercfcios 37-40) como o Teorema 3. Essas formulas sao necessarias para encontrar 
areas e calcular integrals no Capftulo 5. 


|~3~| Teorema Seja c uma constante e n um inteiro positivo. Entao 

n n 

(a) X 1 = n (b) X c = nc 


n(n + 1) 


(c) X i = 

1=1 X 


(d) X i 2 = 

i= 1 


n(n + l)(2n + 1) 


(e) X i 3 

1=1 


n(n + 1) 


EXEMPLO 6 


Calcule 2 f(4r 2 — 3). 

i=i 

S0LUQA0 Usando os Teoremas 2 e 3, temos 


X i(4 i 2 - 3) = 2 (4r 3 - 3 i) = 4 2 i 3 - 3 2 i 

i=l /=1 i=l i~l 


= 4 


i(n + 1) 


i(n + 1) 


n(n + 1)[2 n(n + 1) — 3] 
2 

n(n + 1)(2« 2 + 2 n — 3) 


EXEMPLO 7 


" 3 

Encontre lim 2j — 

” >Q0 i=i n 


- 1+1 

n 


S0LUQA0 


" 3 

lim 2 — 

n^o° i=1 n 


r(4y + .i 

n 

= lim 2 

’ 3 , 3’ 

— - -1- 

L V«/ J 

n^oo i=] 

« n 


= lim 

n —>oo 


= lim 


= lim 

n —>oo 


on o n 

4x/ 2 + -xi 

n ,=i n ,=i 


3 «(« + l)(2n + 1) 


3 

+ — 
n 


n 6 

1 n f n + 1 \ / 2n + 1 

2 n \ n / \ n 


+ 3 


0 tipo de calculo do Exemplo 7 ocorre no 
Capftulo 5, quando calculamos areas. 
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= lim 

n —>co 




+ 3 


1 

2 


1*2 + 3 


E 


Exercicios 


1- -10 Escreva a soma na forma expandida. 


1 . 2VT 


3. 2 3' 

1=4 

4 2k — 1 

5 . 2 


1-0 2fc + 1 


1=1 
n—1 


9. 2(-i V 

i-o 


6 1 

2 Sttt 

4. ii 3 

i=4 

6. 2 .0 

k=5 

n +3 

s. Sr 

j= n 

n 

10. S/(*i)Axi 


11-20 Escreva a soma na nota^ao de somatoria. 

11. 1 + 2 + 3 + 4 + ■ ■ • + 10 

12. V3" + V4+V5+V6+V7 

11 l + ? + 3 + f + ... + l? 

IO. 2'3'4'5' ~ 20 

7 T 8 T 9 T 10 T “ 27 

15. 2 + 4 + 6 + 8 + *‘* + 2n 

16. 1 + 3 + 5 + 7 + • • • + (In - 1) 

17. 1+2 + 4 + 8+16 + 32 

18. I + i + | + i^ + 55 + 5S 

19. x + x 2 + x 2 + ■ ■ ■ + x" 

20. 1 - x + x 2 - x 3 + • ■ • + (-l)"*" 


35. S O' 3 ~ i ~ 2) 

i=l 


36. Determine o mimero n tal que S i' = 78. 

i-l 

37. Demonstre a formula (b) do Teorema 3. 

38. Demonstre a formula (e) do Teorema 3 usando indu§ao matematica. 

39. Demonstre a formula (e) do Teorema 3 usando um rnetodo similar 
aquele do Exemplo 5, Solu^ao 1 [comece com (1 + i) 4 — i 4 ]. 

40. Demonstre a formula (e) do Teorema 3 usando o seguinte rnetodo 
publicado por Abu Bekr Mohammed ibn Alhusain Alkarchi por 
volta do ano 1010. A figura mostra um quadrado ABCD cujos la- 
dos AS e AD foram divididos em segmentos com comprimentos 
1,2, 3,... , n. Dessa forma, o lado do quadrado tern comprimento 
n(n + l)/2, de modo que a area e [«(/? + l)/2] 2 . Porem a area 
tambem e a soma das areas dos n “gnomons” Gi, Gi, ■ ■ ■, G„ mos- 
trados na figura. Demonstre que a area de G, e i 3 e concilia que a 
formula (e) e verdadeira. 



21-35 Determine o valor da soma. 


8 6 


21 . 2 (3 i - 2) 

/=4 

22. 2 id + 2) 

i=3 

23. 2 3 2+1 

j= 1 

8 

24. 2 cos ^ 7r 

k= 0 

20 

25. 2 (-1)" 

«=1 

100 

26. 2 4 

i=i 

27. 2 (2' + r) 

/=0 

T 

CN 

tN 

-[A1{ 

00 

CM 

n 

29. 2 2 i 

i= 1 

n 

30. 2 (2 - 50 

1=1 

n 

31. 2 (i 2 + 3 i + 4) 

i=l 

32. 2 (3 + 2if 

1=1 

n 

33. 2 (i + 1)(( + 2) 

n 

34. 2 Ki + l)(i + 2) 


i=l i-l 


41. Calcule cada soma telescopica. 

n 100 

(a) I [i 4 ~ (i ~ l) 4 ] (b) 2 (5' - 5'- 1 ) 


” / 1 1 

(c) S — - ——7 

i=3 \ t l + l 


(d) 2 (a.- “ «i-1) 


42. Demonstre a desigualdade triangular generalizada: 


2 «i 


2 I«. I 


43-46 Determine o limite. 
43. lim 2-f- 

n^oo i=1 n \ n 


r 

« 1 

44. lim 2 — 

[0)‘ + il 

/ 

" i=i n 

LV'v J 


45. lim 2 “ 

»-»“ i-i n 


2 i 


— +5 — 


2 i 



























APENDICES 


A35 


46. lim t — 

i-i n 


1 + * -2 1 +* 
n \ n 


47. Demonstre a formula para a soma de um serie geometrica finita 
com primeiro termo a e razao r / 1: 

n n ( r n _ i\ 

2 ar‘~' = a + ar + ar 2 + ■ ■ • + ar"" 1 = —-— 

r - 1 


“ 3 

48. Calcule 2 — r . 

i-l 2' 
n 

49. Calcule 2 (2 i + 2'). 


50. Calcule 2 

i— 1 


2 (« +;) 

7=1 


Demostracoes dos Teoremas 


Neste apendice apresentamos as demonstragoes de varios teoremas que estao enunciados na 
parte principal do texto. As segoes nas quais eles ocorrem estao indicadas na margem. 


Propriedades dos Limites Suponha que c seja uma constante e que os limites 

lim f(x) = L 

e lim g(x) = M 

x—*a 

x—>a 

existam. Entao 

1. lim [f(x) + g(x )] = L + M 

2. lim [fix) - #(*)] = L - M 

x—*a 

x—>a 

3. lim [cf(x)l = cL 

4. lim [ fix)gix )] = LM 

x—>a 

fix) L 

5. lim = seM# 0 

x^a g(x) M 

x—>a 


DEM0NSTRAQA0 DA PROPRIEDADE 4 Sejae > 0 arbitrario. Queremos encontrar 8 > 0 tal que 

se 0 < |x — a | < 5 entao \f(x)g{x) — LM \ < s 

A fim de conseguirmos termos que contenham | f(x) — L \ e | g(x) — M |, adicionamos e sub- 
traimos Lg(x) como segue: 

f(x)g(x) - LM | = | f(x)g(x) ~ Lg(x ) + Lg{x) - LM \ 

= I [/(*) - Qg(x) + L[g(x) - M] I 

| \f{x) — L\g(x) | + | L[f/(x) - M~\ \ 

= | fix) ~ L \| g(x) | + \L\\g{x) - M\ 

Queremos fazer cada um desses termos menores que e/2. 

Uma vez que g(x) = M, ha um numero 5i > 0 tal que 

se 0 < \x — a | < Si, entao g(x) — M \ < 

Tambem, ha um numero S 2 > 0 tal que se 0 < | x — a \ < 8 2 , entao 

I g(x) ~ M | < 1 

e, portanto, 

| g(x) | = | g(x) - M + M\ ^ \g(x) - M\ + \M\ < 1 + \M 
Uma vez que \\m x -,„f{x) = L, ha um numero 83 > 0 tal que 


8 

2(1 + |L|)‘ 


SECAO 2.3 











se 0 < | x — a | < 83 entao | /(x) — L | < 


2(l + \M\) 


Seja 8 = min{5i, 8 2 , S 3 }. Se 0 < | x — a \ < 8, entao temos 0 < \ x — a \ < Si, 
0< \x — a \ < S 2 e 0 < | x — « | < S 3 , portanto, podemos combinar as incquacoes para ohter 

| f(x)g(x) ~ LM | « | /(x) - L\\g(x) | + \L\ \g(x) - M\ 


< 


—7 --ry (l + I Ml) + I L I —7 -y 

2(l + \M\) V 1 V 1 1 2(l + | L |) 


e e 

<-1-= e 

2 2 

Isso mostra que lim.^a [ f(x)g(x)] = LM. 

DEMONSTRAQAO DA PROPRIEDADE 3 Se tomarmos g(x) = c na Propriedade 4, obteremos 
lim [cf(xj] = lim [ 3 (x)/(x)] = lim g{x ) • lim/(x) 

x—>a x—>a x—*a x—>a 

= lim c • lim f(x) 

x—>a x—>a 

= C lim f(x) (pela Propriedade 7) 


DEMONSTRAQAO DA PROPRIEDADE 2 Usando as Propriedades 1 e 3 com c = — 1, temos 
lim[/(x) - g(x)] = lim [fix) + (-l)^(x)] = lim f(x) + lim(-l) 3 (x) 

x—>a x—>a x—>a x ~^*a 

= lim f{x) + (— 1 ) lim g(x) = lim fix) — lim g(x). 


DEMONSTRAQAO DA PROPRIEDADE 5 Primeiro vamos mostrar que 

1 1 
lim 


g(x) M 

Para fazer isso devemos mostrar que, dado e > 0, existe 8 > 0 tal que 


se 0 < | x — a | < 5 entao 


1 


1 


g(x) M 


< e 


Observe que 


1 


1 


g(x) M 


| M - g(x) | 
\Mg(x)\ 


Sabemos que podemos tornar o numerador pequeno. Porem, tambem precisamos saber que o 
denominador nao e pequeno quando x e proximo a a. Como liny g(x) = M, ha um ruimero 
> 0 tal que, se 0 < | x — a \ < Si, temos 


\g(x) - M | < 


M 


e, portanto. 


Isso mostra que 


| M | = | M - g(x) + g(x) | *£ | M - g(x) \ + \ g(x) \ 
\M\ 


< 


+ I g(x) I 


se 0 < | x — a | < Si entao | g(x) | > 


M 


Entao, para esses valores de x, 
1 


< 


| Mg(x) | |M| | g(x) \ \M\ \M\ M 




















Alem disso, ha 8 2 > 0 tal que 


, , , , , . M 2 

se 0 < | x — a | < d 2 entao | g(x) — M \ < —— e 

Seja 8 = min{Si, S 2 }. Entao, para 0 < | x — a \ < 8, temos 


1 


1 


I M - g(x) I 2 M 2 

—;-— < —x -e = e 

| Mg{x) | M 2 2 


g(x) M 

Segue que lim x _» a l/g{x) = 1/M. Finalmente, usando a Propriedade 4, obtemos 


/(*) , J 1 

lim — = lim/(x) 


g(x) 


9(x) 


. . 1 1 L 

= lim fix) lim —— = L • — = — 

x-*a x-*a g(x) M M 


2 Teorema Se f(x) g(x) para todo x em um intervalo aberto que contenha a (exceto 


possivelmente em a) e 


lim/(x) = L e lim g(x) = M 


entao L « M. 


DEMONSTRACAO Usamos o metodo da demonstragao por contradigao. Suponha, se possivel, 
que L > M. A propriedade 2 dos limites diz que 

lim [g(x) - f(x)] = M - L 

x—>a 

Portanto, para qualquer s > 0, existe 8 > 0 tal que 

se 0 < | x — a | < S entao | [g(x) — /(x)] — (M — L) \ < e 

Em particular, tomando e = L — M (observando que L — M > 0 por hipotese), temos um nu- 
mero 8 > 0 tal que 

se 0 < | x — a | < S entao | [^(x) — /(x)] — (M — L) \ < L — M 
Uma vez que a =£ | a \ para qualquer numero a, temos 

se 0 < |x — a | < S entao [#(x) — /(x)] — (M — L) < L — M 
que se simplifica para 

se 0 < | x — a | < S entao g(x) < f(x) 

Mas isso contradiz o fato de que /(x) =S g(x). Assim, a desigualdade L > M deve ser falsa. 
Portanto, L M. 


3 0 Teorema do Confronto Se /(x) =£ g(x) =S h(x) para todo x em um intervalo aberto 


que contenha a (exceto possivelmente em a) e 


lim/(x) = lim h{x) = L 


Entao 


lim g(x) = L 

x—>a 


DEM0NSTRAQA0 Considere e ^ 0. Uma vez cjue lim^—ha um numero §1 ^ 0 tal 
que 


se 0 < | x — a | < entao | f(x ) — L \ < s 
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ou seja, 

se 0 < | x — a | < entao L — e < fix) < L + e 

Uma vez que lim* -> u h(x) = L, ha um numero 82 > 0 tal que 

se 0 < | x — a | < S 2 entao | h(x) — L | < e 


ou seja, 


se 0 < | x — a | < 8 2 entao L — e < h{x) < L + e 


Seja 8 = min{<5|, S 2 }. Se 0 < | x — a | < 8, entao 0 < | x — a|<5ie0<|x — a | < 5 2 , de 
modo que 

L — e < fix) =£ g(x) hix) < L + e 
Em particular, L - s < g(x) < L + e 

ou melhor, | g(x) — L < e. Portanto, lim x _> a g(x) = L. 


Teorema Se/for uma funcao contfnua injetora definida em um intervalo (a, b), entao 
sua fungao inversa/ -1 tambem e contfnua. 


DEMONSTRACAO Primeiro, mostramos que se/for tanto injetora quanto contfnua em (a , b), 
entao ela precisa ser ou crescente ou decrescente em (a , b). Se ela nao fosse nem crescente nem 
decrescente, entao existiriam numeros xi, x 2 e x 3 em (a, b ) com X| < x 2 < x 2 tais que f(x 2 ) 
nao esta entre/(xi) e f(x 3 ). Ha duas possibilidades: ou (1) f(x 3 ) esta entre f(x 1 ) e f(x 2 ) ou 
(2) f(x 1 ) esta entre f(x 2 ) e f{x 3 ). (Desenhe uma figura.) No caso (1), aplicamos o Teorema 
do Valor Intermediario a fungao contfnua / para obter um numero c entre Xi e x 2 tal que 
/(c) = f(x 2 ). No caso (2), o Teorema do Valor Intermediario da um numero c entre x 2 e x 3 tal 
que /(c) = f{x 1 ). Em ambos os casos, contradissemos o fato de/ser injetora. 

Vamos supor, para fixarmos uma situagao, que/seja crescente em (a, b). Tomamos qual- 
quer numero y 0 no domfnio de f~ l e fazemos f~ l {yo) = x n ; ou seja, xn e o numero em (a, b) 
tal que f{x 0 ) = >’n. Para mostrarmos que f~ l 6 contfnua em y 0 , tomamos qualquer e > 0 tal 
que o intervalo (x n — s, Xg + e) esteja contido no intervalo (a, b). Como/e crescente, ela leva 
os numeros no intervalo (xo — e, Xo + e) nos numeros no intervalo (/(x 0 — e), /(x 0 + e)) e 
/ _1 inverte a correspondencia. Se denotarmos por 8 o menor dos numeros f)i = >’o ~ fix 0 — e) 
e 8 2 = fix 0 + e) — y 0 , entao o intervalo (y 0 — 8, y 0 + 8) esta contido no intervalo 
(/(x 0 — s), fix 0 + e)) e assim e levado no intervalo (xo — e,Xo + e) por/ -1 . (Veja o diagrama 
de flechas na Figura 1.) Portanto, encontramos um numero 8 > 0 tal que 

se | y — y 0 1 < 8 entao | f~\y) ~ f~\yo) | < e 


FIGURA 1 



CO 

1 

y» 


f(x 0 + e) 




r 



) 


y 


\ 8 > 
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/ 

\ 
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a 

x 0 ~ s 


Xo 

) 

X Q + E 

) 

b 
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Isso mostra que lim,„ Vo / 1 (y) = / /yo) e, assim, / 1 e contfnua em qualquer numero yo em 
seu domfnio. 

|~8~| Teorema Se/for contfnua em b e lim T _» fl ^(x) = b, entao 

lim figix)) = fib). 


DEMONSTRAQAO Considere e > 0. Queremos encontrar um numero 8 > 0 tal que 
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se 0 < | x — a | < 5 entao | f{g{x)) — fib) | < e 
Uma vez que/e contfnua em b. temos 

li m f(y) = fib) 

y^b 

de modo que, ha Si > 0 satisfazendo 

se 0 < | y — b \ < Si entao | f{y) — f{b) \ < e 

Uma vez que lim, >„ g(x) = b, existe 8 > 0 tal que 

se 0 < | x — a | < S entao | g(x) — b | < Si 

Combinando essas duas afirmagoes, vemos que sempre que 0 < | x — a \ < 8, temos 
| gix) — b \ < 8 U que implica que | f{g{x)) — fib) \ < e. Dessa forma, demonstramos que 


lim x _» a /(gr(x)) = fib). 


sen 0 

A demonstra 9 ao do resultado a seguir foi prometida ao demonstrarmos que lim ^ = 1 

Teorema Se 0 < 6 < 7t/2, entao 6 =£ tg 0. 

SECAO 3.3 

DEMONSTRAQAO A Figura 2 mostra um setor de um cfrculo com centra 0, angulo central 0 
e raio 1. Entao 

| AD | = | OA | tg 0 = tg 0 

aE> 

Aproximamos o arco AB por um polfgono inscrito que consiste em n segmentos de reta iguais 
e tomamos um segmento tfpico PQ. Estendemos os segmentos OP e OQ para encontrar AD 
nos pontos Re S. Entao tracamos RT | PQ como na Figura 2. Observe que 

Co 

\ 

ARTO = APQO < 90° 

/ 

e tambem ARTS > 90°. Portanto, temos 

/ r 

\PQ < |/?r| < \RS\ 

X 

/Xe | 

Se adicionarmos as n desigualdades semelhantes a essa, obtemos 

O 1 A 

L n < AD = tg 0 

FIGURA 2 


onde L„6 o comprimento do polfgono inscrito. Assim, pelo Teorema 2.3.2, temos 


lim L„ ' tg 0 . 

n — 


Mas o comprimento do arco foi definido na Equagao 8.1.1 como o limite dos comprimentos 
dos polfgonos inscritos, de modo que 


0 = lim L„ ^ tg 0 

n— 

SEQAO 4.3 

Teste da Concavidade 

(a) Se fix) > 0 para todo x em I, entao o grafico de/e concavo para cima em I. 

(b) Se fix) < 0 para todo x em I, entao o grafico de/e concavo para baixo em I. 
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DEMONSTRAQAO DE (a) Seja a um niimcro arbitrario em I. Devemos mostrar que a curva 
y = fix) esta acima da reta tangente no ponto (a,/(a)). A equacao dessa tangente e 

y = fia) +f'(a)(x - a) 

a] Assim, devemos mostrar que 

fix) >f{a) + f'iafx - a) 

FIGURA 3 qualquer que seja x E I (x a). (Veja a Figura 3.) 

Primeiro, assumimos o caso onde x > a. Aplicando o Teorema do Valor Medio a/no in- 
tervalo [a, x], obtemos um numero c com a < c < x, tal que 

[U fix) ~ fia) =f'(c)(x ~ a) 

Uma vez que /" > 0 em /, sabemos do Teste Crescente/Decrescente que /' e crescente em I. 
Logo, como a < c, temos 



SECAO 4.4 


fia) <f\c) 


de modo que, multiplicando essa desigualdade pelo numero positivo x — a, obtemos 


2 


f'ia)(x - a) <f'ic)(x ~ a) 


Somando agora/(a) a ambos os lados dessa desigualdade, obtemos 


fia) + f'{a)(x - a) <f{a ) + f'ic)(x - a) 


Porem, da Equacao 1 temos fix) = fia) + /'(c) (x — a). Dessa forma, a desigualdade fica 


3 


fix) > fia) + f'(a)(x - a) 


que e o que querfamos demonstrar. 

Para o caso onde x < a, temos /'(c) </'(a), mas a multiplicacao pelo numero negativo 
x — a inverte o sinal da desigualdade; assim, obtemos 


como antenormente. 


A fim de darmos a demonstraqao da Regra de L’Hospital prometida precisamos, primeiro, 
de uma generalizaqao do Teorema do Valor Medio. O nome do teorema a seguir e uma ho- 
menagem ao matematico frances Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). 

|T| Teorema de Valor Medio de Cauchy Suponhamos que as fungoes / e g sejam contf- 
nuas em [a, b] e derivaveis em (a, b), sendo fix) 0 para todo x em (a, b). Entao, 
existe um numero c em (a, b) tal que 

/'(c) = fjb) - fia) 

_ g'jc) gjb) ~ gja) _ 


Observe que se considerarmos o caso especial no qual g(x) = x, entao g'ic) = 1 e o Teo¬ 
rema 1 e exatamente o Teorema do Valor Medio Comum. Alem disso, o Teorema 1 pode ser 
demonstrado de forma similar. Perceba que tudo o que devemos fazer e mudar a funqao h dada 
pela Equagao 4.2.4 para a fun 5 ao 


hix) =f(x) -f{a) - 


fjb) — fia) 
gib) - gia) 


[ gix ) - 3(a)] 


e entao aplicar o Teorema de Rolle como anteriormente. 

















Regra de L'Hospital Suponhamos que/e g sejam derivaveis e g\x) 0 em um intervalo 
aberto I que contem a (exceto possivelmente em a). Suponha que 


lim fix) = 0 


lim g(x) = 0 


ou que lim/(x) = ±°° e limg(x) = ±°° 

x—>a x—*a 

(Em outras palavras, temos uma forma indeterminada do tipo ou °°/°°.) Entao 

fix) fix) 

lim ——— = lim 


* a g(x) x ~>° g'(x) 
se o limite do lado direito existir (ou for °° ou — 


DEMONSTRAQAO DA REGRA DE L'HOSPITAL Supomos que lim*_>„/(*) = 0 e lim*-* g(x) = 0. 
Seja 


L = lim ^ 


g'ix) 

Devemos mostrar que lim x -*af{x)/g{x) = L. Defina 
J f{x) se x 7 -a 


Fix) = 


G(x) = 


gix) se x t ^ a 


0 s e, x = a [0 se x = o 

Entao F e continua em /, uma vez qu e/e continua em {x G I \ x a} e 

lim F(x) = lim fix) = 0 = F(a) 


Do mesmo modo, G e continua em I. Seja x G I com x > a. Entao F e G sao continuas em 
[a, x] e derivaveis em (a, x) e G' ¥= 0 ali (uma vez que F' = f eC = g'). Portanto, pelo Teo- 
rema do Valor Medio de Cauchy, existe um numero y tal que e a <y < x 


F'jy) Fjx) - Fja) Fjx) 

G'iy) Gix) - Gia) G(x) 


Aqui, usamos o fato de que, por defmigao, F(a) = 0 e Gia) = 0. Agora, se deixamos x —> o + , 
entao y —> a + (uma vez que a < y < x), portanto 


fix) Fix ) 

lim = lim — 77 - = lim 

x ^ a+ gix) x ^ a+ Gix) y^a+ 


F'jy) m f'jy) 

G'iy) g'iy) 


= L 


Um argumento analogo mostra que o limite lateral a esquerda e tambem L. Portanto, 


lim 

x — 


fix) 

gix) 


= L 


Isso prova a Regra de l’Hospital para o caso onde a e finito. 

Se a e infinito, consideramos t = 1/x. Entao t 0 + quando x —> °°, assim temos 


lim 

X —> 00 


fix) 
gix) 


lim 


f_m 

0+ gil/t) 


= /'(V0(-iA 2 ) 

g'im-1/t 2 ) 


(pela Regra de 1’Hospital para a finito) 
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SEQAO 11.8 


Para demonstrarmos o Teorema 11.8.3, precisamos primeiro dos seguintes resultados. 


Teorema 

1. Se uma serie de potencias 2 c„x" converge quando x = b (onde b 0), entao ela 
converge sempre que | x \ < \ b\. 

2. Se uma serie de potencias 2 c n x" diverge, quando x = d (onde d t 4 0), entao ela 
diverge sempre que \x \ > \ d \. 


DEMONSTRAQAO DE 1 Suponha que 2 c„b" convirja. Entao, pelo Teorema 11.2.6, temos 
lim n ^,» c„b n = 0. De acordo com a Defmigao 11.1.2 come = 1, ha um inteiro positive N tal 
que | c„b n \ < 1 sempre que n 5* N. Assim, para n 3 s N, temos 


c„x = 


c„b"x" 


b n 


■ , i x 

\c„b"\ — 
b 


x 

< — 
b 


Se | x | < | b |, entao \x/b\ < 1, donde 2 | x/b \ " e uma serie geometrica convergente. Portanto, 
pelo Teste da Comparacao, a serie 2“= w | c„x" \ 6 convergente. Entao a serie 2 c n x n e abso- 
lutamente convergente e, portanto, convergente. 

DEMONSTRAQAO DE 2 Suponha que 2 c„d" divirja. Se x for qualquer mimero real tal que 
| x | > | d |, entao 2 c„x" nao pode convergir, pois, pela parte 1, a convergencia de 2 c„x" im- 
plicaria a convergencia de 2 c„d". Portanto, 2 c„x" diverge sempre que | x | > | d \. 


Teorema Para uma serie de potencia 2 c„x", ha somente tres possibilidades: 

1. A serie converge apenas quando x = 0. 

2. A serie converge para todo x. 

3. Ha um numero positivo R tal que a serie converge se | x \ < R e diverge se | x \ > R. 


DEMONSTRAQAO Suponha que nem o caso 1 nem o caso 2 sejam verdade. Entao ha numeros nao 
nulos bed tais que 2 c„x" converge para x = b e diverge para x = d. Portanto o conjunto 
S = {x | 2 c„x" converge} nao e vazio. Pelo teorema precedente, a serie diverge se |x > \d\, 
de modo que | jc | =£ d para todo x E S. Isso diz que | d \ e um limite superior para o conjunto 
S. Assim, pelo Axioma da Completude (veja a Secao I 1.1), S tern um limite superior mini mo R. 
Se \x\ > R, entao x S. portanto 2 c„x" diverge. Se | x < R. entao | x \ nao e um limite su¬ 
perior S e assim ha b E S tal que b > \x\. Como b E .S', 2 c„b" converge, de modo que pelo 
teorema precedente 2 c„x n converge. 


“3—Teorema Para uma serie de potencias 2 c n (x — a)", ha somente tres possibilida- 
des: 

1. A serie converge apenas quando x = a. 

2. A serie converge para todo x. 

3. Existe um numero positivo R tal que a serie converge se x — a < Re diverge se 
I x — a I > R. 


DEMONSTRAQAO Se fizermos a mudan§a de variaveis u = x — a, entao a serie de potencias se 
torna 2 c„u" e podemos aplicar o teorema anterior a esta serie. No caso 3, temos convergen¬ 
cia para \u \ < R e divergencia para \u \ > R. Assim, temos convergencia para 
| x — a | < R e divergencia para | x — a \ > R. 


Teorema de Clairaut Suponha que/esteja definida em um disco D que contenha o 
ponto (a, b ). Se as funqoes f xy e f yx forem ambas continuas em D , entao 

fxy(a, b) =f yx (a, b). 


SECAO 14.3 
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DEMONSTRAQAO Para pequenos valores de h, h 0, considere a diferen^a 

A{h) = lf( a + h, b + h) — f(a + h, b )] — \f(a, b + h) — f(a, b )] 

Observe que, se fizermos g(x) = /(x, b + h) — /(x, b ), entao 

A (h) = g(a + h) - g{a) 

Pelo Teorema do Valor Medio, existe um numero c entre a e a + h tal que 

g(a + h) - g(a) = g'(c)h = h\f x (c, b + h) - f x (c, b )] 

Aplicando o Teorema do Valor Medio de novo, desta vez para f x , obtemos um numero d en¬ 
tre b e b + h tal que 

f x {c, b + h) - f x {c , b) = f xy (c, d)h 
Combinando essas equacoes, obtemos 

A(/?) = h 2 f xy (c, d) 

Se h —> 0, entao (c, d) —> ( a , b), de modo que a continuidade de f xy em (a, b ) fornece 

\(h) , , , , 

lim 2 = lim f xy (c,d) = f xy {a,b) 

/i—>0 h Z (c, d) —> (a, b) 


Analogamente, escrevendo 

A (h) = [/(a + h, b + h) — f(a, b + h)\ — \f{a + h, b ) — /(a, £>)] 
e usando o Teorema do Valor Medio duas vezes e a continuidade de f yx em (a, b), obtemos 

A (A) 


lim ■ 

h-*o h~ 


= /v.v(a, b) 


Segue que f xy (a, b ) = f yx {a, b ). 


|~8~| Teorema Se as derivadas parciais f x e f, existirem perto de ( a , b) e forem continuas 
em (a, b), entao/e derivavel em (a, A). 


DEM0NSTRAQA0 Seja 

Az = /(a + A-r, b + Ay) — /(a, b ) 


SECAO 14.4 


De acordo com (14.4.7), para demonstrar que/e derivavel em (a, /?), devemos mostrar que po- 
demos escrever A z na forma 


A z = f x {a, b) Ax + f y (a, b ) Ay + ei Ax + s 2 Ay 

onde ei e e 2 —> 0 quando (Ax, Ay) —> (0, 0). 

Observando a Figura 4, escrevemos 


[T] Az = [ f{a + Ax, b + Ay) - /(a, + Ay)] + [/(a, 6 + Ay) - /(a, fo)] 



(a + Ax, b + Ay) 
(u, b + Av) | 


(a, ft + Av) 


FIGURA 4 
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Observe que a funcao de uma unica variavel 

g(x) = f{x, b + Ay) 

esta definida no intervalo [a, a + Ax] e g\x) = fjx, b + Ay). Se aplicarmos o Teorema do 
Valor Medio a g, obtemos 

g(a + Ax) — g(a) = g'(u) Ax 

onde u e algum numero entre a e a + Ax. Em termos de/, esta equacao se torna 

f{a + Ax, b + Ay) — f(a, b + Ay) = f x (u, b + Ay) Ax 

Isso nos da uma expressao para a primeira parte do lado direito da Equagao 1. Para a segunda 
parte, tomamos h{y) = f(a, y). Entao h e uma funcao de uma unica variavel definida no in¬ 
tervalo \b, b + Ay] e h'{y) = f y (a, y). Uma segunda aplicagao do Teorema do Valor Medio en¬ 
tao da 

h(b + Ay) — h(b) = h'{v) Ay 

em que v e algum numero entre b e b + Ay. Em termos de/, isso se torna 

f(a, b + Ay) - f(a, b) = f y (a, v) Ay 

Agora, substitufmos essa expressao na Equacao 1 e obtemos 

A z = ffu, b + Ay) Ax + f y {a, v) Ay 

= f x {a, b) Ax + \f x (u, b + Ay) - f x (a, b)\ Ax + f y (a, b) Ay 
+ [fy(a, v) - f y (a, b)] Ay 
= f x (a, b) Ax + f y (a, b) Ay + ei Ax + 62 Ay 
onde ei = f x (u, b + Ay) — f x (a, b) 

£2 =f y (a,v) ~ f y (a, b) 

Como ( u , b + Ay) —> ( a , b ) e (a, v) —> ( a , b ) quando (Ax, Ay) —» (0, 0) e uma vez que f x e f y 
sao contfnuas em (a, b), vemos que e, —> 0 e s 2 —> 0 quando (Ax, Ay) —> (0, 0). 
Portanto,/e derivavel em (a, b). 


0 Logaritmo Definido como uma Integral 

Nosso tratamento das fundoes exponencial e logantmica ate agora fundamentou-se em nossa 
intuicao, que e baseada na evidencia numerica e visual. (Veja as Secoes 1.5, 1.6 e 3.1.) Aqui, 
usaremos o Teorema Fundamental do Calculo para dar um tratamento alternativo que fornece 
uma fundamenta 5 ao mais solida para estas funcoes. 

Em vez de comegarmos com a x e definir log,, x como sua inversa, desta vez come 5 amos 
pela definicao de In x como uma integral e entao definimos a fungao exponencial como sua 
inversa. Voce deve ter em mente que nao usamos nenhuma de nossas definigoes e resultados 
previos relativos a funcoes exponencial e logantmica. 

0 Logaritmo Natural 

Primeiro, definimos In x como uma integral. 


|T| Definicao A funcao logaritmo natural e a funcao definida por 

fx 1 

In x = 1 — dt x > 0 
Ji t 
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A existencia dessa fungao depende do fato de a integral de uma fungao contfnua sempre 
existir. Se x > 1, entao In x pode ser interpretada geometricamente como a area sob a hiper- 
bole y = 1/fde t = la t = x. (Veja a Figura 1.) Para x = 1, temos 

ri 1 

In 1 = —dt = 0 
Ji t 

Para 0 < x < 1, In x = f — dt = — f — dt < 0 

Ji t Jx t 

e assim In x e o oposto da area mostrada na Figura 2. 



EXEMPLO 1 


(a) Comparando areas, mostre que \ < In 2 < 4 . 

(b) Use a Regra do Ponto Medio com n = 10 para estimar o valor de In 2. 

SOLUgAO 

(a) Podemos interpretar In 2 como a area sob a curva y = \/t de 1 a 2. Da Figura 3, vemos 
que esta area e maior que a area do retangulo BCDE e menor que a area do trapezio ABCD. 
Assim, temos 



\ • 1 < In 2 < 1 • ^(l + §) 

(b) Se usarmos a Regra do Ponto Medio com f(t) = 1 /t,n = 10 e At = 0,1, obtemos 
In2= \ 2 -dt~ (0,1)[/(1,05) +/(1,15) + ••• + /(1,95)] 

J 1 t 

1 


= ( 0 , 1 ) 


1 1 

- ~f~ - + 

1,05 1,15 


1,95 


0,693 



FIGURA 3 


Observe que a integral que define In x e exatamente o tipo de integral discutida na parte 1 do 
Teorema Fundamental do Calculo (veja a Segao 5.3). De fato, usando aquele teorema, temos 


e, entao, 


0 


dr* 1 1 

— —dt = — 
dx Ji t x 


d , 1 

— (In x) = — 
dx x 


Agora, usamos esta regra de derivagao para demonstrar as seguintes propriedades sobre a 
fungao logaritmo. 


|~3~| Propriedades dos Logaritmos Se x e y forem numeros positivos e r for um numero 
racional, entao 

1. In (xy) = In x + In y 2. In( — ) = In x — In y 3. ln(x r ) = r In x 

\y/ 

DEM0NSTRAQA0 

1 . Seja fix) = In (ax), onde a e uma constante positiva. Entao, usando a Equagao 2 e a Regra 
da Cadeia, temos 

, Id,, 1 1 

/ W = — — (ax) -- a = — 

ax dx ax x 

Portanto, f(x ) e In x tern a mesma derivada e devem entao diferir por uma constante: 
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ln(ax) = In x + C 

Colocando x = 1 nesta equagao, obtemos In a = In 1 + C = 0 + C = C. Logo, 

ln(ax) = In x + In a 

Se agora substituirmos a constante a por qualquer numero y, temos 

ln(xy) = In x + In y 

2. Usando a Propriedade 1 com x = \/y, temos 

1 /1 \ 

In-1- In v = lnl — • y I = In 1 =0 

y \y / 

1 

e assim In — = — In y 

y 

Usando a Propriedade 1 novamente, temos 

(x\ ( l\ 1 

In — I = In \ x • — = In x + In — = In x — In y 

\y/ \ y) y 

A dcmonstracao da Propriedade 3 sera deixada como exercfcio. 


Para tracarmos o grafico de y = In x, primeiro determinamos seus limites: 


(a) lim In x = oo 

(b) lim lnx = — 00 

x —>00 





DEM0NSTRAQA0 

(a) Usando a Propriedade 3 com x = 2 e r = n (onde n e um inteiro positivo arbitrario), te¬ 
mos ln(2") = n In 2. Agora In 2 > 0, portanto isso mostra que ln(2") —» °o quando n 

Mas In x 6 uma funcao crescente, ja que sua derivada \/x > 0. Portanto In x —»■ 00 quando 

X —> oo. 

(b) Se tomarmos t = \/x, entao t —> 00 quando x —> 0 + . Logo, usando (a), temos 

( 1 

lim In x = lim In — 

x~*o+ f->» y t 

Se y = In x, x > 0, entao 


= lim (—In f) = — c 



dy_ 

dx 


= - > 0 


x 


fy_ 
dx 2 



o que mostra que In x e crescente e concava para baixo em (0, °°). Juntando esta informagao 
com 


4 , tra^amos o grafico de y = In x na Figura 4. 


Como In 1 = 0 e In x e uma fungao continua crescente que assume valores arbitrariamente 
grandes, o Teorema do Valor Intermediario mostra que existe um numero no qual In x assume 
o valor 1. (Veja a Figura 5.) Esse numero importante e denotado por e. 


FIGURA 5 


5 Definicao 


e 6 o numero tal que In e = 1. 


Mostraremos (no Teorema 19) que esta definigao e consistente com nossa defin^ao pre¬ 
via de e. 

A Funcao Exponencial Natural 

Como In e uma funcao crescente, ela e injetora e, portanto, tern uma funcao inversa, que de- 
notaremos por exp. Assim, de acordo com nossa definicao de fungao inversa, 
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a 


exp(x) = y 


In y = x 


f-\x)=y <Z=> f(y) = x 


e as equates de cancelamento sao 


m 


exp(lnx) = x e ln(expx) = x 


/“‘(/to) = x 
/(/-■to) = x 


Em particular, temos 


exp(O) = 1 ja que In 1 = 0 
exp(l) = e jaque In e = 1 

O grafico de y = exp x e obtido refletindo o grafico de y = In x em torno da reta y = x. (Veja 
a Figura 6.) O domfnio da exp e a imagem de In, ou seja, (—°°, °°); a imagem de exp e o do- 
mfnio de In, ou seja, (0, °°). 

Se r for qualquer numero racional, entao a terceira propriedade dos logaritmos da 


ln(e r ) = r In e = r. 


Portanto, por 


6 


exp(r) = e r 


Logo, exp(x) = e x sempre que x for um numero racional. Isso nos leva a definir e x , mesmo 
para valores irracionais de x, pela cquacao 



FIGURA 6 


e x = exp(x) 


Em outras palavras, pelas razoes apresentadas, definimos e x como a funqao inversa de In x. 
Nesta notagao, 6 se torna 


8 



e as equagoes de cancelamento [T] 


sao 


9 

e' nx = x x>0 







y 


s 

\n(e x ) = x para todo x 



y = e x 

A fungao exponencial natural fix) = e x e uma das mais frequentes fungoes no calculo e 
em suas aplicagoes, entao e importante estar familiarizado com seu grafico (Figura 7) e suas 

l 


propriedades (que decorrem do rato de que ela e a inversa da runqao logantmica natural). 

0 

1 z 


Propriedades da Fungao Exponencial A fungao exponencial f(x) = e x 6 uma fungao con- 
trnua crescente com domfnio R e imagem (0, °o). Assim, e x > 0 para todo x. Temos tam- 
bem 


FIGURA 7 

A fungao exponencial natural 


lim e x = 0 lim e x = 00 

X —>—00 JC— 

Logo, o eixo x 6 uma assfntota horizontal de fix) = e x . 


Verificamos agora que/tem as outras propriedades esperadas de uma fungao exponencial. 


















pTT| Propriedades dos Expoentes Sc x e v forem numeros naturais e r for um racional, 
entao 

e x 

1. e x+y = e x e y 2 . e x ~ y = — 3. (e x ) r = e rx 

e y 


DEMONSTRAQAO DA PROPRIEDADE1 Usando a primeira propriedade dos logaritmos e a Equagao 
10, temos 


ln(e x e y ) = ln(e A ) + ln(e y ) = x + y = ln(e i+3 ’) 

Como In e uma fungao injetora, segue que e x e y = e x+y . 

As Propriedades 2 e 3 sao demonstradas de modo analogo (veja os Exercicios 6 e 7). Como 
veremos em breve, a Propriedade 3 na realidade vale quando r e qualquer mi mem real. 

Demonstraremos agora a formula de dcrivacao para e x . 


12 



DEMONSTRAQAO A fungao v = e x e derivavel porque ela e a inversa da fungao y = In x, que 
sabemos ser derivavel, com derivada nao nula. Para encontrarmos sua derivada, usamos o me- 
todo da fungao inversa. Seja y = e x . Entao, 1 n v = x e, derivando essa ultima equagao impli- 
citamente com relagao a x, obtemos 

±dy_ = i 

y dx 


Fungoes Exponenciais Gerais 


Sea > 0 e r for qualquer ntimero racional, entao, por |9| e II 


(e^y = 


Portanto, mesmo para um numero irracional x, definimos 


Assim, por exemplo, 


2 V3 = e V3to2 s=e l,20 s= 3;32 

A fungao/(x) = a' e chamada fungao exponencial com base a. Observe que a x 6 positivo para 
todo x porque e x e positivo para todo x. 

A Definigao 13 nos permite estender uma das propriedades de logaritmos. Ja sabemos que 
ln(a' ) = r In a a quando r e racional. Mas se agora permitimos que seja qualquer numero real, 
temos, pela Definigao 13, 


In a' = ln(e rlna ) = r In a 


Logo, 

0 


In a r = r In a para todo numero real r 
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As propriedades gerais dos expoentes seguem da Definicao 13 com as propriedades dos 
expoentes para e x . 


15 Propriedades dos Expoentes Sex ey forem numeros reais e a, b > 0, entao 

1. a x+y = a x a y 2. a x ~ y = a x /a y 3. ( a x ) y = a xy 4. ( ab) x = a x b x 


DEMONSTRAgAO 

1. Usando a Defmigao 13 e as propriedades dos expoentes para e x , temos 


a 


Jt+y , 


= e 


(x+yjlna _ gXYcia + y\&a 

x ln a e y in a = a x a y 


3. Usando a Equagao 14, obtemos 

(, a x y = e yMa * ) = e yxIna = e xylna = a xy 

As demonstragoes restantes sao deixadas como exercfcios. 


A formula de derivagao para as fundoes exponenciais tambem e uma consequencia da De- 
finigao 13: 


16 


d , , 

— (a x ) = a' ln a 
dx 


DEMONSTRAgAO 

— ( a x ) = — (e x,na ) = e x,na — (x ln a) =a x lna 
dx dx dx 

Sea > 1, entao ln a > 0, donde id/dx) a x = a x In a > 0, o que mostra que y = a x e cres- 
cente (veja a Figura 8). Se 0 < a < 1, entao ln a < 0 e, portanto, y = a x e decrescente (veja 
a Figura 9). 



FIGURA 8 y = a x , a> 1 



Funcoes Logari'tmicas Gerais 

Se a > 0 e a 1, entao fix) = a x e uma fungao injetora. Sua funqao inversa e chamada fun- 
gao logaritmica de base aee denotada por log,,. Fogo, 


m 


log,, x = y 


FIGURA 9 y = a x , 0<a<l 


Em particular, vemos que 


log e x = ln x 


As propriedades dos logaritmos sao parecidas com as do logaritmo natural e podem ser de- 
duzidas das propriedades dos expoentes (veja o Exerclcio 10). 

Para derivar v = log„ x, escrevemos a equacao como a y = x. Da Equagao 14, temos 
y ln a = ln x. Portanto, 


log a x = y = 


ln x 
ln a 


Como ln a e constante, podemos derivar da seguinte forma: 


— (logax) 
dx 


1 


d ln x 


dx ln a ln a dx 


(ln x) 


1 


x ln a 
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d_ 

dx 


(log a x) 


1 

x In a 


0 Numero e Expresso Como um Limite 


Nesta secao, definimos e como o numero tal que In e = 1.0 proximo teorema mostra que isto 
e o mesmo que o numero e definido na Secao 3.1 (veja a Equa^ao 3.6.5). 


19 


e = lim (1 + x) l,x 

x ~*0 


DEMONSTRAQAO Seja f(x) = In x. Entao f'(x) = \/x, logo /'(l) = 1. Porem, pela definigao 
de derivada, 


/'(l) 


lim 

h^O 


/(1 + h ) -/( 1 ) 

h 


lim 

x —>0 


/(1 +x) -/(1) 

X 


ln( 1 + x) — In 1 1 ,, 

= lim-= lim — ln(l + x) = lim ln(l + x) l,x 

x ->0 x x —*o x 


Por causa de /'(l) = 1, temos 


lim ln(l + x) ,/x = 1 


Assim, pelo Teorema 2.5.8 e pela continuidade da fun^ao exponencial, temos 
e = e l 2 3 4 = = n m (i + x y/* 


Exercicios 


1. (a) Pela comparagao de areas, mostre que 

5 < ln !> 5 < 12 

(b) Use a Regra do Ponto Medio com n = 10 para estimar In 1,5. 

2. Com referenda ao Exemplo 1 . 

(a) Encontre a equagao da reta tangente a curva y = 1 /t que seja 
paralela a reta secante AD. 

(b) Use a parte (a) para mostrar que ln 2 > 0,66. 

3. (a) Pela comparagao de areas, mostre que 

11 1 11 1 

— + — +•••+ — < ln n<l+ — + — + •••+- 

2 3 n 2 3 n - 1 

4. (a) Comparando areas, mostre que ln 2 < 1 < ln 3. 

(b) Deduza que 2 < e < 3. 


5. Demonstre a terceira propriedade dos logaritmos. [Dica: Co- 
mece mostrando que ambos os lados da equagao tern a mesma de¬ 
rivada.] 

6. Demonstre a segunda propriedade dos expoentes para e* [veja 


0]' 


7. Demonstre a terceira propriedade dos expoentes para e x [veja 

\U\1 __ 

8. Demonstre a segunda propriedade dos expoentes [veja 15]. 


9. Demonstre a quarta propriedade dos expoentes [veja 15 ]. 


10. Deduza as seguintes propriedades dos logaritmos a partir de 15 

(a) log„(.ry) = log fl x + log a y 

(b) log a {x/y) = log a x - \og a y 

(c) log 0 (x v ) =y\og a x 
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Numeros Complexos 


Um numero complexo pode ser representado por uma expressao da forma a + bi, onde a e 
b sao numeros reais e i e um si'mbolo com a propriedade de que 1 2 = —1.0 numero complexo 
a + bi tambem pode ser representado pelo par ordenado (a, b) e desenhado como um ponto 
em um piano (chamado de piano de Argand) como na Figura 1. Assim, o numero complexo 
i = 0 + 1 • i 6 identificado com o ponto (0, 1). 

A parte real do numero complexo a + bi e o numero real a e a parte imaginaria e o nu¬ 
mero real b. Desse modo, a parte real de 4 — 31 e 4 e a parte imaginaria e —3. Dois numeros 
complexos a + bi e c + di sao iguais se a = c c b = d, isto e, se suas partes reais sao iguais 
e suas partes imaginarias sao iguais. No piano de Argand, o eixo horizontal e denominado eixo 
real, ao passo que o eixo vertical e chamado de eixo imaginario. 

A soma e a diferenca de dois numeros complexos sao definidas pela soma ou subtragao de 
suas partes reais e imaginarias: 

(i a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i 



Im 


.2+3/ 

• -4 + 2 i 





i - 




1 0 

—i • 

. 1 

' Re 

-2 - 2/ . 



• 3 - 2/ 






FIGURA 1 

Numeros complexos como 
pontos no piano Argand 


Por exemplo. 


(i a + bi) — (c + di) = (a — c) + (b — d)i 


(1 - i) + (4 + 71) = (1 + 4) + (-1 + 7)1 = 5 + 61 


O produto de dois numeros complexos e definido de forma que as propriedades comutativa e 
distributiva usuais sejam validas: 

(i a + bi)(c + di) = a(c + di) + (bi){c + di) 

= ac + adi + bci + bdi 2 


Uma vez que 1 2 = — 1, isso se torna 

(a + bi){c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i 


EXEMPLO 1 


(-1 + 31)(2 - 51) = (—1)(2 - 51) + 31(2 - 51) 


-2 + 51 + 61 - 15(—1) = 13 + 111 


A divisao entre numeros complexos se parece muito com a racionalizacao do denomina- 
dor de uma expressao racional. Para um numero complexo z = a + bi, definimos seu com¬ 
plexo conjugado como z — a — bi. Para encontrarmos o quociente de dois numeros com¬ 
plexos, multiplicamos o numerador e o denominador pelo complexo conjugado do 
denominador. 


EXEMPLO 2 


-1 +31 

Expresse o numero ——— 7 — na forma a + bi. 


2 + 51 

SOLUCAO Multiplicamos o numerador e o denominador pelo complexo conjugado de 2 + 51, 
isto e, 2 — 51, e levamos em conta o resultado do Exemplo 1: 


-1 + 31 _ -1 + 31 2-5 i _ 13 + 111 _ 13 U_ . 

2 + 51 ~ 2 + 51 ’ 2 - 51 ~ 2 2 + 5 2 _ 29 + 29 ' 

A interpretaqao geometrica do complexo conjugado encontra-se na Figura 2+ea refle- 
xao de z no eixo real. Uma lista das propriedades do complexo conjugado e apresentada a se- 
guir. As dcmonstracoes seguem da defini^ao e serao pedidas no Exercicio 18. 


Propriedades dos Conjugados 

Z + w = z + w zw = zw F = z" 


i 


z = a + hi 

0 

—i 


Re 



z = a — bi 


FIGURA 2 
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O modulo, ou valor absoluto, \z | de um numero complexo z — a + bi 6 sua distancia ate 
a origem. Da Figura 3 vemos que se z = a + bi, entao 


|z | = -« ja 2 + b 2 

Observe que 

zz = {a + bi)(a — bi) = a 2 + abi — abi — b 2 i 2 = a 2 + b 2 


FIGURA 3 


e assim 



Isso explica por que o processo de divisao no Exemplo 2 funciona em geral: 


Z _ zw _ ZW 
w ww \w\ 


Como i 2 = — 1, podemos pensar em i como raiz quadrada de — 1. Mas observe que nos 
tambem temos (~i ) 2 = i 2 = — 1 e, portanto, — i tambem e uma raiz quadrada de — 1 . Dize- 
mos que i e a raiz quadrada principal de — 1 e escrevemos = i. Em geral, se c e um 
numero positivo, escrevemos 


!—c = \fc i 


Com essa conven 5 ao, a deducao usual e a formula para as raizes de uma equagao quadratica 
ax 2 + bx + c = 0 sao validas mesmo que b 1 — 4cic < 0: 

—b ± sjb 2 4 ac 


EXEMPLO 3 


Encontre as raizes da equagao x 2 + x + 1=0. 


SOLUfAO Usando a formula quadratica temos 


x = 


■1 ± Vl 2 - 4 • 1 -l±^3 -1±V3 i 


Observamos que as solugoes da equagao no Exemplo 3 sao complexas conjugadas uma da 
outra. Em geral, as solugoes de qualquer equagao quadratica ax 2 + bx + c = 0 com coefi- 
cientes reais a, b e c sao sempre complexas conjugadas. (Se z e real, z, = z, z e sua propria con- 
jugada.) 

Vimos que se permitirmos numeros complexos como solugoes, entao toda equagao qua¬ 
dratica tern solugao. Mais geralmente, e verdade que toda equagao polinomial 

a„x" + dn-ix”- 1 + • • • + aiX + a 0 = 0 


de grau no minimo 1 tern solugao entre os numeros complexos. Esse fato e conhecido como 
Teorema Fundamental da Algebra e foi demonstrado por Gauss. 


Im 


a + bi 



b 




0 

a 

Re 



Forma Polar 

Sabemos que qualquer numero complexo z = a + bi pode ser considerado como um ponto 
(a, b) e que esse ponto pode ser representado em coordenadas polares (r, 0) com r S 5 0. De 
fato. 


a = r cos 6 b = r sen 6 

como na Figura 4. Portanto, temos 


FIGURA 4 


z = a + bi = (r cos 6) + (r sen 9)i 
Assim, podemos escrever qualquer numero complexo z na forma 
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z = r( cos8 + i send) 


onde 


= \z | = V « 2 + b 2 


b 

tg 9 = ~ 

a 


O angulo 0 e chamado argumento de z e escrevemos 0 = arg(z). Observe que arg(z) nao e 
unico; quaisquer dois argumentos de z diferem entre si por um multiplo inteiro de 2tt. 


EXEMPLO 4 


Escreva os numeros a seguir na forma polar. 

(a) z = 1 + i (b) w = ij3 - i 

SOLUgAO 

(a) Temos r = \z\= y/l 1 + l 2 = y/2 e tg 0 = 1, entao podemos tomar 0 = 7 t/4 . 
Por conseguinte, a forma polar e 


Z = ^2 ( cos-f i sen — 


(b) Aqui temos r = \ w \ = V3 + 1 = 2etg0 = — 1/ ^/3. Como w esta no quarto quadrante, 
tomamos 0 = — 77/6 e 


w = 2 


cos| -y j + i sen( -y 


Os numeros jew estao mostrados na Figura 5. 

A forma polar dos numeros complexos nos da uma nova perspectiva da multiplicacao e da 
divisao. Sejam 

Zi = ri(cos0i + i sen0i) z 2 = r 2 (cos0 2 + i sen0 2 ) 
dois numeros complexos escritos na forma polar. Entao 
Z 1 Z 2 = nr 2 (cos0i + i sen0i)(cos0 2 + i senP 2 ) 

= rir 2 [(cos 0 i cos 0 2 — sen 0 i sen 0 2 ) + i(sen 0 i cos 0 2 + cos 0 i sen 0 2 )] 
Portanto, usando as formulas de adicao para seno e cosseno, temos 


m 


Z 1 Z 2 = r l r 2 [cos(0 I + 0 2 ) + i sen(0i + 0 2 )] 


Essa formula nos diz que para multiplicar dois numeros complexos, multiplicamos os modu- 
los e somamos os argumentos (veja a Figura 6 ). 

Um argumento similar do uso de formulas de subtragao para seno e cosseno mostra que, 
para dividirmos dois numeros complexos, dividimos os modulos e subtraunos os argumentos. 



FIGURA 5 



FIGURA 6 


— = — [cos( 0 i — 0-j) + i sen( 0 ! — 0 2 )] 

Z 2 T 4 0 

Z 2 r 2 



Em particular, tomando zi = 1 e z 2 = z (e, portanto, 0 t = 0 e 0 2 = 0), temos o seguinte, que 
esta ilustrado na Figura 7. 



FIGURA 7 
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FIGURA 8 


EXEMPLO 5 


Encontre o produto dos numeros complexos 1 + / e — i na forma polar. 
SOLUQAO Do Exemplo 4, temos 


l+i = Jl ( cos- 1 - i sen — 

' 4 4 


e V3 - i = 2 

Portanto, pela Equagao 1, 

(1 + 0(73 - i) = 2-72 


77 \ / 77 

cos, --l+isenl-- 


77 77 \ ( 77 77 

cos-+ i sen- 

4 6 V 4 6 


= 2 72 cos-h i sen — 

\ 12 12 

Isso esta ilustrado na Figura 8. 

O uso repetido da Formula 1 mostra como calcular as potencias de um numero complexo. 
Se 

z = r(cos6 + i sen0) 

entao z 2 = r 2 { cos 26 + i sen 29) 

e z 3 = zz 2 = r 3 (cos 36 + i sen 30) 

Em geral, obtemos o seguinte resultado, cujo nome e uma homenagem ao matematico fran¬ 
cos Abraham De Moivre (1667-1754). 

|~2~| Teorema de De Moivre Se z = rfcos 6 + i sen 6) e n for um inteiro positivo, entao 
z" = [r(cos0 + i sen0)]" = r"(cos n6 + i sen nd ) 

Isso nos diz que para obtennos a n-esima potencia de um numero complexo, elevamos a 
n-esima potencia o modulo e multiplicamos o argumento por n. 

Encontre (5 + ^i) 10 . 

3LUQA0 Como \ + \i = \(\ + i), segue do Exemplo 4(a) que \ + \i tem a forma polar 

1 1 \[2 ( 77 77 

-1- i = - cos-1- i sen — 

2 2 2 V 4 4 


Portanto, pelo Teorema de De Moivre, 


1 1 V 0 / 72 V 0 / 1077 1077 

-1-/ =1- cos-h i sen- 

2 2/ \ 2 \ 4 4 


2 s ( 577 577 \ 1 

— 7 T cos-h i sen- = — i 

2 10 \ 2 2/32 


O Teorema de De Moivre tambem pode ser usado para achar as n-esimas raizes dos nu¬ 
meros complexos. Uma n-esima raiz de um numero complexo z e um numero complexo w tal 
que 

w" = z 
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Escrevendo esses dois numeros na forma polar com 

w = s(cos cf> + i sen <f>) e z = r(cos6 + i send) 
e usando o Teorema de De Moivre, obtemos 

j"(cos n<f) + i sen n<p) = r(cos 9 + i sen 0) 

A igualdade desses dois numeros complexos mostra que 

s n = r ou 5 = r l,n 

e cosn(f> = cos 6 e senn<f) = senO 

Do fato de que seno e cosseno tem periodo 27 t segue que 


Logo, 


n<f> = 0 + 2kzr 

9 + 2kir 


ou (/) = 


9 + 2k 77 


cos 


+ i sen 


9 + 2kir 


Uma vez que essa expressao resulta em valores diferentes de w para k = 0, 1,2, 
temos o seguinte. 


, n — 1, 


3 Raizes de um Numero Complexo Seja z — r(cos 9 + i sen 9) e seja n um inteiro po- 

9 + 2kzr 


sitivo. Entao z tem as n raizes n-esimas distintas 

9 + 2kir 


w k = r l,n 


cos 


+ i sen 


onde k = 0,1,2,... ,n — 1. 


Observe que cada uma das raizes n-esimas de z tem modulo ui k — r l/n . Assim, todas as 
raizes H-esimas de z estao sobre a circunferencia de raio r' !n no piano complexo. Tambem, uma 
vez que o argumento de cada uma das raizes n-esimas excede o argumento da raiz anterior por 
27 r/n, vemos que as raizes n-esimas de z, sao igualmente espagadas sobre essa circunferencia. 


EXEMPLO 7 


Encontre as seis raizes sextas de z = — 8 e represente-as no piano complexo. 


S0LUCA0 Na forma trigonometrica, z = 8(cos 7r + i sen tt). Aplicando a Equacao 3 com 
n = 6, obtemos 

,/J 7r + 2kiT 7 t + 2kir 

w k = 8 '1 cos-b i sen- 

\ 6 6 

Obtemos as seis raizes sextas de — 8 fazendo k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 nesta formula: 


Wo 


8 1/6 ( cos — + i sen — ) = ^2 ( ——b — i 


W\ 


8 1/6 ( cos — + i sen — ) = y/2 i 


W2 


= 8 1/6 


cos ■ 


-b i sen-) = \j2 ( — H- i 


5tt 


5tt 


+ (-ir-r) 
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Im 



—\[2i w * 


FIGURA 9 

As seis raizes sextas de z = — 8 


Poderiamos ter escrito o resultado do 
Exemplo 8(a) como 

e" +1=0 

Essa equagao relaciona os numeros mais 
famosos de toda a matematica: 0, 1, e, i 
e ir. 


= 8 1 / 6 


W 4 = 8 


377 377 

cos-h z sen- 

2 2 


II 77 II 77 

w 5 = 8 ' | cos —;-E i sen 


= ~yfli 

= V2 

V 2 2 


Re 


6 6 

Todos esses pontos estao sobre a circunferencia de raio \fl, como mostrado na Figura 9. 


Exponenciais Complexas 

Precisamos tambem dar um significado para a expressao e z quando z = x + iy for um numero 
complexo. A teoria das series infinitas desenvolvida no Capftulo 11, no Volume II, pode ser 
estendida para o caso onde os termos sao numeros complexos. Usando a serie de Taylor para 
e x (11.10.11) como guia, definimos 


4 


*■-2 Vi + z + fr + 

„=0 n\ 2! 



e resulta que essa funcao exponencial complexa tern as mesmas propriedades que a funcao ex- 
ponencial real. Em particular, e verdade que 


0 


Se fizermos z = iy, onde y 6 um numero real, na Equacao 4, e usarmos o fato de que 


obtemos 


i 2 = — 1, i l = i 2 i = —i, / 4 = 1, z' 5 = i, ... 

(iy) 2 ( iy) 3 (iy) 4 (iy) 5 

e ,y = 1 + iy + —- + + • • ■ 

2! 3! 4! 5! 


2 34 ^ 

1 4- ■ y ■ r , y ,.. r . 

1 + zy —-z-1-h z- + • ■ • 

7 2! 3! 4! 5! 


1 3,2 + 3,4 3,6 + | , 1 y 3 , y 5 

2! 4! 6! / V 7 3! 5! 


= cos y + z sen y 

Usamos aqui as series de Taylor para cos y e sen y (Equates 11.10.16 e 11.10.15). O resul¬ 
tado e a famosa formula denominada formula de Euler: 


E 


e‘ y = cos y + i sen y 


Combinando a formula de Euler com a Equaqao 5, obtemos 


m 


e x+,y = e x e' y = e x (cosy + i sen y) 


EXEMPLO 8 


Calcule: 


(a) e‘ 


(b) e -‘ +, V2 


SOLUfAO 

(a) Da Equaciio de Euler [6], temos 

e m = cos 77 + i sen 77 = — 1 + i (0) = — 1 

(b) Usando a Equacao 7, obtemos 


-l+iV/2 = -it “ 


e ‘ ’= e 1 1 cos — + i sen — I = — [0 + z(l)] = — 
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Finalmente, observamos que a equacao de Euler nos fornece um meio mais facil de de- 
monstrar o Teorema de De Moivre: 

[r(cos0 + i send)]" = ( re ' e )" = r n e me = r"(cos nO + i sennO) 


Exercicios 


1-14 Calcule a expressao e escreva 

1. (5 - 6 i) + (3 + 2i) 

3. (2 + 50(4 - 0 

5. 12 + li 

1 + 4 i 

7. - 

3 + 2 i 


sua resposta na forma a + bi. 
2. (4 — \i) — (9 + fi) 

4. (1 - 20(8 - 30 
6. 2i{\ - i ) 


11. 0 

13. 7^25 


12 . i m 
i4. 


Determine o complexo conjugado e o modulo do numero dado. 
15. 12 - 5 i 16. -1 + 2 72 i 

17. -M 


33—3 Determine as potencias indicadas usando o Teorema de De Moi¬ 
vre. 


33. (1 + O 20 34. (l - 73i) 5 

35. (273 + 2 if 36. (1 - if 


37-40 Determine as raizes indicadas. Represente as raizes no piano 
complexo. 

37. As raizes oitavas de 1. 

38. As quintas raizes de 32. 

39. As raizes cubicas de i. 

40. As raizes cubicas de 1 + i. 


41-46 Escreva o numero na forma a + bi. 


41. 

e" /2 

42. e 2m 

43. 

e‘ V3 

44. e 

45. 

e 2+ " 

46. e” +i 


18. Demonstre as seguintes propriedades dos numeros complexos: 

(a) z + w = z + w (b) zw = z w 

(c) z" = z", onde n e um inteiro positivo 
[Dica: Escreva z = a + bi, w = c + di.\ 

19-2 Determine todas as solugdes da equacao. 

19. 4x * 2 * + 9 = 0 20. x 4 = 1 

21. x 2 + 2x + 5 = 0 22. 2x 2 - 2x + 1 = 0 

23. z 2 + z + 2 = 0 24. z 2 + 7 + i = 0 

25-2 Escreva o numero na forma polar com o argumento entre 0 e 277. 
25. -3 + 3 i 26. 1 - 73"*' 

27. 3 + 4i 28. Si 

29-32 Determine a forma polar para zw, z/we 1/z colocando primeiro 
zeitna forma polar. 

29. z = 73 + i, w = 1 + 73" i 

30. z = 473" — 4i, w = 8 i 

31. z = 273" ~ 2i, w = — 1 + i 

32. z = 4(73 + ('), w = -3 - 3 i 


47. Use o Teorema de De Moivre com n = 3 para expressar cos 36 e 
sen 36 em termos de cos 6 e sen 6. 

48. Use a formula de Euler para demonstrar as seguintes formulas 
para cos x e sen x\ 

e“ + <?““ e“ - e~ ix 

cos x = - sen x = - 

2 2 i 

49. S eu(x) = f(x) + ig(x) for uma fungao com valores complexos de 
uma variavel real x e as partes real e imaginaria f(x) e g(x) forem 
fungoes derivaveis de x, entao a derivada de 11 esta definida como 
u'(x) =f'(x) + ig'{x). Associe isso a Equacao 7 para demonstrar 
que F(x) = e rx , entao F'(x) = re"quandor = a + bi forum nu¬ 
mero complexo. 

50. (a) Se u for uma fun^ao a valores complexos de uma variavel real, 

sua integral indefinida j u{x) dx e uma primitiva de u. Calcule 

| e {1+i)x dx 

(b) Considerando a parte real e a imaginaria da integral da parte 
(a), calcule as integrals reais 

e x cos x dx e j e x sen x dx 

(c) Compare com o metodo usado no Exemplo 4 da Segao 7.1. 
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Respostas para os Exercicios Imp a res 


CAPITULO 9 

EXERCICIOS 9.1 

3. (a) 5,-1 5. (d) 

7. (a) Deve ser 0 ou decrescente 
(c) v = 0 (d) y = l/(x + 2) 

9. (a) ()</>< 4 200 (b) P > 4 200 

(c) P = 0, P = 4 200 

13. (a) III (b) I (c) IV (d) II 

15. (a) No intcio; permanece positivo, mas decresce 



EXERCICIOS 9.2 



(b) y = 0,5, y = 1,5 

3. Ill 5. IV 









Oil 



^ \ V \ 

V/y 

'Id 


11 



-2«c«2; -2, 0,2 


19. (a) (i) 1,4 (ii) 1,44 (iii) 1,4641 



Subestima 


(c) (i) 0,0918 (ii) 0,0518 (iii) 0,0277 

Parece que o erro tambem caiu pela metade (aproximadamente). 

21. -1,-3,-6,5,-12,25 23. 1,7616 

25. (a) (i) 3 (ii) 2,3928 (iii) 2,3701 (iv) 2,3681 

(c) (i) -0,6321 (ii) -0,0249 (iii) -0,0022 (iv) -0,0002 

Parece que o erro tambem foi dividido por 10 (aproximadamente). 


27. (a), (d) 



(b) 3 

(c) Sim; 0 = 3 
(e) 2,77 C 


EXERCICIOS 9.3 _ 

I. y = Kx, y = 0 3. y = V3y +3 ln| x I + K 

5. \ y 2 — cos y = \x 2 + | x A + C 

7. e\y - 1) = C - \ e- ? 9. p = Ke fl ^ , ~ 1 

II. >> = -Vx 2 + 9 13. u = -Vf 2 + tgr + 25 

15. \f+\$ + f)™=\x>Ux-\*+*t 2 

4 a 

17. y — -j^sen x — a 

19. y = e? a 21. y = Ke x -x- 1 

23. (a) sen _1 ;y = x 2 + C 

(b) y — sen(.Y 2 ), — Vrr/2 x =£ Vtt/ 2 (c) Nao 


l 



vV/2 


-2 


-Vir/2 


0 
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25. cos y = cos x — 1 



27. (a) 


' i i i i iii 
1 1111 1 
'/iii 
>//;/// 

' / / /y /y 

■ II 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 

11111 

7/ / III / 
'/////; 





'/////J 
'///// 
<1111 
<1111 

1 1 I 1 1 1^ 

^7 // / / , 

’ III / II / 
////// 
//////) 
ll 1 1 1 1 1 


(b ) v = 


K — x 


29. v = Cx 2 



31. x 2 — y 2 = C 



33. _y = 1 + e 2 -** 12 35. y = (Ir 2 + 2) 2 

37. Q(t) = 3 - 3e~ 4 '; 3 39. P(t) = M - MeM 

4 


41. (a) x = a — 


(b) t = 


(,kt + 21'taf 


k4a — b 


tg“ 


a — b 


tg 


b — x 
a — b 


43. (a) C(0 = (Co - r/k)e- kl + r/k 

(b) r/k\ a concentragao se aproxima de r/k independentemente do 
valor de Co 

45. (a) 15e~' /10 ° kg (b) 15<r a2 = 12,3 kg 
47. Cerca de 4,9% 49. g/k 

51. (a) U = KL\ (b) B = KV °' 0794 
53. (a) clA/dt = k^A(M - A) (b) A(t) = Ml 


Ce ^fh _ j \ 2 


. „ 'Jm + Vao , 

onde C = —p=-e A 0 = A(0) 

VM - VAo 


Ce 


,'lMkt 


+ 1 


EXERCICIOS 9.4 

1. (a) 100; 0,05 (b) onde P esta proximo de 0 ou 100; na reta P 

= 50; 0 < Po < 100; P 0 > 100 
(c) 



As solu§oes aproximam-se de 100; algumas crescem, outras decres- 
cem; algumas tern ponto de inflexao, outras nao; as solugoes com 
P 0 = 20 e Pa = 40 tern pontos de inflexao em P = 50 
(d) P = 0, P = 100; as outras solugoes se afastam de P = 0 e se apro- 
ximam de P = 100 

3. (a) 3,23 X 10 7 kg (b) = 1,55 ano 

5. 9 000 

7. (a) dP/dt = 2 g 5 P( \ ~ PI 100), P em bilhoes 

(b) 5,49 bilhoes (c) Em bilhoes: 7,81, 27,72 
(d) Em bilhoes: 5,48, 7,61, 22,41 

7. (a) dy/dt = ky( \ — y) (b) y = 

(c) 15:36 

13. PAD = 1 578,3(1,0933)' + 94.000; 

32.658,5 

PAD = -4— + 94.000 

1 + 12,75e -0,1706 ' 

130 000 


iVo 


yo+ (1 - yo)e 



■ 


/ 



by 


P 




(em milhares) 

y =c 



‘Pe 

0 



, . 

90 000 



1960 

1980 

2000 

= k 


t (anos) 

m 


m 


15. (a) P(t) = — 

+ 

Po - — 

e h (b)/ 

k 


k l 



(c) m = kP 0 , m > kP 0 (d) Diminuindo 

17. (a) Os peixes sao capturados em uma taxa de 15 por semana. 

(b) Veja a parte (d). (c) P = 250, P = 750 

0 < P 0 < 250: P -h> 0; 
Po = 250: P —» 250; 
P 0 > 250: P —> 750 



onde k = jj, — ^ 
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0<P„< 200:7^0; 
Po — 200: P —> 200; 
Po > 200: P^ 1000 


(O P{t) 


m(M - Po) + M(P 0 - m)e iM ~ mWM) ‘ 

m — p 0 + (Po — 


21. (a) P{f) — 7V <i/r,[sen<r ' < H + sen *] (b) Nao existe 


5. (a) A populagao de coelhos comega em cerca de 300, aumenta 
ate 2 400, e entao decresce de novo para 300. A populagao de rapo- 
sas comega em 100, decresce para cerca de 20, aumenta para cerca de 
315, decresce para 100, e o ciclo comega novamente. 



EXERCICI0S 9.5 

I. Sim 3. Nao 5. y = x 2 In Ixl + Cx 2 
7. y = x — 1 + Ce x 9. y = § ~Jx + C/x 

II. y = f senQr 2 ) dx + C 13 _ = ? + 2t + 2C 

sen x 2 it + 1) 

113 

15. y — — ln.r-b — 17. u = — t 1 + t 3 

x xx 2 


19. v 
21 . y 


—x cos x — X 
ix — 1 )e* + C 


I 2 \-in 

25. y = ± \Cx 4 + - 

\ 5x / 

27. (a) 7(t) = 4 - 4<’- 5 ' 


C= 3 C= 3 



(b) 4 — 4e~ m ~ 1,57 A 


29. 2(0 = 3(1 - e- 4 '), lit) 
31. P(f) = M + Ce k ' 


= 12e- 4 ' 



33. y = |(100 + 2 1 ) - 40 000(100 + 2rr 3/2 ; 0,2275 kg/L 


35. (b) mg/c 
37. (b) P(0 = 


(c) (mg/c)\t + (m/c)e a/m ] — m 2 g/c 2 

1 ~ 

1 + 


EXERCICI0S 9.6 

1. (a) x = predadores, y = presas; o crescimento e restrito somente 

aos predadores, que se alimentam somente de sua presa. 

(b) x = presas, y = predadores; o crescimento e restrito pela capaci- 
dade de suporte e pelos predadores, que se alimentam apenas da presa. 
3. (a) Competigao 
(b) (i) x = 0, y = 0: zero populagoes 

(ii) x = 0, y = 400: Na ausencia de uma populagao x, a populagao y 
estabiliza em 400. 

(iii) x = 125, y = 0: Na ausencia de uma populagao v, a populagao x 
estabiliza em 125. 

(iv) x = 50, y = 300: Ambas as populagoes sao estaveis. 



11. (a) As populagoes estabilizam em 5.000. 

(b) (i) W = 0, 7? = 0: Zero populagoes 

(ii) W = 0, R = 5.000: Na ausencia de lobos, a populagao de coelhos 
e sempre de 5 000. 

(iii) W = 64, R = 1 000: Ambas as populagoes sao estaveis. 

(c) As populagoes estabilizam em 1 000 coelhos e 64 lobos. 



CAPITUL0 9 REVISA0 

Teste Verdadeiro-Falso 

1. Verdadeiro 3. Falso 5. Verdadeiro 7. Verdadeiro 


Exercicios 



(b) 0 c =£ 4; y = 0, y = 2, y = 4 








































APENDICES 


(b) 0,75676 

(c) y = x e y = — x; ha um max loc ou min loc 
5. y = (\x 2 + Qe - " 1 

7. y = ± Vln(x 2 + 2x 3 ' 2 + C) 

9. r(t) = 5e'~' 2 11. y = \x (In x) 2 + 2x 13. x = C - \f 

2 000 

15. (a) P(t) = -; « 560 (b) t = -10 In fj « 33,5 

1 + 19e-°' lf 57 

17. (a) L{i) = L» - [L» - L(0)]e- fa (b) L(l) = 53 - 43e-°' 2 ' 

19. 15 dias 21. k In h + h = ( -R/V)t + C 

23. (a) Estabiliza em 200.000 

(b) (i) x = 0, _y = 0: Zero populates 

(ii) x = 200 000, y = 0: Na ausencia de passaros, a popula§ao de in- 
setos e sempre 200 000. 

(iii) x = 25 000, y = 175: Ambas as populates sao estaveis. 

(c) As popula^oes se estabilizam em 25 000 insetos e 175 passaros. 

(d) 



25. (a) y = (1 Ik) cosh kx + a — Ilk ou 
y = (1 Ik) cosh kx — (1 Ik) cosh kb + h (b) (2 Ik) senh kb 

PROBLEMAS QUENTES 




11 . (a) x 2 + y 2 = l,x> 0 


(b) 


y 

l 



7. 20 °C 




13. (a) y = 1/x, y > 1 

(b) 

i'll 

9. (b)/(x) = 

— - — \l In — (c) Nao 





4L ‘ \LJ 



\ 

11. (a) 9,5 h 

(b) 2 700 tt ~ 8 482 m 2 ; 471 m 2 /h (c) 5,5 h 



\ 


13. x 2 + (v - 6) 2 = 25 
15. y = K/.x, K ^ 0 




CAPITUL0 10 

EXERCICI0S 10.1 





15. (a) y = 2 In x + 1 (b) y 


of i x 


17. (a) y 2 — x 2 = 1, v 1 



19. Move-se em sentido anti-horario ao longo do cfrculo 
(x - 3) 2 + (y - l) 2 = 4 de (3, 3) para (3,-1) 

21 . Move-se 3 vezes em sentido horario em torno da elipse 
(x 2 /25) + (y 2 /4) = 1, come^ando e terminando em (0, —2) 
23. Esta contida no retangulo descrito por 1 =Sx^4e2=S 
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— 7T 


31. (b) x = -2 + 5t, y = 7 - 8f, 0 =£ t =s 1 

33. (a) a: = 2 cos t, y = 1 — 2 sen t, 0 =£ t =£ 2tt 

(b) a = 2 cos t, y = 1 + 2 sen /, 0 =£ t =£ 6 tt 

(c) a = 2 cos t, y = 1 + 2 sen t, tt/2 =S f 3ir/2 

37. A curva y = a m e gerada em (a). Em (b), somente a por§ao com 
a 0 e gerada, e em (c) obtemos somente a por^ao com a > 0. 

41. x = a cos 6,y = b sen 6\ ( xr/a 2 ) + (y 2 /b 2 ) = 1, elipse 



45. (a) Dois pontos de intersecijao 



-4 


(b) Um ponto de colisao em ( — 3, 0) quando t = 3-7r/2 

(c) Ainda existent dois pontos de intersec^ao, mas nenhum ponto de 
colisao. 

47. Para c = 0, existe unta cuspide; para c > 0, existe uma volta cujo 
tamanho aumenta a medida que c aumenta. 




49. As curvas seguem aproximadamente a reta y = x, e elas comeijam 
tendo voltas quando aa, estaentre 1,4e 1,6 (mais precisamente quando 
a > \2). As voltas aumentam de tamanho a medida que a cresce. 


51. A medida que n aumenta, o numero de oscilagoes aumenta; a e 
b determinant o peso e a altura. 

EXERCICIOS 10.2 

1. 2f + I 3. y = —x 5. y = 7 ta + tt 2 

t cos t + sen t 


7. y = 2a + 1 
9. y ~\x 


20 



11 . 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 


lt+ 1 , — . t < 0 13. e- 2, (l - t), e~ 3, (2t - 3), t > I 

2 1 4f 3 

— | tg ?, — \ sec 3 t, tt/2 <t< 3tt/ 2 
Horizontal em (0, —3), vertical em (± 2, —2) 

Horizontal em (|, — 1) e (—j, 1), sem vertical 
(0,6, 2); (5 • 6-® 5 , e 6 ” 175 ) 

25. y = a, y = —a 



27. (a) d sen 6l(r — d cos d ) 

31. 33. 3 — e 

37. j' 2 V2 + 2e- 2 ‘ dt « 3,1416 
39. r 4 ^ V 5 - 4 cost dt = 26,7298 
43. \ a/2 + \ ln(l + a/2) 

45. V2 (e 77 - I) 


29. (|, f), (-2, -4) 
35. 2TTA 2 + W 2 

41. 4a/2 - 2 


8 



47. 16,7102 


1.4 



49. 612,3053 51. 6a/2, a/2 
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55. (a) 



-15 


t g [0, 4tt\ 


(b) 294 

57. 2-rrt cos f Vf 2 + 1 dt ~ 4.7394 

59. J‘27r(f 2 + l)e'Ve 2, (f + l) 2 (f 2 + It + 2) dt « 103,5999 

61. M57r(247 Vl3 + 64) 63. f ira 2 

65. y-ir(949 V26 + 1) 71. 4 

EXERCICIOS 10.3 



(b) 



(2, 7tt/3), (-2, 4tt/3) (1, 5tt/4), (-1, tt/4) 

(c) 



(1, 377/2), (-1, 577/2) 


( 1 , '”■) 


0 



(- 1 , 0 ) 




(V2, -V2) 

5. (a) (i) (2V2, 7w/4) (ii) (-2^2, 3w/4) 
(b) (i) (2, 2 tt/ 3) (ii) (-2, 5rr/3) 




13. 2^3 15. Cfrculo, centro O, raio 2 

17. Cfrculo, centro (1,0), raio 1 

19. Hiperbole, centro O, focos no eixo x 

21. r = 2 cossec 0 23. r = l/(sen 0 — 3 cos 0) 

25. r — 2c cossec 0 27. (a) 0 = tt/ 6 (b) x = 3 
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53. (a) Para c < — 1, a volta interna comeija em 6 = sen -1 (— 1/c) e 
termina em 6 = tt — sen -1 ( — 1/c); para c > 1, come§a em 
6 = i r + sen -1 (— 1/c) e termina em 0 = 2tt — sen -1 ) — 1/c). 

55. a/3 57. —17 59. 1 

61. Horizontal em (3/V2, ir/4),(—3/V2, 3 tt/4); vertical em (3, 0), 
(0, 77/2) 

63. Horizontal em (§, 77 / 3 ), (0, 77) [o polo], e (§, 577 / 3 ); vertical em 
(2, 0), (i 277/3), (i 477/3) 

65. Centro (b/2, a/2), raio Va 2 + b 2 /2 


67. 



69. 



71. 



73. Pela rota^ao em sentido anti-horario pelo angulo 77 / 6 , ir/3 ou a 
em tomo da origem 

75. Para c = 0, a curva e um clrculo. A medida que c cresce, o lado 
esquerdo fica mais achatado, entao tem uma "covinha" 0,5 < c < 1, 
uma cuspide para c = 1, e uma volta para c > 1 . 


EXERCICI0S 10.4 

1. 77 5 /10 240 3. I 


5. 77 2 




13. ?77 




17. |t7 19.^77 21. 77 — I V3 23. ^77 + 5 V3 

25. 4V3 - 577 27. 77 29. J, 77 — |V 3 31. \ it - 1 

33. 1 - \ v/2 35. | (77 + 3v/3) 


37. (|, 77 / 6 ), (§, 577 / 6 ) e o polo 

39. (1, 6) onde 6 = 77 / 12 , 577 / 12 , 13t7/12, 17t 7/12 e (-1, 6) onde 

6 = 777/12, 1177/12, 1977/12, 2377/12 

41. (| v/3, 77 / 3 ), () a/3 , 277 / 3 ) e o polo 

43. Intersec^ao em0« 0.89, 2,25; area = 3,46 


49. 



51. 2,4221 53. 8,0091 

55. (b) 277(2 - a/2) 

EXERCICI0S 10.5 

1 . ( 0 , 0 ), ( 0 , l),y=-l 


3. (0, 0), (-5, 0), x = 5 



5. (—2, 3), (—2, 5), y = 1 



7. (-2, -1), (-5, ~l),x= 1 




11. (±3,0), (±2,0) 


13. (0, ±4), (±2, a/3) 



15. (1, ±3), (1, ±a/5) 
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19. (0, ±5); (0, ±V34); y = ± | jc 


(0,n/34) 

y=P 

(0, 5)' 

\ 

\ 

\ 

/ 

/ 

/ 

/ 

(3,5) 

(0,-5). 

/ 

/ 

\ 

\ 

\ 

N 

X 

(0.-V34) 

X 

\ 

V=-i» 



27. Elipse, (±V2, 1), (±1, 1) 

29. Hiperbole (0, 1), (0, -3); (0, -1 ± V5) 

31. y 2 = 4x 33. f = - 12(x +1) 35. y - 3 = 2(x - 2) 2 

x 2 y 2 x 2 (v — 4) 2 

25 21 12 16 


41. 


(x+l) 2 . (y - 4) 2 


12 


16 


x 2 y 2 

= 1 43.-— = 1 

9 16 


45. 


(v - l) 2 (x + 3) 2 


25 


39 


= 1 47. 


x!__f_ 

9 36 


= 1 


x 2 y 2 

49. -+ ^ 


= 1 


3 763 600 3 753 196 

Ulx 2 Illy 2 

51. (a)---=- =1 (b) « 248 mi 

1 500 625 3 339 375 

55. (a) Elipse (b) Hiperbole (c) Sem curva 
59. 15,9 

61. -— + ab ln(-] onde c 2 = a 1 + b 2 

a \b + c ) 

63. (0, 4/ir) 

EXERCICIOS 10.6 


1. r = 


2 + cos 9 


3 . r = 


6 


5. /• = 


1 — sen 6 


7. r = 


2 + 3 sen 8 

4 

2 + cos 8 


9. (a) j (b) Elipse (c) y = — 1 
(d) 


(4, w/2) 



11. (a) 1 (b) Parabola (c)y=l 

(d) 



13. (a) | (b) Elipse (c) x = \ 



15. (a) 2 (b) Hiperbole (c)„y= —§ 



17. (a)2,y = ~\ 



-2 
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19. A elipse e quase circular quando e 
esta proximo de 0 e se torna mais alon- 
gada conforme e —» 1". Em e = 1, a 
curva se torna uma parabola. 


25. 


2,26 X 10 s 

r = - 

1 + 0,093 cos 8 



27. 35,64 AU 29. 7.0 X 10 7 km 

CAPITULO 10 REVISAO 

Teste Verdadeiro-Falso 

1. Falso 3. Falso 

Exercicios 

1 . x = y 2 - 8y + 12 



5. x = t, y = V7; x = f 4 , y = t 2 ; 
x = tg 2 1, y = tg t, 0 =£ t < tt!2 





cos 8 + sen 8 


31. 3,6 X 10 s km 

7. Falso 9. Verdadeiro 

3. y = 1/x 



(b) (3^2, 3 tt/4), 
(-3V2, 7tt/4) 




0.75 

19. 



5. Verdadeiro 


21. 2 23.-1 

1 + sen t 1 + cos t + sen t 0 , /n 3 ^ 

T~ 7’ TT - “ Z7 ' \8 ’ 4l 

1 + cos t 


25 


(1 + cos ?) 3 
29. Tangente vertical em 
a, ± \ V3 a), (—3a, 0); 
tangente horizontal em 
(a, 0), (— \ a, ±1 a/ 3 a) 


31. 18 33. (2. 

37. 2(5a/5 - 1) 



2^ItT 2 + 1 — V47T 2 + 1 . / 2tt + \ ,! 4l7- 2 + 1 

39.-b In 


277 \ 77 + V77 2 + 1 

41. 471,29577/1,024 

43. Todas as curvas tern a assfntota vertical x = 1. Para c < —1, a 
curva e arqueada para a direita. Em c = — 1, a curva e a reta x = 1. 
Para — 1 < c < 0, e arqueada para a esquerda. Em c = 0 ha uma cus- 
pide em (0, 0). Para c > 0, ha uma volta. 

45. (±1, 0), (±3, 0) 47. (-|, 3), (-1,3) 



y* 


■ 

-H.3) 

0 

X 


51. 


53 , *- + (By - 399)3 = ! 


25 


160 801 


y 2 x 2 

72/5 8/5 

55. r = • 


= 1 


3 + cos 1 


57. (a) Em (0, 0) e (§, |) 

(b) Tangentes horizontais em (0, 0) e (a/2, Vi); tangentes verticais t 



(g)l 


PROBLEMAS QUENTES 

1 . In(77/2) 3. [- |V3, |V3] X [-1, 2] 

CAPITULO 11 

EXERCICIOS 11.1 

Abrevia^oes: C, convergente; D, divergente 

1. (a) Uma sequencia e uma lista ordenada de numeros. Ela tambem 
pode ser definida como uma funjao cujo domrnio e o conjunto dos in- 
teiros positivos. 

(b) Os termos a„ tendem a 8 quando n se torna grande. 

(c) Os termos a„ se tornam grandes quando n se torna grande. 

-.43^^ _ 1_1_ J__1_1_ 3 _1 1 

5> 5> 17> 13 S - 5> 25> 125> 625; 3125 '■ 4, 2 , 2; 8; 

9. 1, 2, 7, 32, 157 11. 2, \, ,, |, 13. a„ = \l{2n - l) 


0.75 


40 
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15. a n = — 3(— f)"- 1 17. a„ = (- l)" +L 


n + 1 


19. 0,4286, 0,4615, 0,4737, 0,4800, 0,4839, 0,4865, 0,4884, 

0,4898, 0,4909, 0,4918; Sim; \ 

21. 0,5000, 1,2500, 0,8750, 1,0625, 0,9688, 1,0156, 0,9922, 

1,0039, 0,9980, 1,0010; Sim; 1 

23. 1 25. 5 27. 1 29. 1 31. D 33. 0 

35. D 37. 0 39. 0 41. 0 43. 0 45. 1 

47. e 2 49. In 2 51. tt/2 53. D 55. D 

57. 1 59. i 61. D 63. 0 

65. (a) 1060, 1123,60, 1191,02, 1262,48, 1338,23 (b) D 
67. (a) P„ = l,08P„-i - 300 (b) 5734 

69. - 1 < r < 1 

71. Convergente pelo Teorema da Sequencia Monotona; 5 =£ L < 8 
73. Decrescente; sim 75. Nao monotona; nao 
77. Decrescente; sim 

79. 2 81. \ (3 + V5) 83. (b) [ (1 + V5) 

85. (a) 0 (b)9, 11 

EXERCICI0S 11.2 

1. (a) Uma sequencia e uma lista ordenada de numeros enquanto uma 
serie e a soma de uma lista de numeros. 

(b) Uma serie e convergente se a sequencia das somas parciais for uma 
sequencia convergente. A serie e divergente se ela nao for convergente. 

3. 2 

5. 1, 1,125, 1,1620, 1,1777, 1,1857, 1,1903, 1,1932, 1,1952; C 
7. 0,5, 1,3284, 2,4265, 3,7598, 5,3049, 7,0443, 8,9644, 11,0540; D 
9. -2,40000,-1,92000, i 


-2,01600, -1,99680, 
-2,00064, -1,99987, 

0 

f 

R} 

N 


R} 


-2,00003, -1,99999, 
-2,00000, -2,00000; 


convergente, soma = —2 




-3 



11. 0,44721, 1,15432, 

10 



1,98637, 2,88080, 


r 



3,80927, 4,75796, 





5,71948, 6,68962, 





7,66581, 8,64639; 



R} ■ 


divergente 

0 


• R) 






13. 0,29289, 0,42265, 

1 




0,50000, 0,55279, 
0,59175,0,62204, 

0,64645, 0,66667, 

0,68377, 0,69849; 


r 

R} . . 

R 

convergente, soma = 1 


V i i 

R} 

_I_I_I_I_ 

* • J 


15. (a) C (b) D 17. D 19. f 21. 60 23. ' 

25. D 27. D 29. D 31. f 33. D 35. D 


37. D 39. D 41. e/(e - 1) 43. \ 45. ’ 6 ' 47. e - 1 

49. (b) 1 (c) 2 (d) Todos os numeros racionais com uma re- 

presentagao decimal terminante, exceto 0. 

51. | 53. 1 55. 5063/3 300 

57. —— 59. — 1 < x < 5;- 

5 1 + 5x 5 — x 


61. x > 2 ou x < —2;- 63. x < 0;- 

x — 2 l — e* 


65. 1 67. a\ = 0, a„ =-para n > 1, soma = 1 

n(n + 1) 


69. (a) 157,875 mg; ,g ( I - 0,05") (b) 157,895 mg 

71. (a) S„ = D(l ~ — (b) 5 73. ^(V3 - 1) 

1 — c 

1 

77. - 79. A serie e divergente. 

n(n + 1) 


85. (i„) esta ligada e e crescente. 

, - 1 2 1 2 7 8 , 

87. (a) 0, q, q, 2 , q, Q, 1 


89. (a) 


9> 9> 3> 3> 9’ 9 > 

1 5 23 H9 # (n + !)!—! 


2 ’ 6 > 24 > 120 ’ 


(n + 1)! 


(0 1 


EXERCICI0S 11.3 



3. D 5. C 7. D 9. D 11. C 13. D 
15. C 17. C 19. C 21. D 23. C 25. C 

27. /nao e positivo nem decrescente. 

29. p > 1 31. p < — 1 33. (1, oo) 

35. (a) ^ (b) - £ 

37. (a) 1,54977, erro =S 0,1 (b) 1,64522, erro =S 0,005 

(c) 1,64522 comparado com 1,64493 (d) n > 1 000 

39. 0,00145 45. b < 1/e 

EXERCICI0S 11.4 

I. (a)Nada (b) C 3. C 5. D 7. C 9. D 

II. C 13. C 15. D 17. D 19. D 21. C 

23. C 25. D 27. C 29. C 31. D 

33. 1,249, erro < 0,1 35. 0,0739, erro < 6,4 X lO^ 8 

45. Sim 


EXERCICI0S 11.5 

1. (a) Uma serie cujos termos sao alternadamente positivos e negati¬ 
ves (b) 0 < b „+1 =£ b„ e lim„^oo b„ = 0, onde b„ = |a„| 
(c) \R„\ « b „+1 

3. C 5. C 7. D 9. C 11. C 13. D 15. C 
17. C 19. D 21. -0,5507 23. 5 25. 4 

27. —0,4597 29. 0,0676 31. Uma subestimativa 

33. p nao e um inteiro negativo 35. { b„} nao e decrescente 

























A68 


CALCULO 


EXERCICIOS 11.6 


Abreviagoes: AC, absolutamente convergente; CC, condicionalmente 


convergente 
1. (a) D (b) C 

3. AC 5. CC 
15. AC 17. CC 

27. AC 29. D 

35. (a)e(d) 


(c) Pode convergir ou divergir 

7. AC 9. D 11. AC 13. AC 
19. AC 21. AC 23. D 25. AC 
31. D 33. AC 


39. (a) ^ = 0,68854, erro < 0,00521 
Cb) n 3= 11,0,693109 

45. (b) f ( ~ 1) " ; 2 ( ~ 1} " 

"- 1 n In n n=1 n 


EXERCICIOS 11.7 

1. C 3. D 5. C 7. D 9. C 11. C 
13. C 15. C 17. C 19. C 21. D 23. D 

25. C 27. C 29. C 31. D 

33. C 35. D 37. C 

EXERCICIOS 11.8 

1 . Uma serie da forma 2 ?=o c„(x — a)”, onde x 6 uma variavel e a e 

c„ sao constantes 

3. 1, (-1, 1) 5. 1, [-1, 1) 

7. 00 , (- 00 , 00 ) 9. 2, (-2, 2) 11. 

13. 4, (-4, 4] 15. 1, [1,3] 17. f, [—f, -y] 

19. 00 , (- 00 , 00 ) 21. b,(a~b,a + b ) 23. 0, {^} 

25. |, [|, 1] 27. oo, (- 00 , 00 ) 29. (a) Sim (b) Nao 

31. k k 33. Nao 

35. (a) ( — oo,oo) 



-2 s, s 3 s 5 


37. (-1, l),/(x) = (1 + 2x)/(l - x 1 ) 41. 2 

EXERCICIOS 11.9 

1. 10 3. I (-1)"X»,(-1, 1) 5.2 V — 7 —-.p 1 , (—3, 3) 

71= 0 71 =0 3 W+1 


7. s (-1)" 


9«+i 


ii. 2 

71=0 


(-ir 1 - 


,(-3,3) 9. 1+22*", (-1,1) 


+,(-1, 1) 


13. (a) | ( — 1 )"(n + l)x",77 = 1 

71 = 0 

(b) 7 S (-l)"(n + 2)(«+ l)x",77 = 1 

(c) — § (~l) n n(n - l)x n , R = 1 

2 71 = 2 

15. In 5 - f —,7? = 5 
»=i n5" 


17. 2 ( — l)"4"(n + l)x" +1 , 7? 

n=0 


19. I 


n = 3 


n — 2 
2" -1 


x",R = 2 


l 

4 


21 . 2 (-l)" 

n=0 


1 

16" +1 


x 2n+ \R = 4 



00 Oy27I+l 

23. 2 —- • 77 = 1 

2 // + 1 



00 #8n+2 

25. C + 2 - -, 77 = 1 


"=° 8 // + 2 




,77 = 1 


27. C+ 2 (“I)"' 

" =1 n(n + 3) 

29. 0,199989 31. 0,000983 33. 0,19740 

35. (b) 0,920 39. [-1, 1], [-1, 1), (-1, 1) 

EXERCICIOS 11.10 

1. b s =/®(5)/8! 3. 2 (ti + 1) *", 77 = 1 

oo 71=0 

5. 2 (» + 1)+, 7? = 1 

n=0 


7. 2 ( — 1 )” - x 2n+l , 77 = oo 

»=o (2/i + 1)! 

9. 2 ^^-+,77 = oo 11. V 


, 77 = oo 


«=o n! «=o ( 2n + 1 )! 

13. -1 - 2(x - 1) + 3(x - l) 2 + 4(x - l) 3 + (x - l) 4 , 77 = oo 

15. In 2 + | (“ !)" +1— ~(* - 2) n , 77 = 2 
n=i n 2" 

oo 2v 6 

17. 2 - 3)", 7? = oo 

n =0 n \ 

19. f (— l)" +1 “r~ (x — n) 2 " , 7 ? = oo 
*=o ( 2 n)! 

a. i -1, -1 3 ' 7 . s - i 

4 "= 2 4 "■//! 

27. | (—l)" (n + 1)( ” + 2) x", 7? = 2 

n =0 2” +4 


JC 2 ” +1 , R = CO 


29. 2 (-1)" — 

"=o (2// +1)! 


oo ?" + 1 

31. 2 --— 7? = oo 

"=° n ! 
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33. f (-1)"- y 4 " +1 ,7? = oo ( °’ 

X 

f 

ll 

II 

II 

E-? 

t 6 

■=o 2 1 '\2n)\ 







35. 1 y + f ( 1)" 1 ‘ 3 ‘ 5 . {2n ~ 11 y 2 ' 1+1 , R ~ 2 

7T 

0,7071 

1 

0,6916 

0,7074 

0,7071 

2 n=1 //!2 3 " +1 

4 






® 2 2,1-1 „ 







37. 2 (— D" +1 - Y 2 ". R = 00 







»=i (2/i)! 


0 

1 

-0.2337 

0,0200 

-0.0009 

» 1 

2 






39. 2 (-D"- y 4 ”. R — 00 

IT 

-1 

1 

-3,9348 

0,1239 

-1,2114 

»= 1 (2n)l 








1.5 



» =1 (n — 1 )! 



43. 0,99619 
45. (a) 1 + 2 

n= 1 


1 - 3-5 . (2n - 1 ) ^ 

2"n\ 


(b) y + f 

n= 1 


1 - 3-5 . (2n - 1 ) ^ +1 

( 2 /i + l) 2 "n! 


47. C + E (-1)" ---. 

»=° (6/i + 2)(2//)! 


7 ? = 00 


49. C + 2 (-1)"- y 2 ", R = oo 

»=i 2/i(2n)! 


51. 0,0059 53. 0,40102 55. \ 57. ]20 

59. 1 - | y 2 + if x 4 61. 1 + jx 2 + j^x 4 63. e-' 4 

65. In | 67. 1/V2 69. e 3 - 1 


(c) A medida que n cresce, T„(x ) e uma boa aproximagao para/(Y) em 
um intervalo cada vez maior. 

3. \ — \(x — 2) + l(x — 2) 2 — — 2) 3 


2 



- 1.1 


7. {x-l)-\{x-lf+\{x- l ) 3 



-4 


9. y — 2y 2 + 2y 3 


EXERCICI0S 11.11 

1. (a) T 0 {x) = 1 = Ti(x), T 2 (x) = 1 - 5 y 2 = T 3 (x), 
r 4 ( y) = 1 - 5 y 2 + ^ .y 4 = r s (Y), 

7 (( y ) = 1 — 2 31 ' 2 5 “ 24 - 1 ‘ 4 — 720 -* 6 




A/ “4 
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-.-3 i A ,.2 i 



13. (a) 2 + \(x - 4) - 6 4 (x - 4 ) 2 (b) 1,5625 X 1(T S 

15. (a) 1 + |(jc — 1) — \{x - l) 2 + ^(x ~ l) 3 (b) 0,000097 

17. (a) 1 + \x 2 (b) 0,0014 

19. (a) l + x 2 (b) 0,00006 21. (a) x 2 -^ 4 (b) 0,042 

23. 0,17365 25. Quatro 27. -1,037 < x < 1,037 

29. — 0,86 < x < 0,86 31. 21m, nao 

37. (c) Eles diferem em cerca de 8 X 10 -9 km. 

CAPITULO 11 REVISAO 

Teste Verdadeiro-Falso 

I. Falso 3. Verdadeiro 5. Falso 7. Falso 9. Falso 

II. Verdadeiro 13. Verdadeiro 15. Falso 17. Verdadeiro 
9. Verdadeiro 21. Verdadeiro 


Exercicios 

1. | 3. D 5. 0 7. e n 9. 2 11. C 13. C 

15. D 17. C 19. C 21. C 23. CC 25. AC 

27. 29. rr/4 31. e~' 35. 0,9721 

37. 0,18976224, erro < 6,4 X 10“ 7 


41. 

45. 


4, [-6, 2) 43. 0,5, [2,5, 3,5) 


(-D" 

Z n=0 


1 

(2n)! 


7r 

6 / 


+ 


£ 


(2 n + 1)! 


77 \2 

6 / 


47. 2 (-l)"V +2 ,7? = 1 49. In4— — ,R = 4 

n=o 71=1 n4" 


51. V (-1)" — 2 - .R = oo 

"=° (2n +1)! 

S3 . i + j 1 5 9 ;;-; <4 „- 3 V ..-i6 


55. C + In \x\ + f 


x " 


n=i n ■ n\ 


57. (a) 1 + |(x - 1) — | (x — l) 2 + ,' 6 (x - l) 3 
(b) i .5 fc) 0,000006 



59. -i 

PROBLEMAS QUENTES 

1. 151/5! = 10 897 286 400 

3. (b) 0 se x = 0, (1/x) — cotg ,r se x ¥= kir, k inteiro 
5. (a) s„ = 3 • 4", l n = 1/3", p„ = 4"/3“-‘ (c) |V3 


CAPITULO 12 

EXERCICIOS 12.1 

1. (4, 0,-3) 3. C; A 

5. Um piano vertical que 
intercepta o piano xv na 
reta y = 2 — x, z — 0 


7. (a) \PQ\ = 6 , | £?/?| = 2-i/TO, I/?/ 2 ! = 6 ; triangulo isosceles 
9. (a) Nao (b) Sim 

11. (x - l ) 2 + (v + 4 ) 4 + (z - 3 ) 2 = 25; 

(x — l ) 2 + (z — 3 ) 2 = 9, y = 0 (um clrculo) 

13. (x - 3 ) 2 (y - 8) 2 + (z ~ l) 2 = 30 
15. (1, 2, -4), 6 17. (2, 0, — 6 ), 9/^2 

19. (b) |, |V94, |V85 
21. (a) (jc - 2 ) 2 + Cv + 3 ) 2 + (z ~ 6) 2 = 36 

(b) (x -2) 2 +(y + 3 ) 2 + (z - 6) 2 = 4 

(c) (v - 2 ) 2 + Cv + 3 ) 2 + (z ~ 6) 2 = 9 

23. Um piano paralelo ao piano yz e 5 unidades a esquerda dele 
25. Um semiespa§o consistindo em todos os pontos a frente do piano 

V = 8 

27. Todos os pontos sobre ou entre os pianos horizontais z = 0 e 

z = 6 

29. Todos os pontos em um circulo com raio 2 com centra no eixo z, 
isto e, contido no piano z = — 1 

31 . Todos os pontos em ou dentro de uma esfera com raio y3 e cen¬ 
tra O 

33. Todos os pontos em ou dentro de um cilindro circular de raio 3 
com eixos no eixo y 

35. 0 < x < 5 37. r 2 < x 2 + y 2 + z 2 < R 2 

39. (a) (2, 1, 4) (b) 



41. 14x — 6v — lOz = 9, um piano perpendicular a AB 
43. 2^3 - 3 
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EXERCICIOS 12.2 

1. (a) Escalar (b) Vetorial (c)Vetorial (d) Escalar 
3. AS = DC, DA = CB, DE = EB, EA = CE 


5. (a) 


u 



(b) 


u + w 



v +w 




V + u + w 


7. c = ^a + )b, d = ^b — 

9. a = <4, 1) 11. a = (3, -1> 



13. a = (2, 0, -2) 


15. a =<5, 2) 




17. (3, 8, 1) 



(3, 8,1) 


< 0 , 8 , 0 )^ y 


19. (2, -18), <1, -42), 13, 10 

21 . -i + j + 2 k, — 4i + j + 9k, Vl4, V82 

23. — i + j 25. g i — 9 j + 9 k 27. 60° 

29. (2, 2V3) 31. =45,96 pes/s, —38,57 pes/s 

33. 100V7 = 264,6 N, =139,1° 

35. 3/1 250 = 35,4 km/h, N8°W 

37. Ti = -196 i + 3,92 j, T 2 = 196 i + 3,92 j 

39. (a) Em um angulo de 43,4° do banco, ascendente 

(b) 20,2 min 

41. ±(i + 4j)/Vl7 43. 0 



47. Uma esfera com raio 1, centralizado em (xo , yo, Zo) 

EXERCICIOS 12.3 


1. (b), (c), (d) sao significativos 3. 14 5. 19 7. 32 

9.-15 11. u • v = u ■ w = — \ 



19. C os- 1 |-^=J = 52° 21. 48°, 75°, 57° 

23. (a) Nenhum (b) Ortogonal 

(c) Ortogonal (d) Paralelo 

25. Sim 27. (i — j — k)/V3 [ou (-i + j + k)/V3] 

29.45° 31. 0° em (0, 0), 8,1° em (1, 1) 

33. f, |,48°, 71°, 48° 

35. 1/3/14, -2/VI4, -3/VT4, 74°, 122°, 143° 

37. 1/V3, 1/V3, 1/V3; 55°, 55°, 55° 39. 4, <-§, f) 

41. 7, \ 49, 49, 49) 43. l/v21, 2 \ 1 21 J + 21 ^ 

47. <0, 0, —23/To ) ou qualquer vetor da forma (s, t, 3s —2VT0 ), 
s,(eR 

49. 144 J 51. 560 cos 20° = 526 J 
53. f 55. cos’ 1 !!/V3) = 55° 


EXERCICIOS 12.4 

1. 16i + 48k 3. 15 i — 3 j + 3 k 5. | i — j + | k 

7. (1 - t) i + (f 3 - t 2 ) k 9. 0 11. i + j + k 


13. (a) Escalar (b) Sem sentido (c) Vetorial 
(d) Sem sentido fe) Sem sentido (f) Escalar 
15. 963/3; na pagina 17. (-7, 10, 8), <7, -10, -8) 


19. 



_ J_ _ 5 _\ /J_ _L 

33/3’ 33/3/’ 333/3’ 33/3’ 



27.16 29. (a) <0, 18, -9) (b) I 3/5 

31. (a) <13,-14, 5) (b)<V390 

33. 82 35. 16 39. 10,8 sen 80° = 10,6 N • m 


41. = 417 N 43. 60° 

45. (b) V97/3 53. (a)Nao (b) Nao (c) Sim 


EXERCICIOS 12.5 

1. (a) Verdadeiro (b) Falso (c) Verdadeiro (d) Falso 
(e) Falso (f ) Verdadeiro (g) Falso (h) Verdadeiro 
(i) Verdadeiro (j) Falso (k) Verdadeiro 
3. r = (2 i + 2.4 j + 3.5k) + f(3i + 2j - k); 
x = 2 + 3 1, y = 2.4 + 2 1, z — 3.5 — t 
5. r = (i + 6k) + r(i + 3j + k); 
x = 1 + t, y = 3/, z = 6 + t 
7. x = 2 + 2f, y = 1 + ^ t, z — —3 — 4t; 

(x - 2)12 = 2y - 2 = (z + 3)/(—4) 
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9. x= - 8 + Ilf,y = 1 - 3t,z = 4; ^--,z = 4 

11 -3 

11. x—l+t,y=— 1 + 2f, z— 1 + t;x — 1 = (y + l)/2 = z — 1 

13. Sim 

15. (a) (x - l)/(-l) = (>• + 5)/2 = (z - 6)/(—3) 

(b)(-l,-1,0),(-| 0,-1), (0,-3,3) 

17. r (0 = (2 i - j + 4 k) + f(2 i + 7 j - 3 k), 0 =s t *£ 1 

19. Desvio 21. (4, -1, -5) 23. -2x + y + 5z = 1 

25. x + 4y + z — 4 27. 5.r — y — z = 7 

29. 6x + 6y + 6z = 11 31. x + y + z = 2 

33. —13* + lly + lz = -42 35. 33jc + lOv + 4z = 190 

37. jc — 2y + 4z = — 1 39. 3x — 8 y — z — —38 

41. 43. 




45. (2,3,5) 47. (2,3, 1) 49. 1,0, -1 

51. Perpendicular 53. Nenhum, cos -1 ^)*® 70,5° 

55. Paralelo 

57. (a) x = 1, y = — t, z — t (b) cos -1 ^^ j *= 15,8° 

59. x = 1, y — 2 = — z 61. x + 2y + z = 5 

63. (j c/a) + ( ylb ) + (zJc) = 1 

65. x = 3f, y = 1 — t, z — 2 — 2f 

67. -P 2 e/>3 sao paralelos. Pi e P 4 sao identicos 

69. V61/14 71. y 73. 5/(2Vl4) 77. 1/V6 

79. 13/(\69) 


EXERGICI0S 12.6 

1. (a) Parabola 

(b) Cilindro parabolico com domfnios paralelos ao eixo z 
(b) Cilindro parabolico com dommios paralelos ao eixo x 
3. Cilindro elfptico 5. Cilindro parabolico 




7. Cilindro hiperbolico 



9. (a) x — k,y 2 — z 1 — 1 — k 2 , hiperbole (k^ ±1); 
y = k, x 2 — z 2 = 1 — k 2 , hiperbole ( k ± 1); 

z — k, x 2 + y 2 = 1 + k 2 , cfrculo 

(b) A hiperboloide e rotacionada de modo que tenha o eixo no eixo y 

(c) A hiperboloide e deslocada uma unidade na direqao negativa y 
11. Paraboloide elfptica com eixo no eixo x 



13. Cone elfptico com eixo no eixo x 



17. Elipsoide 





19. Paraboloide hiperbolico 



y 
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33. x 2 + ^—— + (z ~ 3) 2 = 

4 

Elipsoide com centra (0, 2, 3) 





43. y = x 2 + z 2 45. —Ax = y 2 + z 2 , paraboloide 


47. (a)---+- ! -+--- 

(6 378,137) 2 (6 378,137) 2 (6 356,523) 2 

(b) Cfrculo (c) Elipse 



CAPITULO 12 REVISAO 

Teste Verdadeiro-Falso 

1. Falso 3. Falso 5. Verdadeiro 7. Verdadeiro 9. 
Verdadeiro 11. Verdadeiro 13. Verdadeiro 15. Falso 
17. Falso 19. Falso 21. Verdadeiro 

Exercicios 

1. fa) (x + l) 2 + (v - 2) 2 + (z - l) 2 = 69 

(b) (y - 2?+{z~ l) 2 = 68, x = 0 

(c) Centro (4, — 1, —3), raio 5 

3. u ■ v = 3 V2; |u X v| = 3^2; fora da pagina 
5. -2, -4 7. (a) 2 (b) -2 (c) -2 (d) 0 

9. cos- 1 ^) = 71° 11. (a) (4. -3, 4) (b) V44/2 

13. 166 N, 114 N 

15. x = 4 — 3f, y — — 1 + 2t, z — 2 + 3t 

17. x = —2 + 2t, y = 2 — t, z = 4 + 5t 

19. -4.x- + 3y + z = -14 21. (1, 4, 4) 23. Desvio 

25. x + y + z = 4 27. 22/^26 

29. Plano 31. Cone 




33. Hiperboloide de duas folhas 35. Elipsoide 




37. Ay? + y + z 2 = 16 

PROBLEMAS QUENTES 

1 . (V3 - \) m 

3. (a) (x + 1)/(—2c) = (y- c)/(c 2 - 1) = (z - c)/(c 2 + 1) 
(b) x 2 + y 2 = t 2 + 1, z = t (c) 47 t/3 

5. 20 

CAPITULO 13 

EXERCICIOS 13.1 

1. (-1,2] 3. i+j + k 3. (-1, tt/2, 0) 
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17. r(0 = (t,2t, 3l), 0=£I =S 1; 
x = t, y = 2t, z = 3t, 0 =S t =£ 1 

19. r (t) = (It, - 1+ \t, 1 - It), 0 ss t =£ 1; 
x = \t, y = — 1 + \t, z = 1 ~\t, 0 =£ t =S 1 


21. II 23. V 25. IV 


27. 



29. (0, 0, 0), (1, 0, 1) 



41. r(f) = fi + — l)j + \(f + l)k 


43. r(?) = cos ? i + sen ?j + cos 2t k, 0 =£ t =£ 2tt 
45. x = 2 cos t,y — 2 sen f, z = 4 cos 2 f 47. Sim 

EXERCICIOS 13.2 
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(c) r'(4) = lim 


r(4 + h) — r(4) = 

h 


r'(4) 

I r' (4) | 



(b) r'(0 = <1, 2t) 


(b) r '(f) = cos t i — 2 sen t j 



(b) r'(f) = 2e 2 'i + e'j 


9. r'(0 = (t cos t + sen t, 2t, cos 2 1 — 2 1 sen 2 1 ) 

11. r'(0 = 4e 4 ' k 

13. r'(0 = 2fe' 2 i + [3/(1 + 3f)] k 15. r'(t) = b + 2fc 

\3> 3> 3/ 13. 5 J + 5 k 

21 . <1, 2t, 30), (1/Vl4, 2/Vl4, 3/Vl4), <0, 2, 6?), <60, -6t, 2) 

23. * = 3 + t, y = 2t, z = 2 + 4t 

25. x = 1 — t, y = f, z — 1 — t 

27. r(f) = (3 - At) i + (4 + 30 j +(2 - 60 k 

29. x — t,y = 1 — t,z — 2t 

31. X = 77 — t,y = TT+t, Z — ~TTt 

33.66° 35. 2i-4j + 32k 37. i+j + k 

39. e'i + 0 j + (r In t — Ok + C 

41. 0i + 0j + (f0' 2 -f)k 

47. 2 1 cos t + 2 sen t — 2 cos t sen t 49. 35 

EXERCICIOS 13.3 

1. IOVTo 3. e —e 1 5. ^ (13 M - 8) 7.15,3841 

9. 1,2780 11. 42 

5 + 

15. (3 sen 1, 4, 3 cos 1) 

17. (a)<l/VlO, (-3/Vl0)senr, (3/Vl0) COS t ), 

(0, —cos t, —sen f) (b) 

19. (a) —-— (^2e', e 2 ',—l), —-— <1 - e 2 ', V 2 e', V 2 e') 
e-'+ 1 e 2f + 1 

(b) V2e 2 V(e 2 '+ l) 2 

21. 60/(90 + 40) 3/2 23. ^ 25. ^ VI 


13. r(l(s)) = 5 i + 


(-£*>♦( 


27. 12x7(1 + \6xy n 29. e* 1 x + 2 |/[1 + ixe* + e 1 ) 2 ] 3 ' 2 


31. (- |ln 2, 1/V2); tende a 0 33. (a) P (b) 1,3, 0,7 



39. a e y = fix), b e y = k(x) 

6^4 cos 2 f — 12 cos t + 13 


41. k(0 = 


(17 - 12 cos 0 3 ' 



inteiros multiplos de 2-u 


2 

3> 3’ 


43. 60/(40 + 90) 3/2 
45. l/(V2e<) 47. (|, | 

49. y = 6 x + ir, x + 6 v = 617 
51. (x + f ) 2 + y 2 = t,x 2 + (y - §) 


M-iii) 


16 

9 


5 



53. (-1,-3, 1) 

55. 2x + y + 4z = 7, 6x — 8 y — z = — 3 

63. 2!{f + 4 1 2 + 1) 65. 2,07 X 10 10 A « 2 m 


EXERCICIOS 13.4 

1. (a) l, 8 i - 3,8 j - 0,7k, 2,0i 
2,8i + l, 8 j - 0,3k, 2,8i + 0,8j 
(b) 2,4i - 0,8j - 0,5k, 2,58 

3. v(0 = <-f, 1) 
a(Q = <-l, 0 ) 

| v(01 = Vf 2 + 1 


2,4 j - 0,6k, 
0,4k 



0 * 
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5. v(0 = —3 sen t i + 2 cos t j 
a(0 = —3 cos t i — 2 sen t j 
Iv(01 = V5 sen 2 ? + 4 




11. V2 i + e'j — e 'k, e'j + e 'k, e' + e ' 


13. e'[(cos t — sen f)i + (sen t + cos t) j + (t + l)k], 
e'[—2 sen t i + 2 cos t j + (f + 2 )k], e'Vz 2 + 2/ + 3 

15. v(0 = t i + 2t j + k, r (t) = t 2 + l) i + r 2 j + t k 

17. (a) r(f) = (^t 3 + f) i + (t — sen t + 1) j + — 4 cos 2?) k 



19. t = 4 

21. r(f) = ti - tj + | f 2 k, |v(f)l = V25f 2 + 2 

23. (a) = 3 535 m (b) = 1531m (c) 200 m/s 

25. 30 m/s 27. « 10,2°, « 79,8° 

29. 13,0° < 6 < 36,0°, 55,4° < 0 < 85,5° 

31. (250, -50, 0); 10^93 « 96,4pes/s 

33. (a) 16 m (b) ~ 23,6° rio acima 




35. O caminho esta contido em um cfrculo que esta em um piano per¬ 
pendicular a c com centra em uma reta pela origem na dire^ao de c. 

37. 6 1, 6 39. 0, 1 41. e' - e~\ ^2 

43. 4,5 cm/s 2 , 9,0 cm/s 2 45. t = 1 

CAPITUL0 13 REVISA0 

Teste Verdadeiro-Falso 

1. Verdadeiro 3. Falso 5. Falso 7. Falso 

9. Verdadeiro 11. Falso 13. Verdadeiro 


Exercicios 



(b) r'(r) = i — tt sen tt? j + it cos irt k, 
r "(f) — 7r 2 cos -Trtj — tt 2 sen irt k 

3. r(t) = 4 cos t i + 4 sen t j + (5 — 4 cos t)k, 0 =£ t =£ 2 tt 
5. } i — (2/rr 2 ) j + (21 tt) k 7. 86,631 9. rr/2 

11 . (a) (t 2 , t, 1 )Nt* +P+ 1 

(b) (t 3 + 2r, 1 - t\ -2 1 * - t)Nfi + 5/6 + 6^ + 5f- + 1 

(c) Vf 8 + 5fi + 6Z 4 + 5F+ 1 /(f 4 + r 2 + l) 2 

13. 12/17 M 15. x - 2v + 2 tt = 0 

17. v(0 = (1 + In t) i + j — e - ' k, 

| v(f)| = V2 + 2 In r + (In 0 2 + e' 2 ', a(r) = (I/O i + <r' k 
19. (a) Cerca de 0,8 m acima do chao, 18,4 m do atleta 
(b) ~ 6,3 m (c) —19,1 m do atleta 
21 . (c) —2e^'y d + e~'R 

23. (a) v = coR( — sen wt i + cos ait j) (c) a = —to 2 r 

PROBLEMAS QUENTES 

1. (a) 90°, vlKlq) 

3. (a) — 0,25 m a direita da borda da mesa, — 4,9 m/s 
(b) — 5,9° (c) — 0,56 m a direita da borda da mesa, 

5. 56° 

7. r (u, u) = c + u a + ub onde a = (a 1 , 02 , 03 ), 
b = (bi, bi, bi), c = (ci, C2, C3) 

CAPITUL0 14 

EXERCICIOS 14.1 

1. (a) —27; uma temperature de —15 °C com vento soprando a 
40 km/h da uma sensa^ao equivalente a cerca de —27 °C sem vento. 

(b) Quando a temperature e — 20 °C, qual velocidade do vento da uma 
sensa§ao termica de —30 °C? 20 km/h 

(c) Com uma velocidade do vento de 20 km/h, qual temperature da 
uma sensa§ao termica de —49 °C? —35 °C 

(d) Uma fungao da velocidade do vento que da os valores da sensa- 
§ao termica quando a temperature e — 5 °C 

(e) Uma fungao da temperature que da os valores da sensa^ao ter¬ 
mica quando a velocidade do vento e 50 km/h 

3. — 94,2; a produ^ao anual do fabricante esta avaliada em $94,2 mi- 
lhoes quando 120 000 horas trabalhadas sao gastas e $20 milhoes de 
capital sao investidos. 

5. (a) — 20,5; a area da superffcie de uma pessoa 70 pol. mais alta 
que pesa 160 libras e de aproximadamente 20,5 pes quadrados. 

7. (a) 7,7; um vento de 80 km/h soprando em mar aberto por 15 h 
criara ondas de cerca de 7,7 m de altura. 

(b) / (60, t ) e uma fungao de t que da a altura das ondas produzidas 
por ventos de 60 km/h por t horas. 

(c) /(u, 30) e uma fungao de v que da a altura das ondas produzidas 
por ventos de velocidade v soprando por 30 horas. 

9. (a) 1 (b) [R 2 (c) [—1, 1] 
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11. (a) 3 (b) {(x,y,z)\x 2 + f + z 2 <4,xsz0,ys?0, zs*0},o 

interior de uma esfera de raio 2, centra da origem, no primeiro octante 
13. {(x,y)\y> -x} 



15. l(x,y)\lx 2 + y 2 < 1}, (-», In 9] 


y 

/• 

( 

| x 2 +y 2 = l 

\ 

V o 

) r 

/ 

/ 

i 

_L 

\ 

\ 

1 

1 


17. { (jc, y) | — 1 1,-1 «£ 1} 



y 

i 






-1 

0 


1 a: 


-l 



19. {(x,y)\y5*x 2 ,x^±l) 




27. z = y 2 + 1, 
cilindro parabolico 


29. z = 9 — x 2 — 9 y 1 , 
paraboloide elrptico 


31. z — V4 —Ax 1 + y 1 , 
metade superior da elipsoide 



33. —56,—35 35. 11°C, 19,5°C 37. Ingreme; quase achatado 

39. 41. 





43. (v - 2x) 2 = k 45. y = yfx + k 
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59. (a) C (b) II 61. (a) F (b) I 

63. (a) B (b) VI 65. Farmlia de pianos paralelos 

67. Famflia de cilindros circulares com eixo no eixo x (k > 0) 

69. (a) Translada o grafico de/duas unidades para cima 

(b) Amplia o grafico de/verticalmente por um fator 2 

(c) Reflete o grafico de/em relagao ao piano xy 

(d) Reflete o grafico de/em relagao ao piano xy e a seguir translada-o 
2 unidades para cima 



/parece ter um valor maximo de cerca de 15. Fla dois pontos de ma- 
xirno local, porem nenhum ponto de mlnimo local. 



Os valores da fungao tendem a 0 quando x, y se torna grande; quando 
(x, y) se aproxima da origem,/tende a ±® ou 0, dependendo da di- 
regao de aproximagao. 

75. Se c = 0, o grafico e uma superficie cilmdrica. Para c > 0, as 
curvas de nivel sao elipses. O grafico tem curva ascendente enquanto 
deixamos a origem, e a ingremidade aumenta a medida que c au- 
menta. Para c < 0, as curvas de nivel sao hiperboles. O grafico tem 
curva ascendente na diregao y e descendente, tendendo ao piano xy, 
na diregao x, causando uma aparencia em forma de sela perto de 
(0, 0, 1). 

77. c = -2, 0, 2 79. (b) y = 0,75* + 0,01 

EXERCICI0S 14.2 

1. Nada; Se/for contmua,/(3, 1) = 6 3. — I 

2 

5. 1 7. 7 9. Nao existe 11. Nao existe 

13. 0 15. Nao existe 17. 2 

19. a/3 21. Nao existe 

23. O grafico mostra que a fungao se aproxima de numeros diferen- 
tes ao longo de retas diferentes. 

25. h(x, y) = (2x + 3_y — 6) 2 + 'Jlx + 3 y — 6; 

{(x,y)\2x + 3y > 6) 

27. Ao longo da reta y = x 29. R 2 31. { (x, y) \x 2 + y 1 ^ 1} 
33. {{x,y)\x+y 1 >4} 35. [(x, y, z)| 1 ^+ f + z 2 =s 1} 

37. {(x, y)| (x, _y) ^ (0, 0)} 39. 0 41.-1 



/e contlnua em R 2 

EXERCICI0S 14.3 

I. (a) A taxa de variagao da temperatura quando a longitude varia, 
com a latitude e o tempo fixados; a taxa de varia<jao quando apenas 
a latitude varia; a taxa de varia^ao quando apenas o tempo varia. 

(b) Positiva, negativa, positiva 

3. (a)/r (—15, 30) ~ 1,3; para uma temperatura de — 15 °C e veloci- 
dade do vento de 30 km/h, o mdice de sensagao termica sobe 
para 1,3°C para cada grau de elevagao da temperatura. 
/„(—15, 30) ~ —0,15; para uma temperatura de — 15°C e velocidade 
do vento de 30 km/h, o mdice de sensagao termica cai para 0,15°C 
para cada km/h de aumento da velocidade do vento. 

(b) Positiva, negativa (c) 0 
5. (a) Positiva (b) Negativa 
7. (a) Positiva (b) Negativa 
9. c =/ b =f x ,a=f y 

II. /,(!, 2) = — 8 = inclinaqao de Ci,f y (l, 2) = —4 = inclinagao 
de Ci 
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fix, y) = x 2 y 3 



15. Ux, y) 



17. f x (x, t) = — ire ' sen irx,fi(x, t) = — e 'cos ttx 
19. dzJdx = 20(2x + 3y) 9 , dz/dy = 30(2x + 3v) 9 


21 -Mx,y) 
23. / X (x,y) 


^ 7 ) = 

(ad — fec)y , (be — ad)x 

(cx+dyf ' (cx+dy) 2 


25. 3 „(m, i>) = \Ouv(u 2 v — v 3 )* g v (u, v ) = 5(u 2 — 3v 2 )(u 2 v — v 3 ) 4 


27. dw/da = cos a cos (3, dw/dfi = —sen a sen /3 


29. F x (x, y) = cos(^), F y (x, v) = — cosfe v ) 

31. f x = z — lOxyV,^ = ^ 1 5x 2 y 2 z 4 ,f z = x — 20x 2 y 3 z 3 

33. dw/dx = l/(x + 2y + 3z), dw/dy — 2/(x + 2y + 3z), 
dw/3z = 3/(x + 2y + 3z) 

35. du/dx = y sen _1 (yz), 3w/dy = A' sen _1 (yz) + xyz/V 1 — y 2 z 2 , 
du/dz — xy 2 N 1 — y 2 z 2 

37. h x — 2xy cos (zJt), h y = x 2 cos (zJt), 
h- — (—x 2 y/t) sen (zJt), h, — (x 2 yzJt 2 ) sen (zJt) 

39. du/dxi = XfNx 2 + x; + ■ ■ • + x 2 

41. j 43. \ 45. f x (x, y) = y 2 — 3x 2 y,f y (x, y) = 2 xy — x 3 

47 = 

dx 3y dy 3 z 

49 fe _ n 3z = xz 
dx e z —xy ’ dy e z ~xy 


51. (a )f'(x),g'(y) (b)f'(x + y),f'(x + y) 

53. /„ = 6xy 5 + 24x 2 y,f„ = 15x 2 v 4 + 8 a 3 — ,f yx , f yy = 20x 3 y 3 

55. w m = v 2 /(u 2 + v 2 ) 3 ' 2 , Wuv = — uvKu 2 + v 2 ) 3 ' 2 = w vu , 
w„ v = u 2 /(u 2 + ir) 3/2 


57. z XT = -2x/(l +x 2 ) 2 , z*, = 0 = Zyj, z w = —2y/( 1 +y 2 ) 2 
63. 24xy 2 — 6y, 24x 2 y — 6x 65. (2 x 2 y 2 z 5 + 6 xyz 3 + 2z)e xyz ‘ 
67. 9e r0 (2 sen 9 + 6 cos 9 + r9 sen 9) 69. 4/(v + 2z) 3 , 0 

71. 6yz 2 73. « 12,2, « 16,8, « 23,25 83. R 2 /R 2 

87 01 = _ V~nb dP = 2n 2 a _ nRT 
dP nR ’ dV V 3 (V - nbf 

93. Nao 95. x = 1 + t, y = 2, z = 2 — 2t 99. —2 



(b)/X*,y) 


Xy + 4x 2 y 3 — y 5 
(x 2 + y 2 ) 2 


>/?(•*> y) 


X — 4x 3 y 2 — xy* 
(x 2 + V 2 ) 2 


(c) 0, 0 (e) Nao, uma vez que^y zfyx nao sao contlnuas. 


EXERCICIOS 14.4 


1. z = — 7x — 6y + 5 
5. x + y + z — 0 

7. 


3. x + y — 2z = 0 




15. 1 — try 

6,9914 

23. 2 T + 0,3 H - 40,5; 44,4°C 

25. dz — —2e~ 2x cos 2irf dx — 2Tre~ 2x sen 2irf dt 

27. dm = 5 p*q 3 dp + 3 p 5 q 2 dq 

29. dR = /3 2 cos y da + 2afi cos ydfi — a(3 2 sen y dy 
31. Az = 0,9225, dz = 0,9 33. 5,4 cm 2 35. 16 cm 3 

37. ~ — 0,0165mg; decresce 


39. 


■ 0,059 


41. 2,3% 


43. Ei = Ax, £2 = Ay 


EXERCICIOS 14.5 

1 . (2x + y) cos t + (2y + x)e' 

3. [(x/f) — y sen t]/ V1 + x 2 + y 2 
5. e y,z [2 1 - (x/z) — (2xy/z 2 )] 

7. dz/ds = 2xy 3 cos t + 3x 2 y 2 sen t, 
dz/dt = —2sxy 3 sen t + 3 sx 2 y 2 cos t 
9. dz/ds = t 2 cos 9 cos cf> — 2st sen 9 sen (f >, 
dz/dt = 2 st cos 9 cos cf> — s 2 sen 9 sen <fi 


d? I s 

11. — = e r [t cos 9 - ,- 

ds \ sS 2 + t 2 


sen 9 


dz J „ t 
— = e'l s cos 9 — 1 

dt \ Vi 2 + f 2 


sen 9 


13. 62 15. 7,2 
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^ dll _ dll dx dll dy dll _ dll dx + du dy 

dr dx dr dy dr ds dx ds dy ds 

du _ du dx du dy 

dt dx dt dy dt 


10 d w dw dr t dw ds ^ dw dt 

dx dr dx ds dx dt dx 

dw _ dw dr dw ds dw dt 

dy dr dy ds dy dt dy 


21.85,178,54 23. 2t7,-2t7 

„ r 5 55 2x + v sen x 

“■ 144’ 96’ 144 

cos x — 2y 

2 g 1 + z&y 2 + y 1 + x 4 y 4 — 2xy 
x 2 —2xy — 2x 5 y 3 


3z ’ 3z e z —xy e z —xy 

35. 2°C/s 37. = —0,33 m/s por minuto 

39. (a) 6 m 3 /s (b) 10 m 2 /s (c) 0 m/s 

41. = 0,27 L/s 43. —1/(12^3) rad/s 

45. (a) dzJdr = (dz/dx) cos 6 + (dzJdy) sen 8, 

dz/dO = —(dzJdx)r sen 8 + (dz/dy)r cos 8 

51. 4 rs d 2 zJdx 2 + (4 r 2 + 4s 2 )d 2 zJdx dy + 4rs d 2 z/dy 2 + 2 dzJdy 


EXERCICIOS 14.6 

I. = 0,008 hPa/km 3. = 0,778 5. 2 + 56 /2 

7. (a) Y f(x, y) = (2 cos(2x + 3y), 3 cos(2x + 3y)) 

(b) <2, 3) (c) V3 - § 

9. (a) {e 2 y\ 2xze 2yz , 2xye 2yz ) (b) <1, 12, 0) (c) -f 

II . 4 ~ 13. — 8 /VTo 15. 4/V30 

10 

17.1 19-2/5 21. V65, <1, 8 ) 

23. 1, (0, 1) 25. 1, (3, 6 , -2) 

27. (b) <—12, 92) 

29. Todos os pontos na reta y = x + 1 
31. (a) —40/(3V3) 

33. (a) 32/V3 (b) <38, 6, 12) (c) 25/406 

35 322 39 ™ 

03 . 13 03 . 25 

41. (a)x + ;y + z=ll (b) % — 3 = y — 3 = z — 5 
43. (a) 2x + 3y ± 12z = 24 (b) 

2 3 12 

45. (a) x + y + z = 1 (b) x = y = z ~ 1 



63. x = -1 - 10/, y = 1 - 16/, z = 2 - 12/ 

67. Se u = (a, b) e v = (c, d), entao af x + bf y e cf x + df y sao conhe- 
cidas, portanto resolvemos as equagoes lineares por f x e/ v 


EXERCICIOS 14.7 

I. (a)/tern um mrnimo local em (1. 1). 

(b)/tem um ponto de sela em (1, 1). 

3. Mrnimo local em (1, 1), ponto de sela em (0, 0) 

5. Maximo/(—ll) =11 
7. Pontos de sela em (1. 1), (—1, — 1) 

9. Maximo/(0, 0) = 2, mrnimo/(0, 4) = —30, pontos de sela em 

( 2 , 2 ), (- 2 , 2 ) 

II. Mtnimo/(2, 1) = —8, ponto de sela em (0, 0) 

13. Nenhum 15. Mrnimo / (0, 0) = 0, pontos de sela em 

(± 1 , 0 ) 

17. Mtnimos/(0, 1) =/( tt, —1) =/(2tt, 1) = — 1, pontos de sela 
em (tt/ 2, 0), (3ir/2, 0) 

21. Mmimos/(l, ±1) = 3,/(-l, ±1) = 3 

23. Maximo/(rr/3, tt/3) = 3 V5/2, 

mmimo/(5Tr/3, 5/7/3) = —3y3/2, ponto de sela em (77, 77) 

25. Mmimos/(0, -0,794) « -1,191, 

f(± 1,592, 1,267) » -1,310, pontos de sela (±0,720, 0,259), 

pontos mais baixos (±1,592, 1,267, —1,310) 

27. Maximo/(0,170, -1,215) = 3,197, 
mmimos /(-1,301, -0,549) « -3,145, 

/(l,131, 0,549)= -0,701, 

pontos de sela (-1,301, -1,215). (0,170, 0,549) (1,131, -1,215), 
sem ponto mais alto ou mais baixo 
29. Maximo/(0, ±2) = 4, mrnimo/(l, 0)= —1 
31. Maximo/(±l, 1) = 7, mmimo/(0, 0) = 4 
33. Maximo/(3, 0) = 83, mmimo/(l, 1) = 0 
35. Maximo/(l, 0) = 2, mmimo/(— 1, 0) = —2 
37. 

0 

-1 

Z 

-2 
-3 


39. 2/V3 41. (2, 1, V5), (2, 1, -V5) 43. f, f 

45. 8T/oVi) 47. 3 49. Cubo, comprimento da borda c/12 

51. Base do quadrado de lado 40 cm, altura 20 cm 53. L 3 /(3±/3) 

EXERCICIOS 14.8 

I. =59,30 

3. Sem maximo, mfnimo/(l, 1) =/(—1, — 1) = 2 
5. Maximo/(0, ±1) = 1, mmimo/(±2, 0) = —4 
7. Maximo/(2, 2, 1) = 9, mmimo/(—2, —2, — 1) = —9 
9. Maximo 2/V3, mrnimo —2/V3 

II. Maximo a/3, mini mo 1 
13. Maximo /(i i i 5) = 2, 

1 1 1 1\ t 

mmimo/(— 2 , - 2 > “ 2 . “ 2 ) = “ 2 
15. Maximo/(l, a/2, —a/2) = 1 + 2^2, 
mmimo/(l, -V2, a/2) = 1 - 2^2 
17. Maximo |, mrnimo ^ 

19. Maximo /(3/V2, -3/V2) = 9 + 12 ^2, 

mrnimo/(—2, 2) = — 8 

21 . Maximo/(± I/V 2 , +1/(2 a/ 2)) = e - 1/4 , 

mrnimo/(±1/V2, ±1/(256)) = e~ 1/4 

29-41. Veja os Exercfcios 39-53 na Seqao 14.7. 

43. Mais proximo (^, \, ^), mais longe (—1, —1,2) 

45. Maximo = 9,7938, mrnimo = —5,3506 
47. (a) c/n (b) Quando xy = X 2 = • • • = x„ 
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CAPITULO 14 REVISAO 

Teste Verdadeiro-Falso 

I. Verdadeiro 3. Falso 5. Falso 7. Verdadeiro 9. Falso 

II. Verdadeiro 


Exercicios 

1. {(x,y)\y> -x- 1 } 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


->\ 

X 

-1 

\ 

y = 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 


\ 

\ 





9. j 

11. (a) « 3,5°C/m, -3,0°C/m (b) « 0,35°C/m pela 

Equagao 14.6.9 (A Definigao 14.6.2 da = l,l°C/m.) 

(c) -0.25 

13. f x = 32xy(5y 2 + 2x 2 y) 7 ,f y = (16x 2 + 120y 2 )(5y 3 + 2x 2 y) 7 

15. F a = 2ai + 2 a ln(cr + /3 2 ), F p = 2a ^ 

a 2 + P 2 a 2 + (3 1 


17. S„ = arctg(i ’-fw), S„ = 


v'fw 


S w = 


1 + v 2 w 2-fw (1+ v 2 w) 

19. /„ = 24 xjxy = —2y =f y x,f„ = ~2x 

21 . f a = k(k - l)x k ~ 2 y‘z m Jxy = klx k ^y l ^ 1 z m =f yx , 

= kmx k ~ l y‘z m ~ 1 =fz*,fyy = 1(1 ~ l)x k y‘~ 2 z m , 
f,z = lmx k y‘~'z m ~ 1 = fzy,fzz = m(m - l)x k y'z m ~ 2 

x— l_y + 2_ z — 1 


25. (a) z = 8* + 4y + 1 (b) 

27. (a) 2x - 2y - 3z = 3 (b) 


8 4-1 

x — 2_v+l_z—1 


-4 


-6 


29. (a) x + 2y + 5z = 0 

(b) x = 2 + f, y = — 1 + 2t, z — 5 1 

31. (2, —1), (—2, -|,1) 

33. 60x + y v + f z - 120; 38,656 

35. 2xy 3 (l + 6 p) + 3x 2 y 2 (pe p + e p ) + 4z 3 (p cos p + sen p) 

37. -47, 108 

43. (2xe y?2 , x 2 z 2 e yyl , 2x 2 yze yz2 ) 45. —f 
47. VI45/2, <4, *) 49. «§ nos/mi 

51. Mmimo/(—4, 1) = -11 

53. Maximo /(1, 1) = 1; pontos de sela (0, 0), (0, 3), (3, 0) 
55. Maximo/(l, 2) = 4, mmimo/(2, 4) = —64 
57. Maximo /(— 1, 0) = 2, mmimos/(l, ±1) = —3, 
pontos de sela (—1, ±1), (1, 0) 


59. Maximo/(±V2/3, 1/V3) = 2/(3v'3), 
mi'nimo/(±v'2/3, -1/V3) = -21(3-13) 

61. Maximo 1, nn'nimo —1 

63. (±3~ 1/4 , 3~ 1/4 V2, ±3 1/4 ), (±3~ 1/4 , -3-‘ /4 V2, ±3 1/4 ) 

65. P(2 - v/3), P(3 - V3)/6. P(2^l3 - 3)/3 

PROBLEMAS QUENTES 

1. L 2 W\\l 2 W 2 3. (a)x = w/3, base = w/3 (b) Sim 

7. V3/2, 3V2 

CAPITULO 15 


EXERCICIOS 15.1 

1. (a) 288 (b) 144 3. (a) 0,990 (b) 1,151 

5. (a) 4 (b) -8 7. U < V < L 

9. (a) = 248 (b) « 15,5 11. 60 13. 3 

15. 1,141606, 1,143191, 1,143535, 1,143617, 1,143637, 1,143642 


EXERCICIOS 15.2 

1. 500y 3 , 3x 2 3. 222 5. 2 7. 18 

9. yin 2 11. | 13. it 15. 0 

17. 9 In 2 19. |(V3 - 1) - ^ 77 21 . | e 6 + §) 




39. O Teorema de Fubini nao se aplica. O integrando tem uma des- 
continuidade infmita na origem. 


EXERCICIOS 15.3 

I. 32 3. ^ 5. 5 sen 1 

II. (a) 



13. Tipo D — {(x, y) | 0^ 
tipo II: D = { (jc, v) I 0 y 

15 - Jo + 

17. \ (1 - cos 1) 19. y 


7. \ 9. 77 

(b) 



0 

x ^ 1,0^ 

= l,y 1}; I 

dy dx = J_ 2 t y dxdy = l 

21. 0 23. £ 25. f 


X 
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CALCULO 


27.6 29. f 31. | 33. 0, 1,213; 0,713 35. f 



39. 13 984 735 616/14 549 535 


41. 77/2 

43 ' Jo jlf(x,y)dydx 



1 i* COS iv 

45 ‘ Jo Jo f(x,y)dxdy 



47. §o 2 je>f(x,y)dxdy 



49. f(e 9 -l) 51. | In 9 53. 1(2^2 — 1) 55.1 

57. (77/1 6 )e~ 1/16 =£ JJ G dA =s 77/I6 59. \ 63. 9 t 7 

65. a 2 b + \ab 2 67. na 2 b 


EXERCICIOS 15.4 

1. Jo^Jo/^cos 6, r sen 6)rdrd0 3. [ijo +m f(x,y)dycbc 
5. ' ' 377/4 



11. (t7/2)(1 - e- A ) 13. ^ tt 2 15. 77/12 

77 V3 16 ,.4 4 3 

17. — H- 19. “T 77 21. 7 77 23. 5 77£7 

3 2 


25. (2-77/3)11 - (1/V2)] 27. (8t7/3)(64 - 24^3) 

29. 277 (1 - cos 9) 31. 2^2/3 33. 4,5951 

35. 37,577 m 3 37. 2/(a+b) 39. f§ 

41. (a)V77/4 (b)V77/2 


5. 6 , (if) 7. Jjk, (0, f) 
/3 0 13. (0,45/1477)) 


EXERCICIOS 15.5 

1. 285 C 3. 42k, (2, |) 

9. LI 4, (L/2, 16/(977)) 11. (f, 3 t7/16) 

15. (2fl/5, 2a/5) se o vertice e (0, 0) e os lados estao ao longo dos 

eixos positivos 
17 6 4 . 8 . 88 , 
l/ - 315 k > 105 K ’ 315* 

19. 7ka 6 /180, 7fat 6 /180, 7ka 6 /90 se o vertice e (0, 0) e os lados estao 
ao longo dos eixos positivos 
21. pbh?/3, pb 3 hl 3; &/V3, h/^3 
23. pa 4 77/16, pa 4 77/16; a! 2, a/2 

- - /16384^2 


25. m = 377/64, (x, y) = 


V 1039577 


’4 


. _ 577 _ _ 577 _£ j _5tt 

384 105’ v 384 105’ ° 192 


27. (a) f (b) 0,375 (c)^« 0,1042 

29. (b) (i) e 02 = 0,8187 

(ii) 1 + e- 1 ' 8 - e-°* - e ~'« 0,3481 (c) 2, 5 

31. (a) ~ 0,500 (b) « 0,632 _ 

33. (a) J J d (kl 20) [20 — V(x xo) 2 + (y — yo) 2 ] dA, onde Deo 
disco com raio de 10 km centralizado no centro da cidade 
(b) 20077^/3 « 209 k, 200(77/2 - \)k « 136k, na borda 

EXERCICIOS 15.6 

I. 15^26 3. 3VT4 5. 12 sens'd) 

7. (77/6)(17Vl7 - 5^5) 9. (277/3X2^2 - 1) 

II. a 2 (77 - 2) 13. 13,9783 15. (a) = 1,83 (b) « 1,8616 

17. fVl4 + ff ln[(l lV5 + 3^70)1(3^5 + V70)] 

19. 3,3213 23. ( 77 / 6 XIOI Viol - 1 ) 

EXERCICIOS 15.7 

1. f 3. ff 5. f 7. -f 9. 4 11. 977/8 

13. | 15. Jo 17. 1677/3 19. f 21. 

23. (a) Jo J 0 J 0 ^ dz dy dx (b) \tt - f 
25. 0,985' 



29. £ J 0 4 -'-J / (x, y, z) dz dy dx 
= J„ 4 J--^J_^a /(x, y, z) dz dx t/y 
= j-i j r 2 j^ /(x. - v ’^ dz 
= Jf J-^i /(*, y. z) dx dz dy 

= J-2 J^S/2 Jo 4 - 12 ’ 4 " /(■*. y. z) dy dz dx 
= J-i J'o 4 ^" 4 " 2 /(x, y, z) dy dx dz 

31 ■ AJijr , 2 /(x, y, z) dz dy dx 
= Jo J-i J o" v/2 /(X, y, z) dz dx dy 
= Jo J<TJ^ /(x, y, z) dx dy dz 
= Jo J o’- V, 2 J^ /(*. y, z) dx dz dy 
= J-2 J o '"' 2 J#” 22 /(x, y. z) dy dz dx 
= Jo 2 Jw^ir Ji~ 2z /(x, y, z) dy dx dz 
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33. §ojk§ 1 o~ y f(x,y,z)dzdydx 
= Jo jrfo-’/fc y- z) dz dx dy 
= J o Jo~ Z J of (x, y, z) dx dy dz 
= J 0 JV' J 0 fix, y, z) dx dz dy 
= Jo Jo _V * J//T / (x, y, z) dy dz dx 
= J 0 Jo 1 "" 1 " Jvf fix, y, z) dy dx dz 

35. J o J'v J l fix, y, z) dz dx dy = Jo J*oJo fix, y, z) dz dy dx 
= JoJ.- Jv/fe.V, z) dx dy dz = Jo Jo S'yfi x , y,z)dxdzdy 
= J 0 Jo J* f ix, y,z)dy dz dx = J J J J * / (x, y, z) dy dx dz 

37 . 6477 39 . 30 , (553, 79, 553) 

41. a 5 , (Ia/I2,7a/I2,la/12) 

43. 7, = 4 = 4 = 3 kL s 45. \ irkha 4 

47. (a) m = f* f 1 f* ' 'lx 2 + y 2 dz dy dx 

J — 1 J J 0 

(b) (x,y,z), onde 

x = (1/m) [J [/, | o x 3/x 2_ -i-J 2 dy dx 
y = (1/m) J J j J J Q ' y V* 2 + y 2 dz dy dx 
z = (l/m)JJ J 2 J o y z Vx 2 + ) 2 dz dy dx 

(c) J J J J J o t* 2 + ff n dz dy dx 

49. (a) j 2 zz + M 

/ 28 30tt + 128 4577 + 208 \ 

\9 tt + 44 ’45tt + 220 ’ 13577 + 660/ 

(c) ^0 (68 + 1577) 

51. (a)i(b)s(c)5B6 53. L 3 /8 

55. (a) A regiao ligada pelo elipsoide x 2 + 2)4 + 3z 2 = 1 

(b) 4V677/45 

EXERCICIOS 15.8 

1. (a) (b) 



(2, 2V3, -2) (0, -2, 1) 

3. (a) (V2, 377/4, 1) (b) (4, 277/3, 3) 

5. Meio-plano vertical pelo eixo z 
7. Paraboloide circular 

9. (a) z 2 = 1 + r cos 9 — r 2 (b) z = r 2 cos 29 



13. Coordenadas cilindricas: 6 ^ r 5 7, 0 =£ 0 =£ 277, 0 =£ z =S 20 



17 38477 19. §77 + 21. 277/5 23. 577 ( 3/2 - 1) 

25. (a) 16277 (b) (0, 0, 15) 

27. 77& 2 /8, (0, 0, 2fl/3) 29. 0 

31. (a) J | |' c h(P)g(P) dV, onde C e o cone 

(b) =4,4 X 10 18 J 


EXERCICIOS 15.9 


1 . (a) 



(b) 



0 , 


3V2 3V2 


3. (a) (2,377/2,77/2) (b) (2, 3 t7/4, 3t7/4) 

5. Meio-cone 7. Esfera, raio /, centro (0, 0) 

9. (a) cos 2 <£> = sen 2 4> (b) p 2 (sen 2 (f> cos 2 6 + cos 2 (f>) = 9 

11 . 



15. 0 ^ ^ 77/4, 0 =S p =S cos 4> 
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21. 312.50077/7 
27. (a/3 - 1)tto 3 /3 


23. 1.68877/15 25. 77/8 

29. (a) IO 77 (b) (0, 0, 2,1) 

31. (a) (0,0,^) (b) 11A-77/960 

33. (a) (0,0, | a) (b) 4A'77a 5 /15 
35. \tt (2 - a/2), (0, 0, 3/[8(2 - a/2)]) 

37. 577/6 39. (4a/2 - 5)/15 41. 4096t7/21 

43. 45. 13677/99 



EXERCICIOS 15.10 

I. 16 3. sen 2 # - cos 2 # 5. 0 

7. O paralelogramo com vertices (0, 0), ( 6 , 3), (12, 1), ( 6 , —2) 

9. A regiao ligada pela reta y = 1, o eixo y e por y = a/x 

II . x = 3 (u —«), >’ = 3 (u + 2 ii) e uma transformaijao possfvel, onde 

5= {(«, t>) | - 1 =£w=s 1, 1 3} 

13. x = u cos v, y = u sen v e uma transformagao possfvel, onde 

5 = {(it, v) | 1 « u =£ a/2, 0 =S v « 77/2} 

15. -3 17. 677 19. 2 In 3 

21. (a) | irabc (b) 1 083 X 10 12 km 3 (c) ^ 77 (a 2 + b 2 )abck 

23. | In 8 25. | sen 1 27. e - e 1 


CAPITUL0 15 REVISA0 

Teste Verdadeiro-Falso 

1. Verdadeiro 3. Verdadeiro 5. Verdadeiro 7 . Verdadeiro 9. Falso 

Exercicios 

I. « 64,0 3. 4e 2 - Ae + 3 5. \ sen 1 7. f 

9. 1 0 J2 f( r cos #, r sen #) r dr eld 

II. A regiao dentro do circuito da rosa de quatro folhas r — sen 28 
no primeiro quadrante 

13. \ sen 1 15. \e k -\ 17. \ In 2 19.8 

21. 8177/5 23. y 25. 77/96 27. 

29. 176 31. § 33. 2ma :l /9 

35. (a)i (b)(5,n) 

(c) h = 4 I y = Yi, y = 1/V3, x = 1 /a/6 

37. (a) (0, 0, h/4) (b) rraVi /10 

39. ln(V2 + a/3) + a/2/3 41. ™ 43. 0,0512 

45. (a)n (b) | (c)£ 

47. Jo J 0 ~f(x,y, z) dx dy dz 49. -In 2 51. 0 

PROBLEMAS QUENTES 

1. 30 3. 2 sen 1 7. (b) 0,90 



CAPITUL0 16 


EXERCICIOS 16.1 





11. IV 13. I 15. IV 

19. A reta y = 2x 


4,5 


V A 

V A 
l A 
1 I 
i 1 


17. Ill 


1 1 
1 l 

A i 
A V 
A \ 


-4,5 


21 . V/(x, y) = (xy + 1 ) e^> i + xV 5 ' j 


23. Yf(x,y,z) = 


a lx 2 + y 2 + z 2 * a /* 2 + y 2 + z 2 


+ 


a/x 2 + y 2 + z 1 




-4 


29. Ill 


31. II 


33. (2.04, 1,03) 
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EXERCICIOS 16.2 

1. ji (lA5 m = 1) 3.1638,4 5. 2 f 7. f 

9. V5t7 11 . ^Vl4(e 6 - 1) 13. f(e-l) 15. f 

17. (a) Positiva (b) Negativa 19. 45 

21. 5 - cos 1 - sen 1 23. 1,9633 25. 15,0074 

27. 3tt + \ 2.5 



29. (a)y - Me (b) 



31- 51^55^2(1 - e~ 14n ) 33. 2 nk, (4/tt, 0) 

35. (a)x~ (Mm) I xp(x,y,z)ds, 
y = (1/m) J c yp(x, y, z ) ds, 

z = (1/m) | c zp(x, y, z) ds, onde m = J Q p(x, y, z) ds 
(b) (0, 0, 3 t t) 

37. I x = k( 2 -n - 3), I y = /c (2 "Tr 3) 39.2 tt 2 41. \ 

43. (a) 2 ma i + 6mbt j, 0 =£ t =£ 1 (b) 2ma 2 + \ mb 2 

45. =1,67 X 10 4 pes-lb 47. (b) Sim 51. =22 J 


EXERCICIOS 16.3 

1. 40 3. f(x, y) = x 2 - 3xy + 2y 2 -8 y + K 

5. Nao conservative 7. / (x, y) = ye x + x sen y + K 

9. f(x, y) = x In y + x 2 y 2 + K 

11 - (b) 16 13 . (a)/ (x, y) = \ x 2 y 2 (b) 2 

15. (a) / (x, y, z) = xyz + z 2 (b) 77 

17. (a)f(x,y,z) =ye+ (b)4 19.2 

21. Nao importa qual curva e escolhida. 

23. 30 25. Nao 27. Conservative 

31. (a) Sim (b) Sim (c) Sim 

33. (a) Nao (b) Sim (c) Sim 


EXERCICIOS 16.4 

1. 817 - 3. | 5. 12 7. | 9. — 24t7 11. -f 

13. 4 t 7 15. — 8 e + 48e~‘ 17. -,' 2 19. 3ir 21. (c) § 

23. (4tf/3T7,4fl/3Tr) se a regiao e a porijao do disco x 2 + yr — a 2 no pri- 
meiro quadrante 

27. 0 


EXERCICIOS 16.5 

I . (a) — x 2 i + 3xy j — xz k (b) yz 

3. (a) ze x i + (xye z — yze x ) j — xe z k (b) y(e z + e x ) 

5. (a) 0 (b) 2 Nx 2 + y 2 + z 2 

7. (a) (—e^cos z, —e : cosjr, — e x cosy) 

(b) e* sen y + e y sen z + e z sen x 
9. (a) Negativa (b) rot F = 0 

II. (a) Zero (b) rot F pontos na diregao negativa de z 

13. f(x, y, z) = xy 2 z 3 + K 15. Nao conservative 

17- fix, y, z) = xe yz + K 19. Nao 

EXERCICIOS 16.6 

1. P\ nao; Q: sim 

3. Plano por (0, 3, 1) contendo os vetores (1, 0, 4), (1, —1, 5) 
5. Paraboloide hiperbolico 



11 . 


z 0 

v constante 

0 
y 

13. IV 15. II 17. Ill 

19. x = u, y = v — u, z = —v 

21 . y = y, z = z, * = Vl + y- + |z 2 

23. x = 2 sen (/> cos 0,y = 2 sen 4> sen 0, 

z = 2 cos if, 0 =£ ^ 77 / 4 . 0^0^ 2tt 

[ou x = x, y = y, z = V4 — x 2 —y 2 , x 2 + y 2 2] 

25. x = x, y = 4 cos 6 , z = 4 sen 6 , 0 =£ x =£ 5, 0 =S 8 =S 277 

29. x = x, y = e~ x cos 6, 1 

z = e~ x sen 8, 0 =£ x 3, 

0^0^ 2ir z 0 
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31. (a) Diregao reversa (b) Numero de bobinas duplas 

33. 3x - v + 3z = 3 35. —x - —y + z = — 

2 2 ' 3 

37. -x+2z= 1 39. 3Vl4 41. Vi 4 t 7 

43. £ (3 5/2 - 2 in + 1) 45. (2t7/3)(2 V 2 - 1 ) 

47. \ V 2 T + ”[ln(2 + V21) - In Vl7] 49. 4 

51. A(S) =Sv/3777? 2 53. 13,9783 

55. (a) 24,2055 (b) 24,2476 

57. f Vl4 + H ln[(l 1^5 + 3V70)/(3V5 + V70)] 



(c) [ | V36 sen 4 w cos 2 i> + 9 sen 4 w sen 2 i> + 4 cos 2 z< sen 2 M c/w dv 

61. 4tj- 63. 2a 2 (i7 - 2) 

EXERCICIOS 16.7 

I. 49,09 3.900-tj^ 5. llVl4 7. | (2^2 - 1) 

9. 17lVl4 11. -n/21/3 13. 364V2tt/3 

15. (T7/60)(39lVl7 + 1) 17. 16 t7 19. 12 21. 4 

23. y|| 25. -|tt- 27. 0 29. 48 31. 277 + § 

33. 4,5822 35. 3,4895 

37. JJ s F • BS = JJ D [P(a/ 7 /a;c) - 2 + 7f(a/j/az)]rfA, onde 
D = projegao de S no piano xz 
39. (0,0, a/2) 

41. (a) I z = JJ s (x 2 + y 2 )p(x, y, z) dS (b) 4 329 v/2t7/5 
43. 0 kg/s " 45. lira's,, 47. 1 248tt 

EXERCICIOS 16.8 

3. 0 5. 0 7.-1 9. 80t r 

II . (a) 81 77/2 (b) 


z 0 



(c) x — 3 cos t, y = 3 sen 7, 
Z = 1 — 3(cos t + sen 7), 

0 =S 7 =S 277 



17. 3 

EXERCICIOS 16.9 

5. § 7. 977/2 9. 0 11. 3277/3 13. 2t7 

15. 341a/2/60 + §5 arcsen(V3/3) 

17. 1377/20 19. Negativa em Pi, positiva em P 2 

21. div F > 0 em quadrantes I, II; div F < 0 em quadrantes III, IV 


CAPITUL0 16 REVISA0 

Teste Verdadeiro-Falso 

1. Falso 3. Verdadeiro 5. Falso 

7. Falso 9. Verdadeiro 11. Verdadeiro 

Exercicios 

1. (a) Negativa (b) Positiva 3. 6 VTo 5. 75 
7. 7 9. M - 4/e 11. fix , y) = e* + xeP 13. 0 

17. -877 25. I (27 - 5v/5) 27. (77/60)(39lVl7 + 1) 

29. —6477/3 33. 37.-4 39. 21 


CAPUULO 17 

EXERCICIOS 17.1 


I . 3 .’ = cie 3t + Cre^ 2 * 3. y = Ci cos 4x + c 2 sen 4x 

5. y = Cie 2,/3 + ci xe 2x12 7. y = Ci + c^e' 12 

9. y = e 2, (ci cos 3x + C 2 sen 3x) 

II. y = cie ( ' s_1),/2 + c 2 e -lV3+1) ' /2 

13. P = e - '[ci cos(^ ?) + c 2 sen(^ ?)] 

Todas as solugoes de tendem a 
0 ou ±00 a medida que x —> ± 00 . 

3 



-10 


17. y = 2e -3j:/2 + e - ' 19. y = e -2r/3 + §xe -2,rf3 

21. y = e 3 '(2 cos x — 3 sen x) 

23. y — ^e 4 ' -4 — ^e 3-3 ' 25. y — 5 cos 2x + 3 sen 2x 

27. y = 2e -2 * - 2xe -2r 29. y = 6 ~ 2 + ^ 

e - 1 e - 1 


31 . Sem solugao 

33. (b) A = m 2 77 2 /L 2 , 77 um inteiro positivo; y = C sen(7M7x/L) 

35. (a) b — a¥= nir, n qualquer inteiro 
c cos a 

(b )b — a — mr e — A e a -a menos que cos b = 0, entao 

d cos b 


— 7^ e“- b 

d 


sen a 
sen b 


c cos a 

(c) b — a = 7777 e — = e° ’- a menos que cos b = 0, entao 

7 ? cos /> 

c , sen a 

— = e a ~ b - 

d sen b 


EXERCICIOS 17.2 

1. y = cie 3 ' + c 2 e -jr — ^ cos 2x — ^ sen 2x 
3. y = Ci cos 3x + c 2 sen 3x+ y^e -2 * 

5. y = e 2, (c 1 cos x + c 2 sen x) + ^ e x 
7. y = f cos x + V sen x + | e* + x 3 — 6x 
9. y = e x ( \ x 2 — x + 2) 

As solugoes sao assintoticas a 
y p = ^ cos x + l0 sen x quando 
x — > 00. Exceto por y p , todas as so¬ 
lugoes aproximam-se de 00 ou 
— 00 quando x —> — 00. 


13 . y p = Ae 21 + (5x 2 + Cx + D) cos x + (£x 2 + Fx + G) sen x 
15. y p = Are 1 + 6 cos x + C sen x 

17. y p = xe - ' [(Ax 2 +Bx + O cos 3x + ( Dx 2 +Ex + F )sen 3x] 
19. y = Ci cos(y x) + Ci sen(3 x) — ycos x 


3 
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21. y = cie x + c 2 xe x + e 2 * 

23. y — C\ sen x + c 2 cos x + sen x ln(sec x + tg x) — 1 
25. y = [ci + ln(l + e~ x )]e' + [c 2 —e~ x + ln(l + e~ x )]e 2x 
27. y = e* [ci + c 2 x — ^ ln(l + x 2 ) + x tg -1 x] 


EXERCICIOS 17.3 

1 . x = 0,35 cos(2V5 /) 3. x = — | e~ 6 ' + f e - ' 5. jf kg 



13. 2(f) = (— e- 10 V250)(6 cos 20 1 +3 sen 20f) + jfj, 

/(/) = | e~ 10 ' sen 20 / 

15. <2(0 = 10 r [ 2 §o cos 20f — sen 20f] — ^ cos 10/ + ^ sen 10/ 


EXERCICIOS 17.4 


1. Co 2 — = Coe' 

/i=0 n\ 


3. co 2 — = ^ 

n =° 3 "n\ 


5. Co | x 2 " + Cl f 1 2 —x“ 


n =o 2 n n\ 


«=° (In + 1 )! 


00 

7. Co + Ci 2 — = Co — ci ln(l — x) para |x| < 1 
»=o n 

00 y2/J 

9. 2 — = c ,2/2 

«=° 2 "w! 


11 . x + 2 

M = 0 


(-1>"2 2 5 2 .(3»~ l ) 2 x3B+ i 

(3n + 1)! 


CAPITULO 17 REVISAO 

Teste Verdadeiro-Falso 

1. Verdadeiro 3. Verdadeiro 
Exercicios 

I . y = cie * 22 + c 2 e ~ r/2 

3. y = Ci cos(V3 x) + c 2 sen(V3 x) 

5. y = e z, (c 1 cos x + c 2 sen x + 1) 

7. y = Cie' + c 2 xe x — \ cos x — \ (x +1) sen x 
9. y = C\e 2x + — l — 5 xc -2 * 

II. y = 5 - 2c~ 6(r ~ 1) 13. y = (e 4x - e x )/3 

15. Sem solucao 

17 . 2 ( ~ 2) " nl x 2n+> 

n=0 ( 2 n + 1 )! 

19. 2(0 = — 0 , 02 e~ IO '(cos lOf + sen lOf) + 0,03 
21. (c) 2n/k = 85 min (d) « 28 400 km/h 


APENDICES 

EXERCICIOS A 

1. 18 3. T7 5. 5 — V5 7. 

x + 1 para x 3= — 1 
9 ' U+ll= (-X-1 para x < — 1 


2 — x 

11. x 2 + 1 


13. (-2,oo) 


15. [-l,oo) 


-2 0 


-1 0 


17. (3, 00 ) 

3 


19. (2,6) 
2 


6 


21 . ( 0 , 1 ] 

0 1 

25. (- 00 , 1] U (2, 00 ) 
1 2 


29. (— 00 , 00 ) 


33. (- 00 , 1] 


0 1 

37. (- 00 , 0) U d , 00 ) 


0 1 
4 


23. [-1,|) 

-1 1 
2 

27. [-1,|] 

“I 1 
2 

31. (-V3, V3) 

—\/3 0 x/3 

35. (-1, 0) U (1, 00 ) 
-1 0 1 


39. 10 =S C =S 35 41. (a) T = 20 — lO/i, 0 =£ h =S 12 

(b) — 30 °C =S T=S 20 °C 43. ±| 45. 2, -| 

47. (-3, 3) 49. (3, 5) 51. (- 00 , -7] U [-3, 00 ) 

53. [1,3, 1,7] 55. [-4, -1] U [1.4] 

57. x 3= (a + b)c/(ab) 59. x > (c — b)/a 


EXERCICIOS B 

1. 5 3. V74 5. 2^37 7. 2 9. -§ 

17. 19. 


>0 


y* 



jc= 3 


1! 

O 




/ 

0 


3 * 0 



21. y = 6 x - 15 23. 2x - 3y + 19 = 0 

25. 5x + y = 11 27. y = 3x - 2 29. y = 3x - 3 


31. y = 5 33. x + 2y + 11 = 0 


37. m = — 

b = 0 


39. m = 0, 
b = -2 


35. 5x — 2y + 1 = 0 

41. m = I, 
b = -3 




* 


0 
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31. Elipse 33. 




53. (0, -4) 55. (a) (4, 9) (b) (3,5, -3) 57. (1, -2) 

59. y = x ~ 3 51. (b) 4x - 3y - 24 = 0 

EXERCICIOS C 

I. (x - 3) 2 + (y + l) 2 = 25 3. x 2 + f = 65 

5. (2, -5), 4 7. (-i 0), - 2 9. (i - j), VlO/4 

II. Parabola 13. Elipse 




35. y = x 2 — 2x 

37. 39. 


lx \ / 

* 

-i 

EXERCICIOS D 

I. 7tt/6 3. 17/20 5. 5tt 7. 720° 9. 75' 

II. -67,5° 13. 3 i7cm 15. \ rad = (120/ir)° 

17. 19. 




19. Parabola 21. Hiperbole 





23. sen(3rr/4) = 1/^2, cos(3tt/4) = -1/^2, tg(37r/4) = -1, 
cossec(3Tr/4) = V2, sec(37r/4) = — ^2, cotg(37r/4) = — 1 


23. Hiperbole 




25. Elipse 



29. Parabola 



25. sen(9Tr/2) = 1, cos(9tt/ 2) = 0, cossec(97r/2) = 1, cotg(97r/2) = 0, 
tg(9ir/2) e sec(97r/2) indefinida 

27. sen(5Tr/6) = cos(5rr/6) = — ^3/2, tg(5rr/6) = — 1/^3, 
cossec(5Tr/6) = 2, sec(57r/6) = — 2/^3, cotg(57r/6) = —V3 

4 3 5 5 4 

29. cos 6 = 5, tg 8 = 4, cossec 0 = 3, sec 0 = 4, cotg 0 = 3 
31. sen (f> = a/5/3, cos <^> =— §, tg (/> = — a/5/2, cossec cf> = 3/a/5, 
cotg <f> = —2/V5 

33. sen 0 = - 1/a/10, cos p = -3/VlO, tg P = §, 
cossec p = —aTo, sec p = — a/To/3 

35. 5,73576 cm 37. 24,62147 cm 59. ,' 5 (4 + 6^) 

61. ,' 5 (3 + 8a/2) 63. | 65. tt/ 3, 5ir/3 

67. ir/4, 3ir/4, 5i7/4, 7 17/4 69. 17 / 6 , ir/2, 5 - 77 / 6 , 3ir/2 

71. 0, 77 , 2-77 73. 0 =£ x =£ - 77/6 e 5 - 77/6 =£ jc =£ 2-77 


75. 0«.r< 77/4, 3i7/4 < x < 577/4, 777/4 < x =£ 277 
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89. 14,34457 cm 2 

EXERCICIOS E 

1 . VT + V 2 + V3 + a/4 + a/5 3. 3 4 + 3 5 + 3 6 

5. - 1 + 5 + f + f + l 7. I 10 + 2 10 +3 10 + • ■ ■ + n 10 

10 

9. 1 - 1 + 1 - 1+ • • • + (— 1)" 1 11. 2* 

10 l n 5 i=1 ii 

13.2'- r 15.22 i 17.22' 19.2^ 

i=i i + 1 i= i ;=o i=i 


31. n{n 2 + 6 « + 17)/3 33. n(n 2 + 6 n + ll)/3 

35. n(n 3 + 2n 2 — n — 10)/4 
41. (a) / 7 4 (b) 5 100 — 1 (c)i (d) a„ — cto 

43. f 45. 14 49. 2 " +1 + n 2 + n - 2 


EXERCICIOS G 

1. (b) 0,405 


EXERCICIOS H 

1.8- 4/ 3. 13 + 18/ 5. 12 - li 7. § + §/ 

9. I - \i 11. -/ 13. 5/ 15. 12 + 5/, 13 

17. 4/', 4 19. ± \i 21. - 1 ±2i 

23. - \ ±(V 7/2 )/ 25. 3^[cos(3i7/4) + i sen( 3 ir/ 4 )] 

27. Slcosttg- 1 ^)] +/ sen[tg- 1 (|)]} 

29. 4[cos(77/2) + i sen(7r/2)], cos(—77/6) + i sen(—77/6), 

7[cos( — 77/6) + i sen( —77/6)] 

31. 4V2[cos(7t7/12) + i sen( 7 T 7 / 12 )], 

(2/V2)[cos(1377/12) + i sen(1377/12)], |[cos( 77 / 6 ) + i sen( 77 / 6 )] 
33. -1024 35. —512^3 + 512/ 

37. ±1, ±i, ( 1 /V 2 )(± 1±0 39. ±(V3/2) + \i, -i 




Im A 


0 l Re 

" 

41. i 43. 2 + (V3/2 )i 45. -e 2 

47. cos 3# = cos 3 # — 3 cos # sen 2 #, 
sen 36 = 3 cos 2 # sen # — sen 3 # 


21. 80 23. 3276 25. 0 27. 61 29. n(n + 1) 



















aceleragao de Coriolis, 787 
aceleragao de uma particula, 777 
como um vetor, 111 
componentes de, 779 
adigao de vetores, 713, 715 
afelio, 617 

a geometria do tetraedro, 734 
Airy, Sir George, 673 
amortecedor, 1033 
amplitude de uma fungao de, 792 
angulo negativo, A22 
angulo positivo, A22 
angulo(s), A21 
entre pianos, 739 
entre vetores, 721, 722 
negativo ou positivo, A22 
posigao padrao, A22 
angulo solido, 1017 
antena de satelite, parabolica, 748 
apoastro, 611 
aproximagao 
lineal', 825, 828 

linear, para um piano tangente, 825 
pela inequalidade de Taylor, 682, 692 
pelos polinomios de Taylor, 692 
aproximagao de piano tangencial, 825 
aproximagao linear, 825, 828 
aproximagao quadratica, 859 
area 

delimiteado por uma curva parametrica, 
585 

de um setor de um circulo, 602 
em coordenadas polares, 592, 602 
pelo Teorema de Green, 973 
superficie, 588, 910, 988, 990 
area superficial 

de uma esfera, 989 

de uma superficie parametrica, 588, 988, 
989 

de uma superficie z =f(x,y), 910, 910, 990 
argumento de um numero complexo, A53 
assmtota(s) 

de uma hiperbole, 609, A18 
astroide, 584 
auxiliar equagao, 1021 

raizes complexas de, 1023 
raizes reais de, 1022 
Axioma de Completude, 631 
base de um logaritmo, A49 
Bernoulli, James, 539, 561 
Bernoulli, John, 539, 580, 680 
Bessel, Friedrich, 670 
Bezier, curvas, 579, 591 


Indice Remissivo 


Bezier, Pierre, 591 
Brahe, Tycho, 781 

calculadora, grafica, 578, 598. Ver tambem sis- 
tema de computagao algebrica 
caminho, 964 
campo 

conservador, 952 
eletrico, 951 
escalar, 949 
forga, 951 

gradiente e, 846, 951 
gravitacional, 951 
incompressivel, 980 
irrotacional, 979 
velocidade, 948, 951 
vetor, 948, 949 
campo de diregao, 531, 531 
campo de forga, 948, 951 
campo de velocidade, 951 
correntes oceanicas, 948 
escapamento de ar, 948 
padroes aereos, 948 
campo de vetor de velocidade, 948 
campo de vetor gradiente, 846, 952 
campo de vetor irracional, 979 
campo eletrico (forga por carga de unidade), 
951 

campo escalar, 949 
campo gravitacional, 951 
campo vetorial, 948, 949 
conservador, 952 
divergencia de, 979 
flux eletrico de, 1000 
fluxo de, 999 
forga, 948, 951 
gradiente, 952 
gravitagoes, 951 
incompressivel, 980 
irrotacional, 979 
potential fungao de, 968 
reta integral de, 959, 960 
rotacional de, 977 
superficie integral de, 999 
velocidade, 948, 951 
campo vetorial conservador, 952, 969 
Cantor, Georg, 644 
capacidade de carregamento, 526, 550 
cardioide, 595 

carga, eletrica, 901, 901, 919, 1036 
total, 901, 919 

CAS. Ver sistema de computagao algebrica 
Cassini, Giovanni, 601 

catastrofe em forma de cauda de andorinha, 583 


catastrofe ultravioleta, 700 
Cauchy, Augustin-Louis, 883, A41 
centripeta forga, 788 
centra de gravidade. Ver centra de massa 
centra de massa, 901, 956 
de uma lamina, 902 
de uma superficie, 994 
de um fio, 956 
de um solido, 918 
centroide de um solido, 918 
cicloide, 579 
ciencia dos foguetes, 866 
cilindro, 744 
elipsoide, 746 
hiperboloide, 746 
paraboloide, 745, 745, 746 
tabela de graficos, 746 
cilindro parabolico, 744 
circuito eletrico, 538, 540, 559 
analise de, 1036 

circulagao de um campo de vetor, 1006 
circulo de curvatura, 773 
circulo, equagao do, A14 
circulo osculador, 773 
cissoide de Diodes, 583, 600 
Clairaut, Alexis, 817 
Cobb, Charles, 793 
cocleoide, 620 
coeficiente(s) 
binomial, 686 
de fricgao estatica, 753 
de uma serie de potencia, 669 
coeficientes binomiais, 685 
coeficientes indeterminados, metodo dos, 
1026, 1029 

combinagao linear, 1020 
cometas, orbitas dos, 618 
componente normal de aceleragao, 780, 780 
componentes de aceleragao, 779 
componentes de um vetor, 714, 724 
componente tangencial de aceleragao, 779 
composigao de fungoes 
continuidade de, 810 
comprimento do arco, 769 

de uma curva espacial, 768, 769 
de uma curva parametrica, 586 
de uma curva polar, 603 
concoide, 580, 599 
condigao inicial, 529 
condutividade de calor, 1001 
condutividade (de uma substancia), 1001 
cone, 747 
cone, 606, 747 
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parametrizagao de, 986 
conicos transladados, 610, A19 
conjugada complexa, A51 
conjugadas, propriedades de, A52 
conjunto de Cantor, 644 
conjunto de notagao, A3 
conjunto fechado, 854 
conjunto limitado, 854 
conjunto, limite ou fechado, 854 
conservagao de energia, 968 
constante da mola, 527, 1032 
constante de amortecimento, 1033 
continuidade 

de uma fungao, 757 
de uma fungao de duas variaveis, 807 
de uma fungao de tres variaveis, 809 
convergencia 
absoluto, 661 
condicional, 662 
de uma sequencia, 626 
de uma serie, 637 
intervalo de, 671 
raio de, 671 

conversao, cilindrica a retangular 
coordenadas, 923 
coordenada z, 708 
coordenada x, 708, A9 
coordenada y, 708, A9 
coordenadas cilmdricas, 924 
corrida na rampa, 933 
crescimento bacteriano, 548, 552 
crescimento exponencial, 552 
crescimento populacional, 548 
de bacterias, 548, 552 
modelos, 526 
cubica retorcida, 759 
cunha esferica, 928 
curva de aprendizado, 530 
curva de solugao, 531 
curva de transferencia, 788 
curva em floco de neve, 704 
curva espacial, 756, 757, 757, 759 
comprimento do arco de, 768 
curva fechada, 965 
curva limite, 1003 
curva lisa por partes, 955 
curva parametrica, 576, 757 
area abaixo de, 586 
comprimento do arco, 586 
inclinagao de reta tangencial a, 584 
curva polar, 594 

comprimento do arco de, 604 
grafico de, 594 
reta tangencial a, 596 
simetria em, 596 
curva(s) 

Bezier, 579, 591 

catastrofe em forma de cauda de andorinha, 
583 

cissoide de Diodes, 600 
comprimento da, 768 
cubica retorcida, 759 
da bruxa de Maria Agnesi, 583 
dog saddle, 802 
epicicloide, 584 
equipotencial, 803 
espacial, 756, 757 


espiral de Cornu, 590 
espiral toroidal, 759 
estrofoide, 605, 620 
fechada, 965 
grade, 984 
helice, 757 
limite, 1003 
nrvel da, 796 
orientagao da, 958, 971 
ovais de Cassini, 602 
parametrica, 576, 757 
polar, 594 
simples, 966 
suave-parcial, 954 
trocoide, 582 
curvas de contorno, 796 
curva(s) de nrvel, 796, 798 
curvas em grade, 984 
curvas equipotenciais, 802 
curva simples, 966 
curva suave, 770 
curvatura, 591, 770 
curvatura do arco, 768 
cuspide, 580 

da bruxa de Maria Agnesi, 583 
de integragao 

de uma fungao vetorial, 762 
de uma serie de potencia, 675 
ordem reversa de, 884, 892 
parciais, 882 
sobre um solido, 925 
termo-por-termo, 675 
De Moivre, Abraham, A55 
densidade 

de uma lamina, 901 
de um solido, 918 
densidade da carga, 901, 919 
derivada direcional, 839, 840, 842 

de uma fungao de temperatura, 839, 840 
segunda, 849 
valor maximo de, 843 
derivada normal, 982 
derivada(s) 

de fungoes exponenciais, A48, A49 
de fungoes logaritmicas, A45, A48 
de notagao para parciais, 813 
de uma fungao vetorial, 762 
de uma serie de potencia, 675 
direcional, 839, 840, 842 
normals, 982 
pacial mais alta, 815 
parciais, 812 
segunda, 765 
segunda direcional, 848 
segunda parcial, 816 
derivada(s) parciais, 812 

como inclinagoes de retas tangenciais, 814 
como uma taxa de variagao, 812 
de uma fungao de mais de tres variaveis, 
815 

interpretagoes de, 814 
notagoes para, 813 
regra para encontrar, 813 
segundo, 816 

derivadas parciais de ordem superior, 816 
derivada e integral termo a termo, 675 
Descartes, Rene, A10 


design da cagamba, minimizar o custo do, 858 
desigualdade de Taylor, 682 
desigualdades, regra para, A4 
desigualdade triangular, A8 
para vetores, 727 
determinante, 727 
de uma fungao vetorial de, 766 
diagrama tres, 832 
diferenciagao 

de uma fungao vetorial, 765 
de uma serie de potencia, 675 
formulas para fungoes vetoriais, 765 
implfcitas, 815, 835 
parciais, 811, 815, 815 
termo-por-termo, 675 
diferenciagao implicita, 815, 835 
diferencial, 827, 828 
diferencial total, 827 
diretriz, 606, 612 
distancia 

entre numeros reais, A7 
entre pianos, 741 
entre ponto e piano, 734 
entre ponto e reta no espago, 734 
entre pontos em um piano, A10 
entre pontos no espago, 710 
entre retas, 741 
Divergencia, Teste para, 641 
divergente 

de uma sequencia, 626 
de uma serie infinita, 637 
de um campo vetorial, 979 
divisao de serie potencial, 688 
DNA, forma de helice do, 757 
do cilindro, 744 
parabolica, 744 
parametrizagao de, 986 
dog saddle, 802 

domlnio de uma fungao de, 792 
Douglas, Paul, 793 
efeito de Doppler, 838 
efeito multiplicador, 643 
eixo z, 708 
eixo x, 708, A9 
eixo y, 708, A9 
eixo de uma parabola, 606 
eixos, coordenada, 708, A10 
eixos coordenados, 708, A10 
eixos de uma elipse, A17 
eixos maiores de elipse, 608 
eixos menores de elipse, 608 
eixos polares, 592 
elemento de um conjunto, A3 
elipse, 607, 612, A17 
diretriz, 612 
eixos maiores, 608, 617 
eixos menores, 608 
equagao polar, 614, 617 
excentricidade, 613 
focos, 607, 612 
propriedade de reflexao, 609 
vertices, 608 
elipsoide, 745, 747 
em graficos polares, 596 
energia 

cinetica, 969 
consevagao de, 968 
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potencial, 969 
energia cinetica, 968 
energia potencial, 968 
epicicloide, 584 
epitrocoide, 590 
equagao caracteristica, 1021 
equagao complementar, 1026 
equagao de condugao de calor, 822 
equagao de diferenga logistica, 635 
equagao de inclinagao-intersegao de uma reta, 
A12 

equagao de Laplace, 817, 980 
equagao de onda, 817 

equagao de ponto-inclinagao de umreta. All 
equagao de van der Waals, 822 
equagao diferencial, 525, 526, 527 
autonoma, 534 
Bernoulli, 561 

familia de solugoes, 526, 529 
homogenea, 1020 
linear, 557 
logistica, 1020, 1025 
logistica, 550, 635 
ordem de, 527 
parcial, 817 
primeira ordem, 527 
segunda ordem, 527, 1020 
separavel, 538 
solugao de, 527 
solugao geral de, 529 
solugoes linearmente independentes, 1021 
equagao diferencial autonoma, 534 
equagao diferencial de Bernoulli, 561 
equagao diferencial de segunda ordem, 527 
solugSes de, 1020, 1025 
equagao diferencial homogenea, 1020 
equagao diferencial linear, 557, 1020 
equagao diferencial linear de primeira ordem, 
527, 557 

equagao diferencial logistica, 527, 550 
equagao diferencial nao homogenea, 1020, 
1026 

equagao diferencial parcial, 817 
equagao diferencial separavel, 538 
equagao escalar de um piano, 738 
equagao linear, A13 
de um piano, 738 
equagao(oes) 

condugao de calor, 822 

de Laplace, 817, 980 

de uma curva espacial, 757 

de uma elipse, 607, 614, A17 

de uma esfera, 711 

de uma hiperbole, 610, 614, A18 

de uma parabola, 606, 614, A16 

de uma reta, All, A12, A13, A14 

de uma reta atraves de dois pontos, 736 

de uma reta no espa 90 , 734, 735 

de um circulo, A15 

de um grafico, A14, A15 

de um piano, 737 

de um piano atraves de tres pontos, 738 
diferen 9 a logistica, 635 
diferencial logistica, 527, 556 
diferencial (ver equagao diferencial) 
forma de duas intersegSes, A14 
inclinagao-intersegao, A12 


linear, 738, A13 
Lotka-Volterra, 563 
onda, 817 

parametrica, 576, 735, 757, 984 
polar, 594, 614 
ponto-inclinagao, All 
predador-presa, 563, 563 
segundo grau, A14 
simetrico, 736 
van der Waals, 822 
vetor, 734 

equagao polar de um conico, 614 
equagao polar, grafico de, 594 
equagSes de Lotka-Volterra, 563 
equagSes parametricas, 576, 735, 757 
de uma curva espacial, 757 
de uma reta no espa 90 , 735 
de uma superficie, 984 
de um trajetoria, 779 
equagSes simetricas de uma reta, 736 
erro 

na aproximagao de Taylor, 693 
esbo 90 de dominio, 792 
escalar, 714 
esfera 

area superficial de, 989 
equagao de, 711 
fluxo atraves, 999 
parametrizagao de, 986 
espa 90 , tridimensional, 708 
espiral de Cornu, 590 
espiral toroidal, 759 

estimativa da soma de uma serie, 648, 654, 
659, 664 

estimativa de erro 

para series altemadas, 659 
estimativa do resto 

para as Series Alternantes, 659 
para o Teste de Integral, 648 
estrategia 

para serie de testes, 667 
estrofoide, 605, 620 
Euler, Leonhard, 534, 646, 651, 683 
excentricidade, 613 
expoentes, leis de, A47, A49 
exponenciais complexas, A57 
faixa de Mobius, 992, 996 
familia 

de curvas parametricas, 580 
de epicicloides e hipocicloides, 583 
de solugSes, 526, 529 
Fermat, Pierre, A10 
ferramentas graficas Ver sistema de 
computagao algebrica 
Fibonacci, 625, 634 
figura de Lissajous, 578, 583 
fluxo, 999, 1000 
fluxo de calor, 1000 
fluxo de liquido, 951, 979, 1000 
fluxo eletrico, 1000 
fluxo integral, 999 
foco, 606, 612 

de uma elipse, 607, 612 
de uma hiperbole, 609 
de uma parabola, 606 
de uma segao conica, 613 
focos, 607 


folio de Descartes, 620 

fonte, 1011 

forga 

centripeta, 788 
constante, 724 
resultante, 718 
torque, 732 
forga constante, 724 
forga de restauragao, 1032 
forga eletrica, 951 
forga resultante, 718 

forma polar de um numero complexo, A53 
formula da distancia. All 
em tres dimensSes, 710 
formula de Euler, A57 
formula de ponto medio, A14 
formulas de adigao para seno e cosseno, A26 
formulas de angulo duplo, A26 
formulas de Frenet-Serret, 775 
formulas de produto, A26 
formulas de subtra 5 ao para seno e cosseno, 
A26 

formulas do meio-angulo, A26 
fragao e expansao continua, 635 
Fubini, Guido, 883 
fungao componente, 756, 949 
fungao cosseno, A23 
grafico de, A28 

serie de potencia para, 684, 685 
fungao de Airy, 673 
fungao de Bessel, 670, 673 
fungao de densidade de probabilidade, 905 
fungao de Gompertz, 554, 556 
fungao de logaritmo natural, A44 
derivada de, A45 
limites de, A45 
propriedades de, A45 

fungao de produgao de Cobb-Douglas, 794, 
819, 865 

fungao de valor vetorial. Ver fungao vetorial 
continuo, 757 
limite de, 756 
fungao diferenciavel, 825 
fungao exponencial natural, A46 
derivada de, A48 
propriedades de, A47 
serie de potencia para, 680 
fungao harmonica, 817 
fungao homogenea, 838 
fungao integravel, 876 
fungao linear, 794 
fungao(oes), 792 
Airy, 673 
amplitude de, 792 
Bessel, 670, 673 
componente, 756, 949 
composto, 809 
comprimento do arco, 768 
continuidade de, 808, 810 
continuo, 757 

de densidade de probabilidade, 905 
de duas variaveis, 792 
densidade de conjunto, 905, 919 
de polinomios, 808 

de representagao como uma potencia de 
serie, 673 

de tres variaveis, 799 
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de varias variaveis, 792, 799 
de variaveis. 800 
de vetor, 756 

diferenciabilidade de, 825 
dominio de, 792 
Gompertz, 554, 556 
gradiente de, 841, 842 
grafico de, 794 
harmonica, 817 
homogenea, 838 
integravel, 876 
limite de, 805, 809 
linear, 794 

logaritmica, A44, A49 
potenciais, 952 

produgao de Cobb-Douglas, 794, 819, 865 
racionais, 808 
trigonometricas, A23 
valores maximo e mlnimo de, 850 
valor medio de, 878, 921 
fungao(Ses) exponencial(is), RP4 
com base a, A49 
derivada, de, A49 
integragao de, 687, 688 
limites de, A47 
propriedades de, A47 
serie de potencia para, 681 
fungao(5es) logantmica(s) 
com base a, A49 
derivadas de, A49 
limites de, A46 
propriedades de, A45 
fungao polinomial de 
de duas variaveis, 808 
fungao potencial, 952 
fungao racional, 808 
fungao secante, A23 
grafico de, A28 
fungao seno, A23 
grafico de, A28 
serie de potencia para, 684 
fungao tangencial, A23 
grafico de, A28 
fungao vetorial de, 756 
continuidade de, 757 
derivada de, 763 
integragao de, 766 
limite de, 756 

fun95es trigonometricas, A23 
graficos de, A27, A28 
Galileu, 579, 586, 606 
Gause, G. F„ 552 
Gauss, Karl Friedrich, 1008, A31 
geometria analitica, A9 
Gibbs, Joseph Willard, 717 
gradientee, 841, 842 
grafico polar, 594 
grafico(s) 

de equagoes em tres dimensoes, 709 
de fungoes trigonometricas, A27, RP2 
de uma curva parametrica, 576 
de uma equagao, A14, A15 
de uma fungao de duas variaveis, 794 
de uma sequencia, 628 
de uma superficie parametrica, 994 
polar, 594, 598 
grande circulo, 932 


Green, George, 971, 1007 
Gregory, James, 677, 680 
Hecht, Eugene, 696 
helice, 757 

hiperbole, 609, 612, A18 
assintotas, 609, A18 
diretriz, 612 

equagao, 609, 610, 614, A18 
equagao polar, 614 
equilateral, A19 
excentricidade, 613 
focos, 609, 612 
propriedade de reflexao, 612 
ramificagoes, 609, A18 
vertices, 609 

hiperbole equilateral, A19 
hiperboloide, 746 
hiperesfera, 922 
hipocicloid, 583 
humidex, 811 
Huygens, Christiaan, 580 
identidades de Green, 982 
identidades trigonometricas, A25 
imagem de uma regiao, 934 
imagem de um ponto, 934 
inclinagao, A11 
inclinagao campo de, 531 
incrementar, 828 
independence do caminho, 964 
indice de sensagao termica, 793 
indice de humidade-temperatura, 800, 811 
indice de soma, A30 
indugao matematica, 632 
principio de, A32 

Inequalidade deCauchy-Schwarz, 727 
inertia (momento de), 904, 918, 962 
integragao parcial, 882 
integrals multiplas. Ver integral dupla; 

integral(is) tripla(s) 
integral defmida, 874 
integral dupla, 874, 876 

nas coordenadas polares, 895, 896, 896 
nas regioes gerais, 887, 888 
nos retangulos, 874 
propriedades de, 880, 892 
Regra do Ponto Medio, 878 
variagao de variavel na, 934, 937 
integral(is) 

conversao para coordenadas cilindricas, 
923 

conversao para coordenadas esfericas, 927 

conversao para coordenadas polares, 896 

defmida, 874 

dupla (ver integral dupla) 

iterada, 882, 882 

linear (ver integral linear) 

superficie, 993, 999 

tripla, 913, 914 

variagao de variaveis em, 896, 933, 937, 
938 

integral iterada, 882, 882 
integral linear, 954 

com respeito ao comprimento do arco, 956 
de campos de vetor, 959, 960 
para uma curva espacial, 958 
para uma curva plana, 954 
Teorema Fundamental para, 964 


trabalho definido como, 960 
integral(s) tripla(s), 913, 914 
aplicagSes de, 917 
em coordenadas cilindricas, 923 
em coordenadas esfericas, 927, 928 
Regra do Ponto Medio para, 920 
sobre uma regiao limite geral, 914 
integral superficial, 993 

de um campo vetorial, 998 
sobre uma superficie parametrica, 993 
inteiro, A2 

intersegao x, A12, A17 
intersegao y, A12, A17 
intersecgao 

de conjuntos, A3 
de pianos, 738 

de polar graficos, area de, 602 
de tres cilindros, 926 
intersegoes, A17 
intervalo, A3 
intervalo aberto, A3 
intervalo de convergencia, 671 
intervalo fechado, A3 
isotermico, 797, 802 

Jacobiano de uma transformagao, 936, 938 
Jacobi, Carl, 936 

joint densidade fungao de, 904, 918 

j (vetor da base canonica), 716 

Kepler, Johannes, 616, 781 

Kondo, Shigeru, 683 

k (vetor da base canonica), 716 

Lagrange, Joseph-Louis, 860 

lamina, 901, 902 

Laplace, Pierre, 817, 980 

Leibniz, Gottfried Wilhelm, 539, 691 

Lei de Conservagao de Energia, 969 

lei de conservagao de momento angular, 785 

lei de cossenos, A30 

lei de crescimento natural, 549 

Lei de Gauss, 1000 

Lei de Gravitagao de Newton, 781, 951 

Lei de Hooke, 1032 

Lei de Kepler, 616, 781, 781, 785 

Lei de Kirchhoff, 533, 1036 

Lei de Planck, 700 

Lei de Rayleigh-Jeans, 700 

Lei de Resfriamento de Newton, 530 

Lei do gas ideal, 822 

Lei do Paralelogramo, 713, 727 

Lei do Triangulo, 713 

Leis de Limite, A35 

para fungoes de duas variaveis, 807 
para sequencias, 627 
lemniscata 

de uma curva espacial, 768 
de uma curva parametrica, 586 
de uma curva polar, 603 
de um segmento linear, A7, All 
de um vetor, 715 
limagon, 599 
limite(s) 

de fungoes logantmicas, A44 
de uma fungao de duas variaveis, 805 
de uma fungao de tres variaveis, 809 
de uma fungao vetorial, 756 
de uma sequencia, 626 
limite superior minimo, 631 





INDICE REMISSIVO 


15 


linearidade de uma integral, 880 
lineariza^ao, 825 
linhas de corrente, 953 
litotripsia, 609 
logaritmo(s) 
leis de, A45 
natural, A44 
Maclaurin, Colin, 680 
magnitude de um vetor, 715 
mapa de contorno, 796, 818 
massa 

de uma lamina, 901 
de uma superficie, 994 
de um fio, 955 
de um solido, 918 

massa, centra de. Ver centra de massa 

medida de radiano, A21 

meio X, 908 

meio-espa 90 , 800 

meio geometrico-aritmetico, 634 

membrana de borracha, vibra£ao de, 670 

Metodo de Euler, 534, 535 

metodo de multiplicadores de Lagrange, 860, 

860, 863 

Metodo do Intervalo Fechado 

para uma fun£ao de duas variaveis, 855 
metodo dos coeficientes indeterminados, 
1026,1029 

metodo dos quadrados mlnimos, 857 
Mobius, August, 996 
modelagem 

com equaQoes diferenciais, 526 
crescimento populacional, 526, 549, 554, 
569 

movimento de uma mola, 527 
modelo de crescimento sazonal, 557 
modelo de von Bertalanffy, 570 
modelo logistico, 527, 549 
modelo matematico. Ver modelo(s), 
matematicos 

modelo predador-presa, 562, 563 
modelo(s), matematicos 

Cobb-Douglas, para custos de produijao, 
794,819, 865 

compara^ao de crescimento natural vs. 

logrstico, 552 
crescimento sazonal, 557 
de corrente eletrica, 532 
fumjao de Gompertz, 554, 556 
para crescimento populacional, 526, 554 
para vibra^ao de membrana, 670 
predador-presa, 563 
von Bertalanffy, 570 
modulo, A52 
momento 

de inercia, 904, 918, 962 
de uma lamina, 902 
de um solido, 918 
polar, 904 
segundo, 904 
sobre um eixo, 903 
sobre um piano, 918 
momento angular, 785 
momento de inercia polar, 904 
monkey saddle, 802 
movimento circular uniforme, 778 
movimento de uma mola, for^a influenciando 


amortecimento, 1033 
ressonancia, 1036 
restauraijao, 1032 
movimento de um projetil, 778 
movimento no espa£ 0 , 776 
movimento planetario, 781 
leis de, 616 

multiplica^ao de serie de potencia, 688 
multiplicador de Lagrange, 860, 860 
multiplicador (Lagrange), 860, 860, 863 
multiplo escalar de um vetor, 714 
natural, lei de crescimento, 549 
Newton, Sir Isaac, 691, 781, 785 
Nicomedes, 580 
no trefoil, 759 
nota£ao de soma, A30 
nota£ao sigma, A30 
numero 

complexo, A51 
inteiro, A2 
irracional, A2 
racional, A2 
real, A2 

((numero imaginario), A51 
numero irracional, A2 
numero racional, A2 
numero real, A2 
numero(s) complexos, A51 
adi^ao e subtra^ao de, A51 
argumento de, A53 
divisao de, A51, A54 
forma polar, A53 
igualdade de, A51 
modulo de, A52 
multiplica£ao de, A51, A54 
parte imaginaria de, A51 
parte real de, A51 
potencias de, A55 
raizes de, A56 

ralz quadrada principal de, A52 
numeros de dire^ao, 736 
optica de terceira ordem, 697 
octante, 708 
e (o numero), A46 

como uma soma de uma serie infinita, 683 
operador de Laplace, 980 
optica 

de primeira ordem, 697 
gaussiano, 697 
terceira ordem, 697 
optica de Gaussian, 697 
optica de primeira ordem, 697 
orbita de um planeta, 781 
ordem de integraijao, reversa, 884, 891 
ordem de integraijao reversa, 884, 891 
ordem de uma equaijao diferencial, 527 
Oresme, Nicole, 640 
orientaijao de uma curva, 958, 971 
orientaijao de uma superficie, 997 
orientaijao positiva 

de uma curva fechada, 971 
de uma curva limite, 1003 
de uma superficie, 998 
origem, 708, A2, A9 
ortogonal, 726 
Ostrogradsky, Mikhail, 1008 
otimizaijao de turbina hidraulica, 867 


ovais de Cassini, 602 

padroes do vento na Baia de San Francisco 
area, 948 

parabola, 606, 612, A16 
diretriz, 606 
eixo, 606 
equaijao, 606, 606 
equaijao polar, 614 
foco, 606, 612 
vertice, 606 
paraboloide, 745, 748 
paraboloide circular, 748 
paraboloide ellptico, 745, 747 
paraboloide hiperbolico 829, 746 
paraleleplpedo 
volume de, 731 

parametrizaijao de um curva espacial, 769 
com respeito ao comprimento do arco, 769 
suave, 770 

parametrizaijao suave, 770 
parametro, 576, 735, 757 
par ordenada, A9 
partlcula, movimento de, 776 
periastro, 611 
perielio, 617 
planlmetro, 973 
piano cartesiano, A10 
piano de fase, 564 
piano horizontal, 709 
piano normal, 773 
piano osculador, 773 
plano(s) 

angulo entre, 739 
coordenada, 708 

equaijao de, atraves de tres pontos, 738 
equa 9 ao(s) de, 735, 737, 737 
horizontal, 709 
normal, 773 
osculadora, 773 
paralela, 739 
reta de intersec^ao, 738 
tangencial a superficie, 823, 844, 987 
pianos coordenados, 708 
pianos cortantes, 743 
pianos nao paralelos, 739 
pianos paralelos, 739 
piano tangente 

a uma superficie F(x, y, z), 824, 844 
a uma superficie parametrica, 987 
para uma superficie de nlvel, 823, 844 
polinomio de Taylor, 681, 859 
aplica 5 oes do, 692 

polinomio de Taylor de /(esimo grau, 681 
polo, 592 

ponto de amostra, 875 
ponto de equillbrio, 564 
ponto de sela, 851 
ponto inicial 

de uma curva parametrica, 577 
de um vetor, 713, 1023 
ponto final de uma fun£ao parametrica, 576 
ponto final de um vetor, 713 
ponto(s) crltico(s), 850, 858 
pontos estacionarios, 850 
ponto(s) no espa^o 
coordenadas de, 708 
distancia entre, 710 
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projegao de, 708 

posigao padrao de um angulo, A22 
primeira octante, 708 
Princi'pio de Arquimedes, 1013 
princlpio de indugao matematica, A32 
princlpio de superposigao, 1028 
probabilidade, 905 
problema da braquistocrona, 579 
problema do valor inicial, 529 
problemas de mistura, 542 
problema valor-limite, 1024 
problema tautochrone, 579 
produtividade marginal, 819 
produto 

cruzado, 727 (ver tambem produto 
cruzado) 
escalar, 721 

escalar, 721 (ver tambem produto escalar) 
triplo, 731 
triplo escalar, 730 
produto cruzado, 727 

caracterizagao geometrica de, 730 
diregao de, 729 
magnitude de, 730 
propriedades de, 730 
produto escalar, 721 

na form componente, 719 
propriedades de, 721 
produto interior, 721 
produto triplo, 730 
produto triplo escalar, 730 

caracterizagao geometrica de, 731 
produto triplo vetorial, 731 
produto vetorial, 727 
projegao, 708, 724 
projegao de vetores, 724 
projegao escalar, 724 
projegao ortogonal, 726 
projetil, caminho de, 583, 778 
propensao marginal a consumir ou 
economizar, 643 
propriedade de reflexao 
de uma elipse, 609 
de uma hiperbole, 612 
propriedades de, 730 
quadrante, A10 
quatemio, 717 
radiagao de estrelas, 700 
radiagao do corpo negro, 700 
raio de convergencia, 671 
raio de giragao, 905 
raizes de um ntimero complexo, A56 
rafz quadrada principal de um numero 
complexo, A52 

ramos de uma hiperbole, 609, A18 
rearranjo de A2 serie, 665 
regiao 

aberto, 965 
conectada, 965 

piano, de tipo 1 ou II, 888, 889 
piano simples, 971 
simplesmente conexa, 966 
solido (de tipo 1, ou 3), 914, 914, 915 
solido simples, 1008 
regiao aberta, 965 
regiao conectada, 965 
regiao de piano de tipo I, 888 


regiao de piano de tipo 11, 889 
regiao plana simples, 971 
regiao plana tipo I ou tipo II, 888, 889 
regiao polar, area de, 602 
regiao simplesmente conexa, 966 
regiao solida, 1008 
regiao solida simples, 1008 
Regra da Cadeia 

para varias variaveis, 831, 832, 833 
regra da mao direita, 708, 729 
Regra de l’Hospital, A41 
Regra de Ponto Medio 

para integrais duplas, 878 
para integrais triplas, 920 
regras de uma superft'cie, 744 
relagao comum, 637 
relagao de recorrencia, 1040 
representagao(oes) de uma fungao 
como uma serie de potencia, 673 
ressonancia, 1036 
resto da serie de Taylor, 681 
restrigao, 860, 863 
resumo de testes, 667 
reta horizontal, equagao de, A12 
retangulo polar, 895 
reta normal, 845 
reta real, A3 
retas de fluxo, 953 
retas negativas, 737 
reta(s) no espago 

equagao vetorial de, 735, 735 
equagoes parametricas de, 735 
equagoes simetricas de, 736 
negativas, 737 
normal, 845 
tangente, 763 
reta(s) no piano. All 

equagao de, A11, A12, A13 
equagao de, atraves de dois pontos, 736 
horizontal, A12 
inclinagao de. All 
paralela, A13 
perpendicular, A13 
retas paralelas, A13 
retas perpendiculares, A13 
reta(s) tangenciais 
a curva polar, 596 
a uma curva espacial, 764 
a uma curva parametrica, 584, 585 
reta vertical, A12 
retrato de fase, 564 
Roberval, Gilles de, 586 
rosa de quatro petalas, 595 
rotacional de um vetor campo, 977 
segao conica, 606, 613 
diretriz, 606, 612 
equagao polar, 614 
excentricidade, 613 
foco, 606, 607, 612 
transladada, 610, A19 
vertice (vertices), 606 
segao transversal 

de uma superflcie, 744 
sector de um cfrculo, area do, 602 
segmento de reta orientado, 713 
segunda derivada, 765 

de uma fungao vetorial, 765 


segunda derivada direcional, 848 
segunda derivada parcial, 816 
Segunda Lei de Movimento de Newton, 778, 
781, 1032 

segundo momento de inercia, 904 
sequencia, 624 
convergente, 625 
crescente, 630 
decrescente, 630 
de sumas parciais, 636 
divergente, 627 
Fibonacci, 625 
grafico de, 628 
limite, 631 
limite de, 626 
logfstica, 635 
monotonica, 629 
termo de, 624 
sequencia convergente, 626 
sequencia crescente, 630 
sequencia decrescente, 630 
sequencia de Fibonacci, 625, 634 
sequencia divergente, 626 
sequencia infinita. Ver sequencia 
sequencia limitada, 630 
sequencia logfstica, 635 
sequencia monotonica, 629 
serie p, 648 
serie, 636 

absolutamente convergente, 661 
altemada, 657 

altemadamente harmonica, 658, 661, 661 

binomial, 686 

coeficientes de, 669 

condicionalmente convergente, 662 

convergente, 637 

de Gregory, 677 

divergente, 637 

estrategia para teste, 667 

geometrica, 637 

harmonica, 640, 647 

infinita, 636 

Maclaurin, 679, 754 p-, 648 
potencia, 669 
rearranjo de, 665 
soma de, 637 

soma parcial de uma serie, 636 
Taylor, 679, 680 
termo de, 636 
trigonometrico, 669 
serie absolutamente convergente, 661 
serie altemadamente harmonica, 658, 661 
serie binomial, 685 

descoberto por Newton, 691 
serie condicionalmente convergente, 662 
serie convergente, 637 
propriedades de, 641 
serie de Gregory, 677 
serie de Maclaurin, 679, 680 
tabela de, 687 
serie de potencia, 669 
coeficientes de, 669 
diferenciagao de, 675 
divisao de, 688 
integragao de, 675 
intervalo de convergencia, 671 
multiplicagao de, 688 
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para cosseno e seno, 684 
para fun^ao exponencial, 684 
raio de convergencia, 671 
representa^oes de fun£5es como, 674 
serie de Taylor, 679, 680 
serie divergente, 637 
serie geometrica, 637 
serie harmonica, 640, 648 
alternada, 658 
serie infinita. Ver serie 
series alternadas, 657 
serie trigonometrica, 669 
Simpson, Thomas, 872 
sistema coordenada retangular, 709, A10 
conversao para coordenadas cilindricas, 
923 

conversao para coordenadas esfericas, 927 
sistema coordenado, A2 
cartesiano, A10 
cilindrico, 925 
esferico, 927 
polar, 592 
retangular, A10 

sistema coordenado cilindrico de, 925 
equa 9 oes de conversao para, 923 
integrals triplas na, 923 
sistema de computa 9 ao algebrica, 577 
para integra^ao, 677 

sistema de computaijao algebrica, cria^ao de 
grafico com 
campo vetorial, 950 
curva espacial, 759 
curva polar, 598 
curvas de nivel, 798 
derivadas parciais, 816 
equa£oes parametricas, 577 
fumjao de duas variaveis, 795 
sequencia, 629 
superficie parametrica, 986 
sistema de coordenada esferica, 927 
equa 9 oes de conversao para, 927 
integrals triplas em, 927 
sistema de coordenada polar, 592 
area em, 602 

conversao de integral dupla para, 894, 896 
coordenadas, 593, 594 
equa£5es de conversao para cartesiano 
se 9 oes conicas em, 613 
sistema de coordenadas cartesiano, A10 
sistema de coordenadas em tres dimensoes, 
708, 709 

sistema lebre-lince, 566 
sistema LORAN, 612 
solido 

volume de, 913, 914 
solido piano tipo 1, ou 3, 914, 914, 915 
solu£ao de serie de uma equa^ao diferencial, 
1039 

solu£ao de uma equa£ao diferencial, 527 

solu£ao estacionaria, 1038 

solu£oes de equa£oes predador-presa, 563 

sol^oes linearmente independentes, 1021 

solution de equilibrio, 527, 563 

soma 

de uma serie geometrica, 638 
de uma serie infinita, 637 
de vetores, 713 


telescopica, 639 
soma de Riemann dupla, 877 
soma de Riemann tripla, 913 
soma parcial de uma serie, 636 
somas(s) de Riemann 

para integrals multiplas, 877, 913 
sorvedouro, 1011 
Stokes, Sir George, 1003, 1007 
superficie de nivel, 800 
piano tangencial a, 844 
superficie de revolu£ao 

representa£ao parametrica de, 986 
superficie fechada, 998 
superficie orientada, 996 
superficie parametrica, 984 
area superficial de, 988, 989 
grafico de, 995 
integral superficial sobre, 993 
piano tangencial a, 987 
superficie(s) 
fechada, 998 
grafico de, 995 
nivel, 800 

orienta^ao positiva de, 998 
orientado, 996 
parametrica, 984 
quadratica, 744 
suave, 987 

superficies ortogonais, 849 
superficie(s) quadraticas, 744 
superficie suave, 988 
tapete de Sierpinski, 645 
taxa de crescimento 
relativo, 549 

taxa de crescimento relativo, 549 
taxa media de variaijao, 776 
Taylor, Brook, 680 

Teorema da Fungao Implicita, 835, 836 
Teorema da Sequencia Monotonica, 631 
Teorema de Clairaut, 817, A44 
Teorema de De Moivre, A55 
Teorema de Divergencia, 1008 
Teorema de Estimativa de Series Alternadas, 
659 

Teorema de Fubini, 883, 913 
Teorema de Gauss, 1008 
Teorema de Green, 971, 1007 
formas de vetor, 981 
Teorema de Stokes, 1003 
Teorema de Valor Medio 
para integrais duplas, 943 
Teorema do Confronto,A38 
para sequencias, 627 
Teorema do Valor Extremo, 854 
Teorema do Valor Medio de Cauchy, A41 
Teorema Fundamental de Calculo 
para fun^oes vetoriais de, 766 
para integrais lineares, 964 
versoes em dimensoes maiores, 1013 
termo de uma sequencia, 624 
termo de uma serie, 636 
Teste de Compara^ao, 652 
Teste de Compara^ao de Limite, 654 
Teste de Compara^ao para serie, 652 
Teste de Concavidade, A40 
Teste de Integral, 647 
Teste de Raiz, 664 


Teste de Razao, 663 
Teste de Segundas Derivadas, 851 
Teste de Series Alternadas, 657 
Teste para divergencia, 641 
tetraedro, 734 

Thomson, William (Lord Kelvin), 971, 1003, 
1007 

TNB, quadro, 773 
tor^ao do espaijo curvo, 775 
toroide, 993 
torque, 785 

torres de arrefecimento, hiperbolicas, 748 
Torricelli, Evangelista, 586 
trabalho (for 5 a) 

defmida como uma reta integral, 959 
tra^ado de uma superficie, 744 
trajetoria, para equa 9 oes parametricas, 779 
trajetoria de fase, 564 
trajetoria ortogonal, 541 
transforma^ao C\ 934 
transforma^ao de Te $T’$, 934, 934 
transforma^ao inversa, 934 
transforma^ao uma-a-uma, 934 
transforma^ao, 933 
inversa, 934 
Jacobiano de, 936, 938 
uma-a-uma, 934 

tridimensionalmente retangular, 708 
tripla ordenada, 708 
trocoide, 582 
uniao de conjuntos, A3 
uso de retas escondidas, 743 
valor absoluto, A6, A52 
valores esperados, 908 
Valores Maximo Absoluto e Minimo 
Absolutos, 850, 854 
valores maximo e minimo, 850 
valores maximo e minimo locais, 850 
valor medio de uma fun^ao de, 878, 921 
varia 5 ao de parametros, metodo de, 1030 
varia 5 ao de variavel(is) 

em uma integral dupla, 896, 935, 936 
em um integral tripla, 923, 927, 939 
variaveis, variaijao de. Ver varia^ao de 
variavel(s) 

variavel aleatoria independente, 907 
variavel dependente, 792, 833 
variavel independente, 792, 832 
variavel intermediaria, 833 
variavel(is) 

aleatoria independente, 907 
dependente, 792, 833 
independente, 792, 832 
intermediaria, 833 
velocidade angular, 778 
velocidade de campo incompressivel, 980 
velocidade de uma particula, 776 
velocidade terminal, 545 
Verhulst, Pierre-Fran^ois, 527 
vertical, 792 

vertice de uma parabola, 606 
vertices de uma elipse, 608 
vertices de uma hiperbole, 609 
vetor binormal, 772 
(vetor da base canonica), 716 
vetor de deslocamento, 713, 724 
vetor de posi^ao, 715 
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vetor de unidade, 717 
vetor de velocidade, 776 
vetor //-dimensional, 715 
vetor equa£ao 

de uma reta, 734, 735 
de um piano, 737 
vetor(es), 713 
aceleraijao, 777 
adi?ao de, 713, 715 
algebrica, 715, 715 
angulo entre, 721 
base, 716 

base canonica, 716 
bidimensional, 715 
binormal, 772 

combinando velocidade, 719 
componentes de, 724 
comprimento de, 715 
coplanar, 731 
deslocamento, 724 
diferen 9 a, 714 
forga, 951 
gradiente, 841, 842 
igualdade de, 713 
magnitude de, 715 
multiplica^ao de, 714, 716 
multiplo escalar de, 714 
n-dimensional, 715 


normal, 737 

ortogonal, 722 

paralelo, 714 

perpendicular, 723 

posiijao, 715 

produto cruzado de, 727 

produto escalar, 721 

produto triplo, 732 

propriedades de, 716 

representa£ao de, 715 

representa£ao geometrica de, 715 

tangente, 763 

tridimensional, 715 

unidade, 717 

unidade normal, 772 

unidade tangencial, 763 

velocidade, 776 

zero, 713 

vetores coplanares, 731 
vetores de base, 716 
vetores equivalentes, 713 
vetores ortogonais, 722 
vetores paralelos, 714 
vetores perpendiculares, 722 
vetores zero, 713 
vetor gradiente, 841, 842 
interpreta£6es de, 846 
vetor normal, 737, 772 


vetor normal de unidade, 772 

vetor normal de unidade principal, 772 

vetor secante, 763 

vetor tangencial, 763 

vetor tangencial de unidade, 763 

vibra£ao amortecida, 1033 

vibra£ao criticamente amortecida, 1034 

vibra^ao de uma membrana de borracha, 670 

vibra^ao de uma mola, 1032 

vibra^ao subamortecida, 1034 

vibra£ao superamortecida, 1034 

vibra^oes, 1032, 1033, 1035 

vibra^oes for^adas, 1035 

Volterra, Vito, 563 

volume 

de uma hiperesfera, 922 
de um solido, 876 
por coordenadas polares, 898 
por integrals duplas, 874 
por integrals triplas, 917 
Wren, Sir Christopher, 588 
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Algebra 

Operacoes Arif met icas 

a(b + c) = ab + ac 

a + c a c 
b ~~b + ~b 

Expoentes e Radicals 

x m x" = x m+n 

(x m y = x mn 

(xy)" = x n y“ 
x 1 '" = & 
yfxy = sfxyfy 

Fatoracao de Polindmios Especiais 

X 2-y2 = {x + y){x _ 

x 3 +y 3 = (x + y)(x 2 -xy + y 2 ) 
x 3 ~y 3 = (x - y)(x 2 + xy + y 1 ) 

Teorema Binomial 

(x + y) 2 = x 2 + 2xy + y 2 (x — ji) 2 = x 2 - 2xy + y 2 

(.x + y) 3 =x 3 + 3x 2 y + 3 xy 2 + y 3 
(x - yf = x 3 - 3x 2 y + 3 xy 2 - y 3 

(x + y) = x + nx 'y H- x 2 y 2 


a c ad + be 

b d bd 


a 

b a ^ d ad 
c b c be 
~d 


x m 

x" 


1 

x n = — 
x n 



GEOMETRIA 

Formulas Geometricas 


Formulas para area A, circunferencia C e volume 
Triangulo Circulo 

A = \bh A = 77T 2 

= \ab sen 6 C = 2irr 


V: 

Setor do Circulo 

a = l ir 2 e 

s = r6{6 em radianos) 



Esfera 

Cilindro 

Cone 

V = J7JT 3 

V = irr 2 h 

V = \ 'irr 2 h 

A = 477T 2 


A = irrsjr 2 + h 2 



Formulas de Distancia e Ponto Medio 

Distancia entre Pi(xi, ^ 1 ) e Pi(x 2 , yi)- 

d = -J{x 2 - Xi) 2 + (y 2 ~ yi) 2 


- / Xi + X2 Vl + V2 \ 

Ponto Medio de P1P2: I---, —--I 

Betas 


onde 



+ • • • + 


( k ^ nX ^ 


+ / 


n(n — 1 ) • • • (n — k + 1 ) 
1-2-3. k 


Inclinagao da reta atraves de Pi(;ti, ji) e ^ 2 (^ 2 , J 2 ): 


m = 


yi - y 1 

X2 — X\ 


Formula Quadrdtica 


Se ax 2 + bx + c = 0, entao, x = 


—b ± y/b 2 — 4 ac 
2 a 


Desigualdades e Valor Absoluto 

Se a < b e b < c, entao a < c. 

Se a < b, entao a + c < b + c. 

Se a < b e c > 0, entao ca < cb. 

Sea < be c < 0, entao ca > cb. 

Sea > 0, entao 

| x | = a significa que x = a ou x = —a 

| x | < a significa que —a < x < a 

| x | > a significa que x > a ou x < —a 


Coeficiente angular da reta atraves de P\{x\, 3 ^ 1 ) com inclina^ao m : 
y ~ yi = m(x - xi) 

FunQao afim da reta com inclinagao m e interceptando o eixo y em b: 
y = mx + b 


Circulos 

Equagao do circulo com centro (h, k) e raio r: 

(jc - hf + (y - kf = r 2 
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TRIGONOMETRIA 


Medicao do Angulo 

7r radianos = 180° 


1° = —rad lrad = ^- 

180 ir 


s = rd 

(0 em radianos) 


Trigonometric] de Angulo Reto 

opo hip 


sen 9 = 


cossec 6 = 


hip 

opo 

„ adj 

COS 0 = —^— 
hip 

a hi P 

sec 0 =- 

adj 

opo 

tg0 = -^r 
adj 

adj 

cotg 0 =- 

opo 




Funcoes Trigonometricas 


sen 9 = 


y_ 

r 


r 

cossec 0 = — 
y 


cos 9 = 


x 

r 


sec 9 = 


r 

x 


tg 9 = 


y_ 

X 


cotg 9 = 


x 

y 


Al 


A(*,y) 


Graficos de Funcoes Trigonometricas 




Funcoes Trigonometricas de Angulos Importantes 


e 

radianos 

sen 6 

cos 9 

tg 9 

0° 

0 

0 

1 

0 

30° 

tt/6 

1/2 

V3/2 

V3/3 

45° 

ir/4 

V 2/2 

V 2/2 

1 

60° 

tt/3 

V3/2 

1/2 

V3 

90° 

tt/2 

1 

0 

— 


Identidades Fundamentais 


cossec 9 = 


1 


tg e = 


sen 9 
sen 9 


sec 9 = 


1 

cos 9 
cos 9 


cos 9 


1 


c °tg 9 = —7 

tg e 


1 + tg 2 0 = sec 2 0 
sen (~9) = —sen 9 

tg(-e) = -tg e 


cotg e = ■ 

sen 9 

sen 2 0 + cos 2 0 = 1 

1 + cotg 2 0 = cossec 2 0 
cos(—0) = cos 0 


— 01= cos 0 


cos| —— 0 J = sen 0 


Lei dos Senos 

sen A sen B sen C 


tg| y “ 9 j « cotg 6 


Lei dos Cossenos 

a 2 = b 2 + c 1 — 2 be cos A 
b 2 = a 2 + c 2 — lac cos B 
c 2 = a 2 + b 2 — lab cos C 

Formulas de Adicao e Subtracdo 

sen(jr + v) = sen x cos y + cos x sen y 

sen(jt — y) = sen x cos v — cos x sen y 

cos(x + y) = cos x cos y — sen x sen y 

cos(jr — y) = cos x cos y + sen x sen y 

tg x + tg y 



tg(* + y) - 
tg(.r -y) = 


1 - tg x tg y 

tg x - tg y 
1 + tg x tg y 


Formulas de Angulo Duplo 

sen 2x = 2 sen x cos x 

cos 2x = cos 2 * — sen 2 * = 2 cos 2 x —1 = 1—2 sen 2 * 

2 t s x 

2x = i 

1 - tg A 

Formulas de Metade do Angulo 


1 — cos 2x 


1 + cos 2x 


sen x = 


2 


COS X = 


2 
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Funcoes Potencias f(x)=x a 

f(x) = x", n um inteiro positivo 





(iiil fix) 


x 



Funcoes Trigonometricas Inversas 

arcsen x = sen -1 * = y <=> sen y = x 


arccos x = cos l x = y <=> cos y = x 
arctg x = tg^'.v = y <=i> tgy = x e 



e 0 =£ y =£ 77 


77 77 

-< y < — 

2 y 2 


y 

7r 

2 

0 

lim tg _1 jc 


lim 


TT 

2 


y = tg l x = arctg x 


IT 

2 
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2 
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Funcoes Exponenciais e Logaritmicas 

log a x = y <=> a y = x 

In x = log e x, onde In e = 1 


In x = y <=> e y = x 

Equacoes de Cancelamento 
logia*) = .v a'° s ° x = x 

In(e') = x e 1 ”" = jc 


Leis de Logoritmos 

1. log„(j cy) = log a x + log 0 y 

2. log„^j = lo &° x “ logo? 

3. logXO = r \og„x 



lim e x = 0 

C—>—co 


lim e x = 00 


lim In x = — 00 

jc^»0+ 


lim In x = 00 




y — i°g 2 x 


y = In x 


y = iog 5 * 
y = i°gio * 


Funcoes Hiperbolicas 


senh x = 


cosh .V = 


e x -eyy 

2 

e x + e~ x 


tgh x = 


2 

senh x 


cosh x 


cossech x = ■ 


1 


senh x 


sech .v = ■ 


1 


cotgh x = 


cosh x 
cosh x 


senh x 


Funcoes Hiperbolicas Inversas 

y = senlr'jc <=^> senhy = x 


y = cosh 1 x <=$■ cosh y = x e y 5* 0 



senh 1 x 
cosh -1 * 

tgh -1 * = 


= in(x + yix?- 

ln(x + ^ 


5 In 


1 + x 
1 — x 


+ l) 

—1) 


y = tgh 'x <=> tgh y = x 
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REGRAS DE DIFERENCIAgAO 


Formulas Gerais 


1 . — (c) = 0 
dx 


2- — [cf(x)\ = cf\x ) 
ax 


3- — [/(*) + g(xj\ = /'(*) + g'(x) 
ax 


5. — [f(x)g(x)] =f(x)g'(x) + g(x)f'(x) (Regra de Produto) 
cue 


4. -J- lf(x) - g(*)] =f’(x) - g'(x) 
ax 


6 . 


dx 


f(x ) 
g(x ) 


g(x)f'(x) -f(x)g'(x) 

[g(x)Y 


(Regra do Quociente) 


7. — f(g{x)) = f'(g(x))g'(x) (Regra da Cadeia) 
dx 


8. — (x") = nx" 1 (Regra da Potencia) 
dx 


Funcoes Exponenciais e Logaritmicas 


9. — (e I ) = e I 
dx 


10. — (a*) = a x In a 
dx 


.. d . . 1 

11. — In Ld = — 
dx x 


, „ d „ , 1 

12 . — (log a x) = —-- 

dx x In a 


Funcoes Trigonometricas 


13. — (sen x) = cos x 
dx 


14. —(cosjc) = — sen* 
dx 


15. — (tg-r) = sec 2 * 
dx 


16. — (cossec *) = —cossec * cotg * 
dx 


17. — (sec *) = sec x tg * 
dx 


18. —(cotg*) = —cossec 2 * 
dx 


Funcoes Trigonometricas Inversas 

d , . 1 

19 .-( se n-* ) = 7 == 

22 . — (cossec -1 *) =- , 

dx xy/x 2 — 1 


2 °.A (cos - 1 jc) __ 1 ^ 
23 ' ~t i&ec lx) = X 7 * 2 - 1 

(IX * y * l 


24 .f ( cotg->*) = - T ^ ? 


Funcoes Hiperbolicas 


2 5. — (senh *) = cosh * 
dx 


2b. —(cosh*) = senh* 
dx 


27. — (tgh *) = sech 2 * 
dx 


2 8 . — (cossech*) = —cossech* cotgh* 2 9. —(sech*) = —sech* tgh* 


dx 


dx 


30. — (cotgh*) = —cossech 2 * 
dx 


Funcoes Hiperbolicas Inversas 
31. — (senh -1 *) = 


dx 


\/1 + . 


d 1 

34. — (cossech *) = - , , , , 

dx |*| v * 1 + 1 


32. A (cosh - lx)= _L T 

d , . 1 

35. — (sech *) =- , 

dx *v 1 — x z 


36. jx (cotgh -1 *) 
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TABELA DE INTEGRAIS 


Formulas Basicas 

1. I u dv = uv — I v du 


' du = ■ 


n + 1 


+ C, n ¥= — 1 


3. | — = In | u | + C 

4 

5 


‘du = e" + C 


17 


1. fudv = uv - | 

.f 11 ” 

3. (* 

J u 

vf ' 1 

M ' 

8. | sec 2 « du = tg ti + C 

9. | cossec 1 u du = — cotg u + C 
10. j sec u tg u du = sec u + C 

Formulas Envolvendo y/a 2 + u 1 , a > 0 

/» 2 

21. j y/a 2 + u 2 du = — si a 1 + u 1 + — In (u + -Ja 1 + u 2 ) + C 

. j m 2 y/a 2 + u 2 du = — ( a 2 + 2u 2 ) y/a 2 + u 2 -ln(if + yja 2 + u 2 ) + C 

J 8 8 


du —- + C 

In a 


6. | sen u du = —cos u + C 

7. I cos u du = sen u + C 


11. j cosecc u co'g u du - -cossec « + C 

12. j tg u du = In | sec u \ + C 

13. | cotg u du = In | sen u\ + C 

14. | sec u du = In | sec u + tg u \ + C 

15. | cossec u du = In | cossec u — cotg u \ + C 

16. [—A _ 

J yja 2 — U L 

•f * 


du , u 

— = sen -1 — + C 
-2 a 


1 , u 

= -tg-■- + C 


. _ r du 1 , u 

18. — =—sec~‘ —+ C 


ly/u 2 — a 2 a 


a 


•j' 

•.( 


du 


■ = — In 


a 1 — u 2 2 a 


du 


■ = —In 


u~ — a 2 a 


u + a 


u — a 


u + a 


+ C 


+ C 


22 


r y/a 2 + u 2 r ——- 

13 . I - du = y/a- + u 2 — a In 

J u 


a + y/a 2 + u 2 


+ C 


24 

25 

26 


yja 2 + u 2 y/a 2 + u 1 


T y/a 1 ' 
J u 

•1 


- du = — - 


+ ln(w + a/a 2 + m 2 ) + C 


yja 2 + 


— ln(w + yja 2 + w 2 ) + C 


■l 
27 ‘ J 

J !< 


n 2 rfn n 


,- = — Ja 2 + u 2 -ln(n + Ja 2 + u 2 ) + C 

y/a 2 + u 2 2 ^ 2 


du 1 

, = -In 

y/a 2 + u 2 u 


y/a 2 + u 2 + a 


+ C 


28. 

29 


y/a 1 + u 2 


• I u- 

j (a 2 + i< 2 ) 3/2 a 1 y/a 2 + n 2 


2 y/a 2 + w 2 


+ C 


+ C 
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TABELA DE INTEGRAIS 


Formulas Envolvendo yja 2 - u 2 , a > 0 

_ _ r i - u /- ci . u 

30. I yja — u 2 du = — yja — u 2 H - sen -1 - C 

J 2 2 a 

31. j" u 2 yja 2 — u 2 du = — (2 u 2 — a 2 ) yja 2 — u 2 H-sen -1 - VC 

J 8 8 ci 

r V q2 — ,<2 /- 

32. I -rfii = — 1,2 — a In 

J u 


+ yja 2 — u 2 


+ C 


33 


34 


35 


36 


m 2 du u , - a 2 , u 

=- yja 2 - U 2 + — sen -1 — + C 

2 a 


. ry^^i du = _ij- T — 2 _ 

J u u 

1 yja 2 — u 2 2 

j’ du 1 i a + V a2 — 

J Uyja 

•J' 


sen 1 -h C 

a 


= --In 


V« 2 — u 2 a 


+ C 




V« 2 - M 2 « 2 « 


= —— V q2 — 1(2 + c 


37. f (a 2 - u 2 f' 2 du = -~(2u 2 - 5a 1 ) J a 2 - u 2 + — 

J 8 8 

38. j 


3a 4 , u 


sen 1 - VC 


(a 2 - u 2 f /2 a 2 yja 2 - u 2 


Formulas Envolvendo y/u 2 - a 2 , a > 0 


39. | - yju 2 — a 2 du = — y/u 2 — a 2 -— In | u + y/u 2 — a 2 | + C 

40. f u 2 \Ju 2 — a 2 du = — (2m 2 — a 2 )yju 2 — a 2 -In | u + y/u 2 — a 2 | + C 

J 8 8 

r V “ 2 _ 


41 


■J 


- du = yju 2 — a 2 — a cos 1 -j—r + C 


yju 2 ~ 0 2 yjll 2 ~ 


42. j —-; - du = — - 


u 

du 


+ In I u + yju 2 — a 1 I + C 


44 


45 


= In I u + y/u 2 — a 2 I + C 


•1 

C u 2 du u r- -- a 2 . , -, 

. I — . = — y/u 2 — a- H-In \ u + Ju — a- + C 

J y/u 2 - a 2 2 ^ 2 1 1 

f du = Vm 2 - a 2 + c 

J u 2 y/u 2 — a 2 a~u 

l' du u 

' J (u 2 - a 2 f n a 2 yju 2 - a 2 


+ C 
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TABELA DE INTEGRAIS 


Formulas Envolvendo a + bu 

u du 1 / . i \ 

= —- (a + bu — a In | a + bu \) + C 


49 


50 


■J 

■J 

•1 


a + bu 


u 1 du 


a + bu 2b 


—j [(a + bu) 2 — 4a(a + bu) + 2a 2 In | a + bu |] + C 


du 


1 

= — In 


■J» 

*'■ I 

52. J 

53. j 


u(a + bu) a 
du 


u 


a + bu 


1 b 
=- 1 -r- In 


+ C 

a + bu 


'{a + bu) au a 2 


u 


+ C 


u du 


(i a + bu) 2 b 2 {a + bu) b 


+ —j In | a + bu | + C 


du 1 1 

u(a + bu) 2 a(a + bu) a 2 

u 2 du 1 

= —r\a + bu — 

(i a + bu)~ b 3 \ a + bu 


a + bu 


u 


+ C 


— 2a In | a + bu \ J + C 


54 


55 


r _ 2 

. I uJa + bu du = - 7 (3 bu — 2a)(a + bu ) 3/2 + C 

J 15 b- 


■1 


u du 2 /--— 

= {bu — 2a) y/a + bu + C 


“■I 


\Ja + bu 3 b 

u 2 du 2 


yja + bu 15 b 


■ ( 8 a 2 + 3 b 2 u 2 — 4abu)y[a + bu + C 


57. f-^L 

J uJa + 


1 


sja + bu y/a 


In 


yja + bu — y/a 


y/a + bu + yja 
a + bu 


+ C, se a > 0 


/ a + b, 

tg v~ 


58. 


59. 


(’ y/a + bu 


du = — 


y/a + bu b 


+ - 

2 


61 


f y/a + bu i -— r c 

I - du = 2 y/a + bu + a I — -j= 

J u J uy/a 

i 


. j" U"yfi 

'I 


+ C, se a < 0 

du 


+ bu 
du 


a + bu du = 

u n du 


b(2n + 3) 

2u n y/a + bu 2na f u n ~ l du 

y/a + bu b(2n + 1) b(2n + 1) J y/a + bu 


r 

J Uy/a + bu 

"(a + buf' 2 - na j u"~ l yfaT 

1 


bu du 


62. f — 

J u"- 


du 


y/a + bu b(2n — 3) f 


'y/a + bu a(n — l)u" 1 2 a(n — 1 ) J u" 1 y/a + bu 


du 
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Formulas Trigonometricas 
63. j sen 2 n < 


64. j cos 2 m du = \u + | sen 2u + C 


65. j tg 2 i< du = tg n — u + C 

66. j cotg 2 n du = — cotg u — u + C 

67. | sen 3 n du = — j(2 + sen 2 n) cos u + C 

68. j cos 3 n du = J(2 + cos 2 u) sen u + C 

69. j tg 3 n du = 2 tg 2 n + In | cos u \ + C 

70. | cotg 3 n du = — \ cotg 2 n — In | sen u\ + C 

71. j sec 3 n du = \ sec u tg u + l In | sec u + tg u \ + C 

72. j cossec 3 n du = — \ cossec u cotg u + 5 In | cossec u — cotg u 

73. | sen"i 1 du = -sen's'll cos u H-f sen "~ 2 u du 

J n n J 

C 1 n — 1 f 

74. I cos"ti du = — cos" u sen u H-I cos" u du 

J n n J 

75. j tg "u du = -j-tg" _1 n — j tg "~ 2 u du 

76. | cotg "u du =-cotg" -1 « — [ cotg "~ 2 udu 

J n - 1 J 


,, r 1 n - 2 r 

77. I sec "u du = -tg u sec" u H-I sec" u du 

J n — I n — I J 

r -1 n - 2 r 

78 . I cossec"n du = - cotg u cossec" u H-I co 

J n — 1 n — 1 J 

•J' 

• 1 ' 

■J' 

. j" u sen u 1 
. j" u cos u 1 


. sen(a — b)u sen(a + b)u 

79. I sen au sen bu du = -:-1 - C 

2 (a - b) 2 (a + b) 

. sen(a — b)u sen(a + b)u 

80. I cos au cos bu du = -1-;-r-1 - C 

2 (a - b ) 2(a + b) 

. cos(a — b)u cos (a + b)u 

81. I sen an cos bu du = -1 - C 

2 (a - b) 2 (a + b) 

82. I u sen u du = sen u — u cos u + C 


1 du = cos u + u sen u + C 


REFERENCIA 9 


| +C 


2 u du 
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•j 
•I 


sen u du = — 


u" cos u + n j" u" 1 cos u du 


85. | u" cos u du = u" sen u — n J u" 1 sen u du 

sen" -1 ;/ cos m+1 w n — 1 


86. I sen "u cos'"// du = — 


n + m n + m 

sen” +I n cos'" -1 !/ m — 1 


n + m 


+ 


n + m 


I 

j" sen"n 


sen" 2 u cos" 1 !/ du 
cos'" -2 !! du 


Formulas Trigonometricas Inversas 

87. j" sen -1 !/ du = u sen -1 /! + y/l — u 2 + C 

88. j COS -1 !! du = U COS -1 !! — y/l — I! 2 + C 

89. j tg -1 « du = u tg -1 H — j ln(l + « 2 ) + C 


■■I 


90. I i! sen l u du = 


2u 2 - 1 


sen l u + 


!! V 1 — !! 4 

4 

I! \] 1 — !! 2 


91. U COS 'l! cfz! = 


2i! 2 - 1 


- COS !! — 


+ C 


+ c 


Formulas Exponenciais e Logaritmicas 
96. j" ue“" du = —- (au — I )e“" + C 


j «■« 


97. | u"e a “du = — u n e au - — | u"~ l e au du 
a a 




98. | e“" sen fen rf/! = —5-5- (a sen bu — b cos bu) + C 

a + 6 




99. I e“" cos bu du = 


a 2 + & 

Formulas Hiperbolicas 

103. j senh u du = cosh n + C 

104. j cosh !/ du = senh u + C 

105. | tgh u du = In cosh u + C 
,06 - .!' cotgh !! du = In | senh u \ + C 
107. | sech /! du = tg -1 1 senh u \ + C 


4. J.2 
£. a<A 

2--j (a cos bu + b sen bu) + C 


_ C , u 2 + 1 !! 

92. I !! tg 'n du = —-— tg 1 u —— + C 


93. j !!" 


sen l u du = 


!? + 1 


A- J 


i/" +1 du 

V'i _ “ 2 . 


94. I /!" cos 1 !! rfl! = 


• | t<"tg -1 , 


1 


n + 1 


‘,! + l 


f u n+i du 




!7 7 ^ 1 


, n ¥= — 1 


I! fif/! = ■ 


1 


!! + 1 


!!" +1 tg 


-1 f « 

J 1 


«" +1 


+ !!“ 


n^-l 


100. I In !! rfl! = I! In !! — !! + C 


vf 


101 . I i!" In i! du = 


(n + 1Y 


[(/? + 1) In u — 1] + C 


2 . | — 

J u In 


102. | - du = In | In u \ + C 

1 In n 


108. | cossech u du = In | tgh \u\ + C 

109. | sech 2 !/ du = tgh u + C 

110. j cossech 2 !! du = —cotgh u + C 

111. j sech !/ tgh i! du = —sech u + C 

" 2 . j cossech u cotgh u du = —cossech u + C 
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Formulas Envolvendo •Jlau — u 2 , a> 0 

, C , - u — a f - a 2 a — u\ 

113. I y]2au — u 1 du = —-— yJ2au — u 1 + — cos I -I + C 

114. j u\j2au - u 1 du = 

f yjlau — u 2 

J u 


115 


2 u 1 — au — 3a 2 , -- a 3 ,( a — u , 

-V2 au - u 2 H-cos -1 -| + C 

6 2 \ a 


- du = yj2.au — it 2 + a cos 1 (-) + C 


yj2au — u 2 2y/2au — u 2 


^ J \J2au 

_ f du a — u \ 

/. — = cos - 

J yj2au — u 2 \ a ) 


116. | —-^- du = ---cos 1 (-| + C 

117. | , — = cos 


+ C 


118. j =■ = — \j2au — u 2 + a cos 1 (-) + C 

J J2au — u ~ 


f u 2 du (u + 3a) , -- 3a 2 ./ a — u 

119. r = —- - -yj2au - u 2 + - cos [ - ]+C 

J J2au — u~ 2 2 


120 . 


J u 


du 


y]2 au — u 2 


yj2au — u 1 


+ C 






































